íÏÓËÏŒÓËÉÊ ËÏÍÉÔÅÔ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ∗ íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ ÉÍ. í. œ. ìÏÍÏÎÏÓÏŒÁ ∗ íÏÓËÏŒÓËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÝÅÓÔŒÏ ∗ íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ ÐÏŒÙÛÅÎÉÑ ËŒÁÌÉÆÉËÁÃÉÉ ÒÁÂÏÔÎÉËÏŒ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ∗ íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÃÅÎÔÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

LXII íÏÓËÏŒÓËÁÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ

ÛËÏÌØÎÉËÏŒ 6 { 11 ËÌÁÓÓÏŒ

úÁÄÁÞÉ É ÒÅÛÅÎÉÑ

íãîíï

1999 óÏÓÔÁŒÉÔÅÌÉ: œ. âÕÇÁÅÎËÏ, í. œÑÌÙÊ, œ. çÕÒÏŒÉÃ, é. éÚ- ÍÅÓÔØÅŒ, á. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏŒ, ð. ëÏÖÅŒÎÉËÏŒ, œ. ðÒÏÉÚŒÏÌÏŒ, œ. óÅÎÄÅÒÏŒ, ò. æÅÄÏÒÏŒ, â. æÒÅÎËÉÎ, á. ûÅÎØ

ïÔŒ. ÚÁ ŒÙÐÕÓË í. ðÁÎÏŒ

6 ËÌÁÓÓ

▶6-1. îÁ ÐÒÑÍÏÊ ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÅÖÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÅÝÅ ÐÏ ÔÏÞËÅ. ôÁËÏÅ ĂÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅĄ ÐÏŒÔÏÒÉÌÉ ÅÝÅ ÄŒÁÖÄÙ (ŒÓÅ- ÇÏ 3 ÒÁÚÁ). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÏÔÍÅÞÅÎÏ 113 ÔÏÞÅË. óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏ?

▶6-2. õËÁÖÉÔÅ ÐÑÔØ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ 20, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | 420.

▶6-3. ëŒÁÄÒÁÔ 4 × 4 ÒÁÚÄÅÌÅÎ ÎÁ 16 ËÌÅÔÏË. òÁÓËÒÁÓØÔÅ ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ Œ ÞÅÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ ÃŒÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ ËÁÖÄÏÊ ÞÅÒ- ÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÂÙÌÏ ÔÒÉ ÂÅÌÙÈ ÓÏÓÅÄÁ, Á Õ ËÁÖÄÏÊ ÂÅÌÏÊ ËÌÅÔ- ËÉ ÂÙÌ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÞÅÒÎÙÊ ÓÏÓÅÄ. (óÏÓÅÄÎÉÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ËÌÅÔËÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.)

▶6-4. éÚ íÏÓËŒÙ ŒÙÌÅÔÅÌ ŒÅÒÔÏÌÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÌÅÔÅÌ 300 ËÍ ÎÁ ÀÇ, ÐÏÔÏÍ 300 ËÍ ÎÁ ÚÁÐÁÄ, 300 ËÍ ÎÁ ÓÅŒÅÒ É 300 ËÍ ÎÁ ŒÏÓÔÏË, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉÚÅÍÌÉÌÓÑ. ïËÁÚÁÌÓÑ ÌÉ ÏÎ ÀÖÎÅÅ íÏÓËŒÙ, ÓÅŒÅÒÎÅÅ ÅÅ ÉÌÉ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÛÉÒÏÔÅ? ïËÁÚÁÌÓÑ ÌÉ ÏÎ ŒÏÓÔÏÞÎÅÅ íÏÓËŒÙ, ÚÁÐÁÄÎÅÅ íÏÓËŒÙ ÉÌÉ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÄÏÌÇÏÔÅ?

▶6-5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ŒÅÒ- ÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÇÌÁÈ ËÌÅÔÏË, ÄŒÅ ÍÅÄÉÁÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉ- ËÕÌÑÒÎÙ. (íÅÄÉÁÎÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ŒÅÒÛÉÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÅ- ÒÅÄÉÎÏÊ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.)

▶6-6. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎ ÞÅÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ. éÍÅÅÔÓÑ ÓÅÍØ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÐÌÉÔÏË ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ. îÕÖÎÏ ÐÏÌÏ- ÖÉÔØ ÉÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÐÅÒÅËÒÙŒÁÌÉÓØ É ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÐÌÉÔËÁ ÐÏËÒÙŒÁÌÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÞÁÓÔØ ÞÅÒÎÏ- ÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ). ëÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

7 ËÌÁÓÓ

▶7-1. þÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ | ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÁÀÝÉÅ Œ ÓÕÍÍÅ 101. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=3. õËÁÖÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÄÒÏÂÉ.

▶7-2. òÁÚÒÅÖØÔÅ ÆÉÇÕÒÕ (ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÍ ËÌÅÔÏË) ÎÁ ÔÒÉ ÒÁŒ- ÎÙÅ (ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÏ ÆÏÒÍÅ É ŒÅÌÉÞÉÎÅ) ÞÁÓÔÉ.

▶7-3. éÚ íÏÓËŒÙ ŒÙÌÅÔÅÌ ŒÅÒÔÏÌÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÌÅÔÅÌ 300 ËÍ ÎÁ ÀÇ, ÐÏÔÏÍ 300 ËÍ ÎÁ ÚÁÐÁÄ, 300 ËÍ ÎÁ ÓÅŒÅÒ É 300 ËÍ ÎÁ ŒÏÓÔÏË, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉÚÅÍÌÉÌÓÑ. ïËÁÚÁÌÓÑ ÌÉ ÏÎ ÀÖÎÅÅ íÏÓËŒÙ, ÓÅŒÅÒÎÅÅ ÅÅ ÉÌÉ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÛÉÒÏÔÅ? ïËÁÚÁÌÓÑ ÌÉ ÏÎ ŒÏÓÔÏÞÎÅÅ íÏÓËŒÙ, ÚÁÐÁÄÎÅÅ íÏÓËŒÙ ÉÌÉ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÄÏÌÇÏÔÅ?

▶7-4. äŒÁ ÐÅÛÅÈÏÄÁ ŒÙÛÌÉ ÎÁ ÒÁÓÓŒÅÔÅ. ëÁÖÄÙÊ ÛÅÌ Ó ÐÏ- ÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. ïÄÉÎ ÛÅÌ ÉÚ A Œ B, ÄÒÕÇÏÊ | ÉÚ B Œ A. ïÎÉ ŒÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ Œ ÐÏÌÄÅÎØ É, ÎÅ ÐÒÅËÒÁÝÁÑ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÑ, ÐÒÉÛÌÉ: ÏÄÉÎ Œ B Œ 4 ÞÁÓÁ ŒÅÞÅÒÁ, Á ÄÒÕÇÏÊ | Œ A Œ 9 ÞÁÓÏŒ ŒÅÞÅÒÁ. œ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÕ Œ ÔÏÔ ÄÅÎØ ÂÙÌ ÒÁÓÓŒÅÔ?

▶7-5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ŒÅÒ- ÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÇÌÁÈ ËÌÅÔÏË, ÄŒÅ ÍÅÄÉÁÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉ- ËÕÌÑÒÎÙ. (íÅÄÉÁÎÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ŒÅÒÛÉÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÅ- ÒÅÄÉÎÏÊ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.)

▶7-6. ëŒÁÄÒÁÔ ÒÁÚÂÉÌÉ ÎÁ 100 ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÄÅŒÑÔØÀ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ É ÄÅŒÑÔØÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ (ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ). óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÏŒÎÏ 9 ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÒÁÚÍÅÒ.

8 ËÌÁÓÓ

▶8-1. óÒÁŒÎÉŒ ÄÒÏÂÉ x =^{111110}_{111111} , y =^{222221}_{222223} , z =^{333331}_{333334} ,

ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔÅ ÉÈ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. (ÆÏÌØËÌÏÒ)

▶8-2. ðÏËÁÖÉÔÅ ËÁË ÌÀÂÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÔÒÉ ÔÒÁÐÅÃÉÉ (ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÁ- ÐÅÃÉÅÊ). (œ. ðÒÏÉÚŒÏÌÏŒ)

▶8-3. îÁÊÄÉÔÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÞÅÔÙÒÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a, b, c, d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÁ a^2 + 2cd + b^2 É c^2 + 2ab + d^2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ. (œ. ðÒÏÉÚŒÏÌÏŒ, œ. óÅÎÄÅÒÏŒ)

▶8-4. ðÅÔÉÎ ÓÞÅÔ Œ ÂÁÎËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 500 ÄÏÌÌÁÒÏŒ. âÁÎË ÒÁÚ- ÒÅÛÁÅÔ ÓÏŒÅÒÛÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÔÏÌØËÏ ÄŒÕÈ ŒÉÄÏŒ: ÓÎÉÍÁÔØ 300 ÄÏÌÌÁÒÏŒ ÉÌÉ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ 198 ÄÏÌÌÁÒÏŒ. ëÁËÕÀ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ðÅÔÑ ÍÏÖÅÔ ÓÎÑÔØ ÓÏ ÓÞÅÔÁ, ÅÓÌÉ ÄÒÕÇÉÈ ÄÅÎÅÇ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ? (á. ôÏÌÐÙÇÏ)

▶8-5. œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÔÏÞËÁ O | ÓÅ- ÒÅÄÉÎÁ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ AC. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB ŒÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ M, Á ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ BC | ÔÏÞËÁ N ÔÁË, ÞÔÏ ÕÇÏÌ MON | ÐÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AM^2 + CN^2 = MN^2: (œ. ðÒÏÉÚŒÏÌÏŒ)

▶8-6. œ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË ÓÙÇÒÁÌ Ó ËÁ- ÖÄÙÍ ÄŒÅ ÐÁÒÔÉÉ: ÏÄÎÕ ÂÅÌÙÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ, ÄÒÕÇÕÀ | ÞÅÒ- ÎÙÍÉ. ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÔÕÒÎÉÒÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÎÁÂÒÁÌÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÞËÏŒ (ÚÁ ÐÏÂÅÄÕ ÄÁÅÔÓÑ 1 ÏÞËÏ, ÚÁ ÎÉÞØÀ |^1_2 ÏÞËÁ, ÚÁ ÐÏÒÁÖÅÎÉÅ | 0 ÏÞËÏŒ). äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÁ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ, ŒÙÉÇÒÁŒÛÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ- ŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒÔÉÊ ÂÅÌÙÍÉ. (â. æÒÅÎËÉÎ)

9 ËÌÁÓÓ

▶9-1. îÁ ÄÏÓËÅ Œ ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÓÔÁÒÛÉÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË ðÅÔÑ ÓÔÉÒÁÅÔ Ó ÄÏÓËÉ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ É ÐÉÛÅÔ ŒÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÉÈ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ É ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ. õÔÒÏÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÄÎÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÂÙÌÉ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1 É 2. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÚÁÐÉ- ÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÄÏÓËÅ ŒÅÞÅÒÏÍ 1999-ÇÏ ÄÎÑ. (óÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉ- ÞÅÓËÉÍ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ^{a + b}_2 , Á ÓÒÅÄÎÉÍ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ | ÞÉÓÌÏ^2_1 a + 1 b ). (á. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏŒ)

▶9-2. äŒÏÅ ÉÇÒÁÀÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÇÒÕ: ÐÅÒŒÙÊ ŒÙÐÉÓÙŒÁÅÔ Œ ÒÑÄ ÐÏ ÓŒÏÅÍÕ ÖÅÌÁÎÉÀ ÂÕËŒÙ á ÉÌÉ â (ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ; ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÂÕËŒÅ ÚÁ ÈÏÄ), Á ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÉÚ ŒÙ- ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÂÕËŒ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ (ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÈÏÄÏÍ). ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁ ÓÄÅÌÁÀÔ ÐÏ 1999 ÈÏÄÏŒ, ÉÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ. íÏÖÅÔ ÌÉ ŒÔÏÒÏÊ ÉÇÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÑÈ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕ- ÞÉÌÓÑ ÐÁÌÉÎÄÒÏÍ (Ô. Å. ÓÌÏŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ)? (é. éÚÍÅÓÔØÅŒ)

▶9-3. äÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ ï. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A, O, B, ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ BC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ B, O, C, ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ CD. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ)

▶9-4. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ k, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

1 : : : 1 k 2 : : : 2

2000

− 2 : : : 2

1001

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

(å. ïÓØÍÏŒÁ)

▶9-5. œÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (AB > > BC) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎ AB É AC Œ ÔÏÞËÁÈ P É Q ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, RS | ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ AB, T | ÔÏÞ- ËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ P Q É RS. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ B ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. (í. åŒÄÏËÉÍÏŒ)

▶9-6. œ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÑÈ ÐÏ n-ÂÏÒØÀ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ 2^n ÞÅÌÏŒÅË.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÁ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÅÇÏ ÓÉÌÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ŒÉ- ÄÏŒ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. óÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ: ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÓÅ ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÙ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ Œ ÐÅÒŒÏÍ ŒÉÄÅ ÐÒÏ- ÇÒÁÍÍÙ É ÌÕÞÛÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÈÏÄÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÕÇ. üÔÁ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÕÞÁÓÔÉÅ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ É ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÈÏÄÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÕÇ, É Ô. Ä., ÐÏËÁ Œ n-Í ŒÉÄÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌØ. îÁ- ÚÏŒÅÍ ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÁ \ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ", ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÓÓÔÁŒÉÔØ ŒÉÄÙ ÓÐÏÒÔÁ Œ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÔÁÎÅÔ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ.

Á) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ \ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑ- ÍÉ";

Â) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÞÉÓÌÏ \ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÂÅÄÉÔÅ- ÌÅÊ" ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^n − n;

Œ) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ \ŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÈ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ" ÒÏŒÎÏ 2^n − n. (á. çÅÒËÏ)

10 ËÌÁÓÓ

▶10-1. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ (a + b + c)c < 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b^2 > > 4ac. (ÆÏÌØËÌÏÒ) ▶10-2. äŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ P É Q. ôÒÅ- ÔØÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ P ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÅÒŒÕÀ Œ ÔÏÞËÁÈ A, B, Á ŒÔÏÒÕÀ | Œ ÔÏÞËÁÈ C É D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ AQD É BQC ÒÁŒÎÙ. (á. úÁÓÌÁŒÓËÉÊ)

▶10-3. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÁÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x, y, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ x^3 + y É y^3 + x ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ x^2 + y^2. (ó. úÌÏÂÉÎ) ▶10-4. 2n ÒÁÄÉÕÓÏŒ ÒÁÚÄÅÌÉÌÉ ËÒÕÇ ÎÁ 2n ÒÁŒÎÙÈ ÓÅËÔÏÒÏŒ:

n ÓÉÎÉÈ É n ËÒÁÓÎÙÈ. œ ÓÉÎÉÅ ÓÅËÔÏÒÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ, ÐÏÄÒÑÄ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÐÒÏÔÉŒ ÈÏÄÁ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n. œ ËÒÁÓÎÙÅ ÓÅËÔÏÒÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏ- ÇÏ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÔÅ ÖÅ ÞÉÓÌÁ É ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏ ÐÏ

ÈÏÄÕ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÌÕËÒÕÇ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n. (œ. ðÒÏÉÚŒÏÌÏŒ) ▶10-5. ëÕÚÎÅÞÉË ÐÒÙÇÁÅÔ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [0; 1]. úÁ ÏÄÉÎ ÐÒÙÖÏË ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÐÏÐÁÓÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ x ÌÉÂÏ Œ ÔÏÞËÕ x= √ 3, ÌÉÂÏ Œ ÔÏÞËÕ x= √ 3+(1−1= √ 3). îÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ŒÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ a.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÕÚÎÅÞÉË ÍÏÖÅÔ ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÙÖËÏŒ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅ 1=100 ÏÔ ÔÏÞËÉ a. (á. âÕÆÅÔÏŒ) ▶10-6. äÌÑ ÞÉÓÅÌ 1, . . . , 1999, ÒÁÓÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ 10 ÞÉÓÅÌ, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÕ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ. (ä. äÅÒÑÇÉÎ)

11 ËÌÁÓÓ

▶11-1. a, b, c | ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ_{a2 + 2bc}

b^2 + c^2 + b^2 + 2ac c^2 + a^2 + c^2 + 2ab a^2 + b^2 > 3:

(œ. óÅÎÄÅÒÏŒ) ▶11-2. ðÌÏÓËÁÑ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ AB É AC É ÄÕÇÏÊ BC ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ ÐÏÐÏÌÁÍ: Á) ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ; Â) ÅÅ ÐÌÏÝÁÄØ.

(œ. ðÒÏÉÚŒÏÌÏŒ, œ. óÅÎÄÅÒÏŒ) ▶11-3. çÒÁÎÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÏËÔÁÜÄÒÁ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ Œ ÂÅÌÙÊ É ÞÅÒÎÙÊ ÃŒÅÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÇÒÁÎÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ, ÐÏËÒÁÛÅÎÙ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÃŒÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÔÏÞËÉ ŒÎÕÔÒÉ ÏËÔÁÜÄÒÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÅÊ ÂÅÌÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÞÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ. (ä. ôÅÒÅÛÉÎ)

▶11-4. îÁ ÌÕÇÕ, ÉÍÅÀÝÅÍ ÆÏÒÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÉÍÅÅÔÓÑ ËÒÕÇÌÁÑ ÌÕÎËÁ. ðÏ ÌÕÇÕ ÐÒÙÇÁÅÔ ËÕÚÎÅÞÉË. ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÐÒÙÖ- ËÏÍ ÏÎ ŒÙÂÉÒÁÅÔ ŒÅÒÛÉÎÕ ËŒÁÄÒÁÔÁ É ÐÒÙÇÁÅÔ ÐÏ ÎÁÐÒÁ- ŒÌÅÎÉÀ Ë ÎÅÊ. äÌÉÎÁ ÐÒÙÖËÁ ÒÁŒÎÁ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ ËÕÚÎÅÞÉË ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÌÕÎËÕ? (á. âÕÆÅÔÏŒ, á. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏŒ) ▶11-5. çÒÁÆ | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÁÍÉ (ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ). òÁÓËÒÁÓËÁ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÇÏ ÃŒÅÔÁ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅ- ÂÒÏÍ. îÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÒÁÆ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎ Œ k ÃŒÅÔÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ Œ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÃŒÅÔÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ, ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÓÅÈ k ÃŒÅÔÏŒ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. (î. þÅÒÎÑÔØÅŒ)

▶11-6. òÅÛÉÔÅ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1 + n^k)^l = = 1 + n^m, ÇÄÅ l > 1. (ç. þÅÌÎÏËÏŒ, œ. óÅÎÄÅÒÏŒ)

▶11-7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÅ ÃÉÆÒÙ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ 2^{2n} ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. (á. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏŒ)

éÚ ÔÒÅÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÚÁÄÁÞ 11 ËÌÁÓÓÁ Œ ÚÁÞÅÔ ÛÌÉ ÄŒÅ.

òÅÛÅÎÉÑ

6 ËÌÁÓÓ

▶6-1. åÓÌÉ (ÄÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ) ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ n ÔÏÞÅË, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÏÔÍÅÞÅÎÏ 2n − 1 ÔÏÞÅË (ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ n ÓÔÁÒÙÈ É n − 1 | ÎÏŒÁÑ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÄÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÐÒÉÂÁŒÉŒ Ë ÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË ÐÏÓÌÅ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÕ É ÐÏÄÅÌÉŒ ÐÏÐÏÌÁÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÂÙÌÏ (113 + 1)=2 = 57 ÔÏÞÅË, ÄÏ ŒÔÏÒÏÇÏ | (57 + 1)=2 = 29 ÔÏÞÅË, É Œ ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ | (29 + + 1)=2 = 15 ÔÏÞÅË.

▶6-2. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍ 420 ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

420 = 6 · 7 · 10 = 2 · 2 · 3 · 5 · 7:

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ÐÑÔØ ÇÒÕÐÐ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ÓÕÍÍÅ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ 20:

7 · 5 · 3 · 4 · 1 = 420; 7 + 5 + 3 + 4 + 1 = 20:

▶6-3. úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÔÒÏÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÞÅÒÎÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË ÂÕÄÅÔ 12, Á ÞÅÒÎÙÈ | 4. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ:

▶6-4. œÅÒÔÏÌÅÔ ÌÅÔÉÔ ÎÁ ÀÇ ÐÏ ÍÏÓËÏŒÓËÏÍÕ ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ, ÚÁ- ÔÅÍ ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ, ÐÏÔÏÍ ÓÎÏŒÁ ÐÏ ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ ÎÁ ÓÅŒÅÒ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ ÂÏÌÅÅ ÓÅŒÅÒÎÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ. ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÍÅÒÉÄÉÁ- ÎÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÛÉÒÏÔÁ ÅÇÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ (ÓËÏÌØËÏ ÇÒÁÄÕÓÏŒ ÏÎ ÐÒÏÌÅÔÅÌ ÎÁ ÀÇ, ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÏÎ ÐÒÏÌÅÔÉÔ É ÎÁ ÓÅŒÅÒ). á ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ ÒÁÚÎÙÅ: ÞÅÍ ÓÅŒÅÒÎÅÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ, ÔÅÍ ÏÎÁ ËÏÒÏÞÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÓÅŒÅÒÎÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ ÔÅ ÖÅ 300 ËÍ ÓÏÓÔÁŒÑÔ ÂÏÌØ- ÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÄÕÓÏŒ. úÎÁÞÉÔ, ŒÅÒÔÏÌÅÔ ÏËÁÖÅÔÓÑ ŒÏÓÔÏÞÎÅÅ íÏÓËŒÙ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÛÉÒÏÔÅ.

▶6-5. õÄÏÂÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÍÅÄÉ- ÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÖÅ ŒÅÒÛÉÎÙ. œÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ:

▶6-6. úÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÔØ ÌÅÇÞÅ, ÅÓÌÉ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÐÏ- ÐÌÏÔÎÅÅ ÕÌÏÖÉÔØ ÐÌÉÔËÉ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÖÅ ÓÍÏÔÒÅÔØ, ÇÄÅ ÒÁÚ- ÍÅÓÔÉÔØ ÞÅÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ:

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÓÅÍÉ ÐÌÉÔÏË ÐÅÒÅËÒÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÞÅÒ- ÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ.

7 ËÌÁÓÓ

▶7-1. óÕÍÍÁ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÒÁŒÎÁ 101. úÎÁÞÉÔ, ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ, ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÅÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ | É ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÁÍÁ ÄÒÏÂØ. œÉÄÎÏ, ÞÔÏ 25=76 ÅÝÅ ÍÅÎØÛÅ 1=3, Á 26=75 | ÕÖÅ ÂÏÌØÛÅ. ïÔŒÅÔ: 25=76.

▶7-2. ïÔŒÅÔ:

▶7-3. óÍ. ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 4 ÄÌÑ 6 ËÌÁÓÓÁ.

▶7-4. ðÕÓÔØ ÏÔ ÒÁÓÓŒÅÔÁ ÄÏ ÐÏÌÕÄÎÑ ÐÒÏÛÌÏ x ÞÁÓÏŒ. ðÅÒ- ŒÙÊ ÐÅÛÅÈÏÄ ÛÅÌ x ÞÁÓÏŒ ÄÏ ÐÏÌÕÄÎÑ É 4 ÞÁÓÁ ÐÏÓÌÅ, ŒÔÏ- ÒÏÊ | x ÞÁÓÏŒ ÄÏ ÐÏÌÕÄÎÑ É 9 ÞÁÓÏŒ ÐÏÓÌÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÒÅÍÅÎ ÒÁŒÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÌÉÎ ÐÕÔÅÊ ÄÏ É ÐÏÓÌÅ

ÔÏÞËÉ ŒÓÔÒÅÞÉ, ÔÁË ÞÔÏ x : 4 = 9 : x.

éÚ ÜÔÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x = 6. ïÔŒÅÔ: ÒÁÓÓŒÅÔ ÂÙÌ Œ 6 ÞÁÓÏŒ ÕÔÒÁ.

▶7-5. óÍ. ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 5 ÄÌÑ 6 ËÌÁÓÓÁ.

▶7-6. åÓÌÉ ÄŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÉÚ ÄÅŒÑÔÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÏ- ÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ŒÙÓÏÔÕ, Á ÂÕÄÕÞÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ | É ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÛÉÒÉÎÕ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÁÔØ, ÅÓÌÉ ÄŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÅÔÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ É Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÌÂ- ÃÁÈ. ôÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÏÐÁÄÁÀÔ Œ ÄÅŒÑÔØ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÉÚ ÄÅÓÑÔÉ É Œ ÄÅŒÑÔØ ÓÔÒÏË ÉÚ ÄÅÓÑÔÉ, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ É ÏÄÉÎ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ. œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏ- ËÉ É ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÂÕÄÅÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ, ÄÅÓÑÔÙÊ, ËŒÁÄÒÁÔ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÛÉÒÉÎÕ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ŒÙÞÔÑ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÛÉÒÉÎÕ ÄÅŒÑÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÉÚ ÛÉÒÉÎÙ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ŒÙÓÏÔÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏ- ËÉ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ŒÙÓÏÔÙ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ É ÓÕÍÍÙ ŒÙ- ÓÏÔ ÄÅŒÑÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Á ŒÙÓÏÔÁ ÌÀÂÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÒÁŒÎÁ ÅÇÏ ÛÉÒÉÎÅ.) îÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÄÅÓÑÔÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÒÅÔÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ.

8 ËÌÁÓÓ

▶8-1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ

1 − x =^1_{111111} ; 1 − y =^2_{222223} ; 1 − z =^3_{333334} ;

Á ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÎÉÍ 1 1 − x = 111111; 1 1 − y = 111111 1 2;^1_{1 − z} = 111111^1_3:

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ^1_{1 − x} <^1_{1 − z} <^1_{1 − y} . ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, 1 − x > 1 − z > 1 − y. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x < z < y.

▶8-2. ðÕÓÔØ B | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÕÇÏÌ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÅ- ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÒÁÚÒÅÚ BM ÉÚ ŒÅÒÛÉ- ÎÙ B, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÓÔÏÒÏÎÅ AD (ÔÏÞËÁ M ÐÏÐÁÄÅÔ ŒÎÕÔÒØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ). éÚ ÔÏÞËÉ M ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÒÁÚÒÅÚÙ MN É MK, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÁÍ BC É CD ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÒÉÓ.).

M N C D K

A

B •

•

•

•

• • • N

K

M

• •

•

• •

• •

C

D A B

▶8-3. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ab = cd. ôÏÇÄÁ

a^2 + 2cd + b^2 = a^2 + 2ab + b^2 = (a + b)^2;

c^2 + 2ab + d^2 = c^2 + 2cd + d^2 = (c + d)^2:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a, b, c É d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ab = cd. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÊÄÅÍ ÞÉÓÌÏ n, ÒÁÚÌÁÇÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÅÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ n = 6; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ a = 1, b = 6, c = 2, d = 3.

▶8-4. ðÏÓËÏÌØËÕ 300 É 198 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 6, ðÅÔÑ ÓÍÏÖÅÔ ÓÎÑÔØ ÌÉÛØ ÓÕÍÍÕ, ËÒÁÔÎÕÀ 6 ÄÏÌÌÁÒÁÍ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÒÁÔÎÏÅ 6 É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ 500, | ÜÔÏ 498.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÎÑÔØ 498 ÄÏÌÌÁÒÏŒ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. ðÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ: 500 − 300 = 200, 200 + 198 = 398, 398 − 300 = 98, 98 + 198 = 296, 296 + 198 = 494. óÕÍÍÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÂÁÎËÅ, ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ ÎÁ 6 ÄÏÌÌÁÒÏŒ.

ðÒÏÄÅÌÁŒ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ 16 ÒÁÚ, ðÅÔÑ ÓÎÉÍÅÔ 96 ÄÏÌÌÁÒÏŒ. úÁÔÅÍ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÓÎÑÔØ 300, ÐÏÌÏÖÉÔØ 198 É ÓÎÏŒÁ ÓÎÑÔØ 300. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Õ ÎÅÇÏ ÂÕÄÅÔ 498 ÄÏÌÌÁÒÏŒ.

▶8-5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ 180^∘ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ŒÏ- ËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ O (ÓÍ. ÒÉÓ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏŒÏÒÏÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ONC ÐÅÒÅÊÄÅÔ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ON^′A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙ- ÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË MAN^′O; Œ ÎÅÍ ÕÇÌÙ MAN^′ É MON^′ ÐÒÑÍÙÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ∠MAN^′ = ∠BAC + ∠BCA, Á ∠MON^′ = = ∠MOA + ∠NOC = 180^∘ − ∠MON. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, MN^{′2} = AM^2 + AN^{′2} = OM^2 + ON^{′2}. äÁÌÅÅ, ON^′ = ON, OM^2 + ON^2 = MN^2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, AN^′ = CN, | É ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ. B N M

N^′ A C O • • •

•

• •

•

▶8-6. œÓÅÇÏ Œ ÔÕÒÎÉÒÅ ÂÙÌÉ ÓÙÇÒÁÎÙ n(n − 1) ÐÁÒÔÉÊ, É Œ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÙÇÒÙŒÁÌÏÓØ 1 ÏÞËÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÎÁÂÒÁÌÉ ÐÏ n − 1 ÏÞËÕ. ëÁ- ÖÄÙÊ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ ÓÙÇÒÁÌ ÂÅÌÙÍÉ n − 1 ÐÁÒÔÉÀ, É ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÏ ŒÙÉÇÒÁÎÎÙÈ ÉÍ ÐÁÒÔÉÊ ÂÅÌÙÍÉ ÒÁŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ: 0, . . . , n−1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅŒÅÒÎÏ: ŒÓÅ ŒÙÉÇÒÁÌÉ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒÔÉÊ ÂÅÌÙÍÉ. ôÏÇÄÁ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÙ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÏÔ 0 ÄÏ n − 1. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ ÔÕÒÎÉÒÁ: A, ŒÙÉÇÒÁŒÛÅÇÏ n − 1 ÐÁÒÔÉÀ ÂÅÌÙÍÉ, É B, ÎÅ ŒÙÉÇÒÁŒÛÅÇÏ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒ- ÔÉÉ. òÁÚÂÅÒÅÍÓÑ, ËÁËÉÍ ÍÏÇ ÂÙÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÁÒÔÉÉ, ËÏ- ÔÏÒÕÀ A ÉÇÒÁÌ ÐÒÏÔÉŒ B ÞÅÒÎÙÍÉ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, A ÎÁÂÒÁÌ n − 1 ÏÞËÏ, ÉÇÒÁÑ ÂÅÌÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÐÁÒÔÉÉ ÞÅÒÎÙÍÉ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÜÔÕ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÐÒÏÉÇÒÁÔØ. îÏ B ÎÅ ŒÙÉÇÒÁÌ ÂÅÌÙÍÉ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÔÉÉ, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÍÏÇ ŒÙÉÇÒÁÔØ É ÜÔÕ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

9 ËÌÁÓÓ

▶9-1. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ,^{a + b}_2 ·^2_1 a + 1 b = ab. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ÒÁŒÎÏ 2.

▶9-2. ïÔŒÅÔ: ÄÁ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ.

ðÅÒŒÙÅ 1000 ÈÏÄÏŒ ÏÎ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔ. èÏÄ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n > 1000 ÏÎ ÄÅÌÁÅÔ ÔÁË:

1) ÅÓÌÉ ÎÁ n-Í É (2000 − n)-Í ÍÅÓÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÃÉÆÒÙ | ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ;

2) ÅÓÌÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÒÁÚÎÙÅ ÃÉÆÒÙ, ÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÏÉÔ ÎÁ 1000-Í ÍÅÓÔÅ. œÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ÍÅÎÑÅÔ ÅÅ Ó 1000-Ê ÃÉÆÒÏÊ.

▶9-3. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÕÇÌÅ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÈÏÒÄÏÊ ∠CBO = ∠BAC. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ∠BAC = ∠ACD; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∠CBO = ∠OCD. îÏ ∠CBO | ÕÇÏÌ, ŒÐÉ- ÓÁÎÎÙÊ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ OBC É ÏÐÉÒÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÄÕÇÕ OC. ðÒÉ ÜÔÏÍ ∠OCD | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÈÏÒÄÏÊ OC É ÌÕÞÅÍ CD. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÁÑ CD ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÑÍÏÊ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ C.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ Œ ÚÁÄÁÞÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BCD É COD ÐÏÄÏÂÎÙ.

▶8-4. ïÔŒÅÔ: k = 2.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ n = 1000. éÍÅÅÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ: 1) k > 1000. ôÏÇÄÁ

1 : : : 1 k 2 : : : 2 2n − 2 : : : 2 n+1 = 10^{n+1} · 1 : : : 1

2n−k

2 : : : 2

k−(n+1) : ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÏÇÏ: n ÞÅÔÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ŒÈÏÄÉÔ ÎÅÞÅÔ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÑÔÅÒÏË.

2) k ⩽ 1000. ôÏÇÄÁ

1 : : : 1 k 2 : : : 2 2n − 2 : : : 2 n+1 = 1 : : : 1

2n−k

0 : : : 0 k − 2 : : : 2

n+1−k

0 : : : 0 k =

= 10^k(1 : : : 1

2n−k

− 2 : : : 2

n+1−k ):

ðÏÌÕÞÉÌÉ: k = 2l, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ l < n, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ A = 1 : : : 1

2n−2l

− 2 : : : 2

n+1−2l

| ÐÏÌÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ É 9x. éÍÅÅÍ:

9A = 9 : : : 9

2n−2l

−1 9 : : : 9

n−2l

8 = 9 : : : 9 n−2 8 0 : : : 0

n−2l 1:

ĂâÌÉÚËÉÊĄ Ë ÞÉÓÌÕ 9A ÐÏÌÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ | ÞÉÓÌÏ B = = (10^{n−l})^2. ïÞÅŒÉÄÎÏ, B > 9A. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ Y > Z ÂÕÄÅÔ Y^2 − Z^2 ⩾ Y^2 − (Y − 1)^2 = 2Y − 1. á ÔÅÐÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ B − 9A:

10^{2n−2l} − 9 : : : 980 : : : 01 = 1 9 : : : 9

n−2l+1

= 2 · 10^{n−2l+1} − 1:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ 2 · 10^{n−2l+1} − 1 ⩽ 2 · 10^{n−l} − 1, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉ l = 1, ÏÔËÕÄÁ ÓÒÁÚÕ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔŒÅÔ ÚÁÄÁÞÉ.

▶9-5. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ R ÌÅÖÉÔ ÎÁ AC, S | ÎÁ BC. ôÏ- ÇÄÁ RQ = RC − QC =^b_2 −^{a + b − c}_2 =^{c − a}_2 :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AQP É RQT ÐÏÄÏÂÎÙ, Á ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË AQP ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÔÏ RQ = RT . óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ,

ST = RS − RT = RS − RQ =^c_2 −^{c − a}_2 =^a_2 = BS:

ïÔÓÀÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË T SB ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ É ∠SBT = = ∠ST B = ∠T BA, Á BT | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ B ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ ABC.

▶9-6. Á) òÅÛÅÎÉÅ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. âÁÚÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ: ÏÄÉÎ ÐÏ- ÂÅÄÉÔÅÌØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÄŒÏÉÈ | ÜÔÏ ÕÖÅ

ÐÏÌÏŒÉÎÁ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÐÒÉÍÅÒ n ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ ÄÌÑ 2^n ÓÐÏÒÔ- ÓÍÅÎÏŒ Ó 2^{n−1} ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ. äÏËÁÖÅÍ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÅÓÔØ É (n + 1) ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ ÄÌÑ 2^{n+1} ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÏŒ Ó 2^n ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÏŒ ÎÁ ÒÁŒ- ÎÙÅ ÄŒÅ ÇÒÕÐÐÙ A É A^′. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÉÄÅ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ a ÌÀÂÏÊ ÉÚ A^′ ÓÉÌØÎÅÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ A, Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÉÄÁÈ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ. åÓÌÉ ÐÅÒŒÙÍ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÅÍ ÐÒÏŒÅÓÔÉ a, ÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ A^′, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ | ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ A. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÅ Ë ÇÒÕÐÐÁÍ A É A^′ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉÍÅÒ Ó 2^{n−1} + 2^{n−1} = 2^n ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ.

Â) õËÁÖÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÉÄÁ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ ÓÐÏÒÔÓÍÅ- ÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÑ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ ŒÙÂÙŒÁÅÔ Œ ÜÔÏÍ ŒÉÄÅ ÉÌÉ ÒÁÎØÛÅ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÔÉŒ- ÎÏÅ.

äÌÑ 1-ÇÏ ŒÉÄÁ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ | ÜÔÏ ÓÁÍÙÊ ÓÌÁÂÙÊ Œ 1-Í ŒÉÄÅ.

ðÕÓÔØ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_k = {a_1; : : : ; a_k} ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÏŒ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a_i ŒÙÂÙŒÁÅÔ Œ i-Í ŒÉÄÅ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁ- ÎÉÊ ÉÌÉ ÒÁÎØÛÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_{k+1} ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ Œ (k +1)-Í ŒÉÄÅ ÓÌÁÂÅÅ ŒÓÅÈ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_k. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a_{k+1} ŒÙÂÙŒÁÅÔ Œ (k +1)-Í ŒÉÄÅ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÑ ÉÌÉ ÒÁÎØ- ÛÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅ (k + 1)-Ê ŒÉÄ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÈÏÄÉÔ r-Í ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ, Á ÉÚ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A_k ÚÁ ÐÅÒŒÙÅ (r − 1) ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ ŒÙÂÙÌÏ w ÞÅÌÏŒÅË. œ r-Í ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ŒÉÄÅ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ ŒÙÂÙŒÁÅÔ 2^{n−r} ÞÅ- ÌÏŒÅË. ðÏÜÔÏÍÕ a_{k+1} ÐÒÏÈÏÄÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÑ 2^{n−r} ≤ k − w. îÏ ÐÏÓÌÅ (k + 1)-ÇÏ ŒÉÄÁ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ k − w ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1; : : : ; k. ðÏÜÔÏÍÕ k − w ≤ n − r − 1 < 2^{n−r}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ a_{k+1} ŒÙÂÙŒÁÅÔ Œ (k + 1)-ŒÉÄÅ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ ÉÌÉ ÒÁÎØÛÅ.

Œ) ïÂÒÁÔÉÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÏÐÉ- ÓÁÎÎÏÊ Œ ÐÕÎËÔÅ Á), ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌ Œ ŒÙÂÏÒÅ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÑ, ÏÔÂÉÒÁÀÝÅÇÏ ÇÒÕÐÐÕ A.

íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ ÉÚ 2^n

ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÏŒ, ÓÏÒÅŒÎÕÀÝÉÈÓÑ Œ ËÁËÉÈ-ÔÏ n ŒÉÄÁÈ ÓÏÒÅŒÎÏ- ŒÁÎÉÊ ÉÚ (n + 1)-ÇÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ, ÒÁŒÎÏ 2^n − 1.

ìÅÇÞÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ: ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ≥ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÐÒÉÍÅÒ (n+1) ÓÏÒÅŒ- ÎÏŒÁÎÉÊ Ó 2^n ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ, ÞÔÏ, ŒÙÂÉÒÁÑ n ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ É ÐÏÒÑÄÏË ÉÈ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ 2^n−1 ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ, Á ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÞÁÓÔÎÉËÕ (ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÁÕÔÓÁÊÄÅÒÏÍ) ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ŒÙ- ÈÏÄ Œ ÆÉÎÁÌ.

âÁÚÁ ÐÒÉ n = 1 ÏÞÅŒÉÄÎÁ (ÄŒÁ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÑ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÌÁ ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ).

éÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ. óÔÒÏÉÍ ÐÒÉÍÅÒ (n+2) ÓÏÒÅŒÎÏ- ŒÁÎÉÊ Ó 2^{n+1} ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ (n + 1) ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ É 2^n ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ. ïÐÑÔØ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÏŒ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ ÄŒÅ ÇÒÕÐÐÙ B É B^′. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÉÄÅ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ b ÌÀÂÏÊ ÉÚ B^′ ÓÉÌØÎÅÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ B, Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÉÄÁÈ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ŒÉÄÁÈ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ b ÄÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÁÕÔÓÁÊÄÅÒ Œ B | ÓÁÍÙÊ ÓÉÌØÎÙÊ ÓÒÅÄÉ B Œ ŒÉÄÅ b.

ðÒÏŒÏÄÑ ÐÅÒŒÙÍ b, ÐÏÌÕÞÉÍ 2^n − 1 ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÂÅÄÉ- ÔÅÌÅÊ ÉÚ B^′, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÁÕÔÓÁÊÄÅÒ ÉÚ B^′ ŒÙÊÄÅÔ Œ ÆÉÎÁÌ ÐÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

åÓÌÉ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ b, ÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÉ ŒÙÂÙŒÁÀÔ ŒÓÅ ÉÚ B^′, Á ÄÁÌÅÅ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ n − 1 ÓÏÒÅŒÎÏŒÁ- ÎÉÅ. ðÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ŒÙÂÏÒÏÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÑ É ÐÏÒÑÄËÁ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅ- ÌÁÔØ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ 2^n − 1 ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÏŒ ÉÚ B.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ ÁÕÔÓÁÊ- ÄÅÒÁ Œ B. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒŒÙÍ ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÔÏÔ ŒÉÄ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁ- ÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÉ ÐÏÒÑÄËÅ, ÏÂÅÓÐÅÞÉ- ŒÁÀÝÅÍ ŒÙÈÏÄ ÁÕÔÓÁÊÄÅÒÁ Œ ÆÉÎÁÌ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÙ ÉÚ B. äÁÌÅÅ ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÑ Œ ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ŒÙÈÏÄ ÁÕÔÓÁÊÄÅ- ÒÁ ÉÚ B Œ ÆÉÎÁÌ, Á ÚÁŒÅÒÛÁÅÍ | ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÅÍ b. œ ÎÅÍ ÁÕÔÓÁÊÄÅÒ ÐÏÂÅÖÄÁÅÔ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÒÉÍÅÒÁ.

úÁŒÅÒÛÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ Œ), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ ÉÎÄÕË- ÔÉŒÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ, ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ. âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÌÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ Á) É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ A^′ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ 2^n − n ÞÅÌÏŒÅË, Á ÉÚ A | 2^n − 1 ÞÅÌÏŒÅË. éÔÏÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2^n − n + 2^n − 1 = = 2^{n+1} − (n + 1) ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ.

10 ËÌÁÓÓ

▶10-1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ f(x) = x^2 +bx+ac.

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(c) = c^2 +bc+ac = (a+b+c)c < 0. œ ÔÏÞËÅ c ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÁÒÁÂÏÌÁ y = f(x) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓØ Ox Œ ÄŒÕÈ ÔÏÞËÁÈ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ. úÎÁÞÉÔ, ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ: b^2 − 4ac > 0.

▶10-2. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AP B É DP C ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÕÇÌÙ ÐÒÉ ÉÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÈ ∠ABP = ∠BAP = ¸, ∠DCP = ∠CDP = ˛. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ ABQP É DCQP ŒÐÉÓÁÎÎÙÅ, ÏÔÓÀÄÁ ∠AQP = ∠ABP = ¸ É ∠DQP = = ∠DCP = ˛. ðÏÌÕÞÁÅÍ: ∠AQD = ∠AQP + ∠DQP = = ¸ + ˛. äÁÌÅÅ, ∠BQP = ı − ∠BAP = ı − ¸, ÔÁËÖÅ ∠CQP = ı − ˛ É ∠BQC = 2ı − ∠BQP − ∠CQP = ¸ + ˛.

▶10-3. ïÔŒÅÔ: (1,1).

äÏËÁÖÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ x É y ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ x É y ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p; ÐÕÓÔØ p ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÅÌ x É y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÓÔÅÐÅÎÑÈ a ⩾ 1 É b ⩾ 1, ÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ a ⩾ b. ôÏÇÄÁ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ p, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÄÅÌÉÔÓÑ x^3 + y, ÒÁŒÎÁ b (ÐÏÓËÏÌØËÕ x^3 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^{3a} É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÁ p^{b+1}, Á y ÄÅ- ÌÉÔÓÑ ÎÁ p^b É ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^{b+1}). îÏ x^2 + y^2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^{2b}, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x^3 + y ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ x^2 + y^2. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ x É y ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

äÁÌÅÅ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ x(x^2 + y^2) − (x^3 + + y) = y(xy − 1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^2 + y^2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ y É x^2 + y^2 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÂÏÌØÛÅÇÏ 1 (Ô. Ë. x É y ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ), ÚÎÁÞÉÔ, xy − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^2 + y^2. îÏ ÅÓÌÉ xy > 1, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ô. Ë. x^2 +y^2 ⩾ 2xy > xy −1.

▶10-4. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÒÁÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ËÒÁÓÎÙÈ ÓÅËÔÏÒÁÈ, É ÓÉÎÉÍÉ | ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÓÉÎÉÈ ÓÅËÔÏ- ÒÁÈ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ a É b ÎÁÚÏŒÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÊ ÄÕÇÅ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ a É b. þÉÓÌÁ, ÒÁÓÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÒÁÚ- ÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ ÒÁŒÎÙÈ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÕ ÐÁÒÕ ÒÁŒÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ ÎÅÓËÏÌØËÏ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÎÉÈ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÏÓÔÉ ŒÙÂÒÁÎÎÁÑ ÐÁÒÁ | ËÒÁÓÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ É ÓÉÎÑÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÍÅÎØÛÁÑ ÄÕÇÁ ! ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÉÄÅÔ ÏÔ ËÒÁÓÎÏÊ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ Ë ÓÉÎÅÊ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. îÁ ÄÕÇÅ ! ÌÉÂÏ ÎÅÔ ÞÉÓÅÌ (Ô. Å. ÄŒÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ), ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏÇÏ ÃŒÅÔÁ, ÉÎÁÞÅ ËÒÁÓÎÏÅ É ÓÉÎÅÅ ÞÉÓÌÁ n ÂÙÌÉ ÂÙ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅÍ, ÞÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ. ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÕÇÅ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ) | ÓÉÎÉÅ (ÓÌÕ- ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ËÒÁÓÎÙÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ). ðÒÏŒÅÄÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ÓÉÎÀÀ ÅÄÉÎÉÃÕ ÏÔ ÞÉÓÌÁ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÎÉÍ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÄÉÁÍÅÔÒ ÉÓËÏÍÙÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÕËÒÕÇ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÓÉÎÀÀ ÅÄÉÎÉÃÕ. ðÒÏÞÔÅÍ ÓÉÎÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕ- ËÒÕÇÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , l (l | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ). ðÒÏÞÔÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÒÁÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÄÕÇÅ ! ÎÅÔ ËÒÁÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ ÞÉÓÌÁ n, n − 1, . . . , n − m (m | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ). ô. Ë. ŒÓÅÇÏ Œ ÐÏÌÕËÒÕÇÅ n ÞÉÓÅÌ, ÔÏ Œ ÎÅÍ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.

▶10-5. ðÕÓÔØ f : [0; 1] → [0; 1], f(x) = x= √ 3 É g : [0; 1] → [0; 1], g(x) = 1 − (1 − x)= √ 3 | ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÐÒÙÖ- ËÁÍ ËÕÚÎÅÞÉËÁ. ïÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f | ÏÔÒÅÚÏË [0; 1= √ 3], ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ g | ÏÔÒÅÚÏË [1 − 1= √ 3; 1]. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 1= √ 3, É ŒÍÅÓÔÅ ÏÎÉ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1].

ðÕÓÔØ n | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ h_1(h_2(: : : (h_n(x)) : : : )) : [0; 1] →

[0; 1], ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h_i | ÌÉÂÏ f, ÌÉÂÏ g. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ (1= √ 3)^n. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1]. äÌÑ n = 1 ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÖÅ ÐÒÏŒÅÒÅÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ h_1(h_2(: : : (h_{k−1}(x)) : : : )) ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1]. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ h_1(h_2(: : : (h_{k−1}(x)) : : : )). ïÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ

h_1(h_2(: : : (h_{k−1}(f(x))) : : : ))

É h_1(h_2(: : : (h_{k−1}(g(x))) : : : )). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏ- ËÁÚÁÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ŒÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ a. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (a − 0;01; a + 0;01) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÕÚ- ÎÅÞÉË ÓÍÏÖÅÔ Œ ÎÅÇÏ ÐÏÐÁÓÔØ. œÙÂÅÒÅÍ n ÓÔÏÌØ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1= √ 3)^n < 0;01. ðÏ ÄÏ- ËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ h_1(h_2(: : : (h_n(x)) : : : )) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ôÏ- ÇÄÁ ŒÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÏÔÒÅ- ÚÏË ÄÌÉÎÙ (1= √ 3)^n) ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (a − 0;01; a + + 0;01). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ËÕÚÎÅÞÉË ÐÏÐÁÄÅÔ ŒÎÕÔÒØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (a − 0;01; a + 0;01), ŒÙ- ÐÏÌÎÉŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÙÖËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÑÍ h_n, h_{n−1}, . . . , h_1.

▶10-6. ïÔŒÅÔ: ÉÓËÏÍÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 4 (ÉÌÉ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÅ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÌÉÂÏ ÏÓÅŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ).

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÔÁŒÌÅÎÙ 1999 ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a_1, a_2, . . . , a_{1999} É ÐÕÓÔØ a_1 > a_{1998}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ: ÞÉÓÌÁ a_i É a_{1999−i}, ÇÄÅ i = 1, 2, . . . , 999, ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÅÓÌÉ a_i < < a_{1999−i}, É ÎÅ ÍÅÎÑÅÍ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ ÐÏÍÅÎÑÌÁÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÊ ÄÅÓÑÔÏË ÞÉÓÅÌ, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ, ÕŒÅÌÉÞÉÌÁÓØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ 10 ÞÉÓÅÌ a_i, . . . , a_{i+9} É a_{1999−i}, . . . , a_{1990−i}.

ðÕÓÔØ z | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎ- ÎÏ É Œ ÐÅÒŒÏÊ, É ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ); x É x^′ | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÅÒŒÏÊ É ÔÏÌØËÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÎÁ ÓŒÏ- ÅÍ ÍÅÓÔÅ ÐÏÓÌÅ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ; y É y^′ | ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÅÒ- ŒÏÊ É ÔÏÌØËÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÍÅÎÑŒÛÉÈÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÄŒÕÈ ÇÒÕÐÐÁÈ ÄÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÒÁŒÎÁ s_1 = = zxy + zx^′y^′, Á ÐÏÓÌÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ s_2 = zxy^′ + zx^′y. éÍÅÅÍ: s_1−s_2 = z(x−x^′)(y−y^′). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÁ ÓŒÏÉÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄ- ÎÏÊ ÐÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÉÚ 10 ÞÉÓÅÌ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÕ.

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. óÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , 1999 ÒÁÓ- ÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÕÇÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÒÁŒ- ÎÙ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÓÔÁŒÌÅÎÙ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ô. Å. ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÄÅÓÑÔÏË ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÁ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ. éÚ ÌÅÍ- ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÞÉÓÅÌ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÍÅÎØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÂÏÌØÛÉÅ | ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ. ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ É ÏÓÅŒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÕ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ 2 ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÑÄÏÍ Ó ÞÉÓÌÏÍ 1. éÎÁÞÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ 2 ÏÔ 1, ÐÒÉÞÅÍ ÞÉÓÌÁ 1 É 2 ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍ 1 É 2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ A É B. ôÏÇÄÁ A > 1 É 2 < B, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÌÅÍÍÅ.

äÁÌÅÅ ÓÔÒÏÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÕ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , 2k ÐÒÉ 1 ⩽ k ⩽ 998 ÒÁÓÓÔÁŒÌÅÎÙ ËÁË Œ ÏÔŒÅÔÅ, Ô. Å. Œ ÐÏÒÑÄËÅ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ) 2k, 2k − 2, . . . , 2, 1, 3, . . . , 2k − 1 ÐÏÄÒÑÄ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A É B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÞÉÓÌÁ,

ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ 2k ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ 2k − 1 ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2k + 1 ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ A É B. ôÏÇÄÁ ÐÕÓÔØ C | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ 2k +1 ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÞÉÓÌÏ. C ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 1, 2, . . . , 2k. þÉÓÌÁ C É 2k − 1, Á ÔÁËÖÅ 2k + 1 É B ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÎÏ C > 2k − 1, Á 2k + 1 < B | ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2k + + 2 ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ A É B. ôÏÇÄÁ ÐÕÓÔØ C | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ 2k + 2 ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÞÉÓÌÏ, D { ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ 2k + 2 ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÞÉÓÌÏ. ðÕÓÔØ A ≠ 2k + 1. ôÏÇÄÁ 2k + 2 < A, ÎÏ D > 2k | ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÌÅÍÍÅ. åÓÌÉ ÖÅ A = 2k + 1, ÔÏ B ≠ 2k + 1 É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ (2k + 2 < B, ÎÏ C > 2k − 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ A = 2k +1 É B = 2k +2, ÌÉÂÏ A = 2k +2 É B = 2k + 1. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÅ ÎÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉÔ ÔÏÌØËÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ. üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

. . 6 4 2 . . 7 5 3 1

11 ËÌÁÓÓ

▶11-1. œŒÉÄÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ a^2 > (b − c)^2. ïÔ- ÓÀÄÁ a^2 + 2bc > b^2 + c^2. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, É ÎÁ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÂÏÌØÛÅ 1. ôÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÂÏÌØÛÅ 3.

▶11-2. Á) äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÐÒÑÍÕÀ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÕÇÉ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÌÏÍÁÎÏÊ BAD.

Â) ðÕÓÔØ A | ŒÅÒÛÉÎÁ ÕÇÌÁ, B É D | ËÏÎÃÙ ÄÕÇÉ, C | ÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÁ. óÅÇÍÅÎÔÙ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÈÏÒÄÙ BC É

CD, ÒÁŒÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ C ÐÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ ÐÏÐÏÌÁÍ ÐÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉ- ËÁ ABCD.

ðÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ BD ÐÒÑÍÕÀ ‘, ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ AC. ðÕÓÔØ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ‘ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË AB (ÓÌÕÞÁÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ‘ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ AD ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ E = ‘ ∩ AB; ÐÒÑÍÁÑ CE | ÉÓËÏÍÁÑ. üÔÏ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ACD, ACE É ACB (Ó ÏÂÝÉÍ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ AC).

▶11-3. ðÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÒÁÎÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÃŒÅÔÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁŒÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ. õÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÄÏ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ ÐÏ- ÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁŒÎÁ ÕÔÒÏÅÎÎÏÍÕ ÏÂSSÅÍÕ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÇÒÁÎÉ. (þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÕ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂSSÅÍÙ ÏÂÒÁÚÏŒÁŒÛÉÈÓÑ ÞÁÓÔÅÊ, ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.)

▶11-4. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ËÁ- ÖÄÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 1 É ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ ÎÁ 2^n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ (n ⩾ 0), Á ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏŒÅÄÅÎÙ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÁÍ. ôÏÇÄÁ ËÕÚÎÅÞÉË ÓÍÏÖÅÔ ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÌÀÂÕÀ ÉÚ 4^n ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË.

ðÒÉ n = 0 ÆÁËÔ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ n Ë n + 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÒÁÚ- ÍÅÒÁ 4^{−n−1}. œÙÂÅÒÅÍ ÓÁÍÕÀ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÕ ÉÓ- ÈÏÄÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ É ŒÙÐÏÌÎÉÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ É Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2. ôÏÇÄÁ ŒÙÂÒÁÎÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÐÅ- ÒÅÊÄÅÔ Œ ÏÄÎÕ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ 4^{−n}. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ËÕÚÎÅÞÉË ÍÏÖÅÔ Œ ÎÅÅ ÐÏÐÁÓÔØ. åÓÌÉ ÏÎ ÐÒÙÇÎÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÔÏ ÏÎ ÐÏÐÁÄÅÔ Œ ÎÕÖÎÕÀ ËÌÅÔËÕ.

▶11-5. ãŒÅÔÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÒÁÛÅÎ ÇÒÁÆ, ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÏÔ 1 ÄÏ k. ôÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÃŒÅÔÁ 2, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÓÅÄÓÔŒÕÀÔ ÎÉ Ó ËÁËÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÃŒÅÔÁ 1, ÐÅÒÅËÒÁÓÉÍ Œ ÃŒÅÔ 1. îÏŒÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÎÅÊ k ÃŒÅÔÏŒ. úÎÁ- ÞÉÔ, ËÁËÉÅ-ÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÃŒÅÔÁ 2 ÎÅ ÐÅÒÅËÒÁÛÅÎÙ É ÐÏÔÏÍÕ

ÓÏÓÅÄÓÔŒÕÀÔ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÃŒÅÔÁ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÅÒÛÉÎÙ ÃŒÅÔÁ 3, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÓÅÄÓÔŒÕÀÔ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÃŒÅÔÁ 2, ÐÅ- ÒÅËÒÁÓÉÍ Œ ÃŒÅÔ 2, É Ô. Ä. ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÃŒÅÔÁ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ŒÅÒÛÉÎÕ ÃŒÅÔÁ k. ïÎÁ ÎÅ ÐÅÒÅËÒÁÛÅÎÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÏÓÅÄÓÔŒÕÅÔ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÃŒÅ- ÔÁ k − 1. üÔÁ ŒÅÒÛÉÎÁ ÔÏÖÅ ÎÅ ÐÅÒÅËÒÁÛÅÎÁ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÅÅ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÃŒÅÔ ÂÙÌ ÂÙ k, É ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÓÏ- ÓÅÄÓÔŒÏŒÁÔØ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÔÏÇÏ ÖÅ ÃŒÅÔÁ. òÁÚ ŒÅÒÛÉÎÁ ÎÅ ÐÅÒÅËÒÁÛÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÏÓÅÄÓÔŒÕÅÔ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÃŒÅÔÁ k − 2, É Ô. Ä. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÕÔØ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ k ÃŒÅÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÂÙÌÉ ÐÅÒÅËÒÁÛÅÎÙ.

▶11-6. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: n = 2, k = 1, l = = 2, m = 3. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ.

ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ l. ðÏÓËÏÌØËÕ n^m = = (1 + n^k)^l − 1, ÔÏ n^m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (1 + n^k)^p − 1. îÏ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ n^k · p + n^{2k} · p(p − 1)=2 + n^{3k} · r, ÇÄÅ r | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÚÄÅÌÉŒ ÎÁ n^k, ÐÏÌÕÞÉÍ p + n^k · p(p − 1)=2 + n^{2k} · r. åÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó n, É n^m ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ. úÎÁÞÉÔ, p | ÄÅÌÉÔÅÌØ n. ôÏÇÄÁ 1+n^k ·(p−1)=2+ + (n^{2k}=p) · r | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. åÓÌÉ k > 1 ÉÌÉ p ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n (ÔÒÅÔØÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ŒÓÅÇÄÁ), ÓÕÍÍÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÁ Ó n, É n^m ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁ ÎÅÅ ÄÅÌÉÔØÓÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, k = 1 É l ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 2^s.

œÓÐÏÍÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ n^m = (1+n^k)^l −1 = (1+n)^l −1 = = ln + : : : œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ n^2. éÚ ÜÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ m > 1, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ l ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. úÎÁÞÉÔ, n, ËÁË É l, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄŒÏÊËÉ. îÏ (1 + n)^l − 1 = [(1 + n)^{l=2} + 1] · [(1 + n)^{l=2} − 1] =

= [(1 + n)^{l=2} + 1] : : : (n + 2)n;

ÏÔËÕÄÁ n + 2 ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄŒÏÊËÉ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, n = 2. íÎÏÖÉÔÅÌØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÊ n + 2 = 4, ÒÁŒÎÑÌÓÑ ÂÙ 3^2 + 1 = 10 É ÎÅ ÂÙÌ ÂÙ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄŒÏÊËÉ. úÎÁÞÉÔ, l = 2, ÏÔËÕÄÁ m = 3.

7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ 1 ËÁË ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] Ó ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÄÒÏÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ f ÞÉÓÌÁ k · lg 2 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÔÏÞËÕ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÅÒŒÁÑ ÃÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ 2^k ÕÐÒÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ f ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÅË ÄÅÌÅÎÉÑ 0; lg 2; : : : ; lg 9. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ 2^k ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 7, ÔÏ 7 · 10^s < 2^k < 8 · 10^s ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ s. äÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ k·lg 2 ÒÁŒÎÁ k·lg 2−s, É ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÅÖÄÕ lg 7 É lg 8.)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÅ ÃÉÆÒÙ ÞÉÓÅÌ 2^{2n} ÐÏŒÔÏÒÑ- ÀÔÓÑ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ k. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ 2^n · lg 2 É 2^{n+k} · lg 2 ÐÏÐÁÄÁÀÔ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÉÎ- ÔÅÒŒÁÌ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ lg 2 <^1_3 .

ðÕÓÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÌÏÖÅÎÙ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ A É B; ÜÔÉ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ; ÄÌÉÎÁ ÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÄÕÇ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÑÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÒÁŒÎÁ x. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÎÅ- ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÕÇ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ 2A É 2B, ÒÁŒÎÁ 2x. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ A É B ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÙ 2A É 2B, 4A É 4B É Ô. Ä. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÕÇ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÐÁÒÙ, ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ^1_3 , ÎÏ ÍÅÎØÛÅ^2_3 . úÎÁ- ÞÉÔ, ÜÔÉ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ë ÞÉÓÌÁÍ A = 2^{n0} · lg 2 É B = 2^{n0+k} · lg 2, ÇÄÅ n_0 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÛËÏÌÙ

ìÉÃÅÊ ĂœÔÏÒÁÑ ûËÏÌÁĄ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ Œ 7{8 ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ. úÁÐÉÓØ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÙ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÁÐÒÅÌÑ. ôÅÌÅÆÏÎÙ: 137{1769, 137{6931.

ûËÏÌÁ Ć7 ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ Œ 8{11 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ. úÁÐÉÓØ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÙ Œ ÁÐÒÅÌÅ{ÍÁÅ. ôÅÌÅÆÏÎ: 131-8110.

ûËÏÌÁ Ć54 Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÒÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ Œ 9 ËÌÁÓÓ. óÏÂÅÓÅÄÏŒÁ- ÎÉÑ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÐÑÔÎÉÃÁÍ Ó 10 ÞÁÓÏŒ. ôÅÌÅÆÏÎÙ: 245{9972, 245{5425.

íÏÓËÏŒÓËÁÑ çÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÑÔØÄÅÓÑÔ ÓÅÄØÍÁÑ ÛËÏ- ÌÁ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ Œ 8{9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ É 9 ÇÕ- ÍÁÎÉÔÁÒÎÙÊ. óÏÂÅÓÅÄÏŒÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔÓÑ Œ ÁÐÒÅÌÅ. ôÅÌÅÆÏÎ: 291{8572.

ûËÏÌÁ Ć91 ÐÒÏŒÏÄÉÔ ÎÁÂÏÒ Œ 9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ. úÁÐÉÓØ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÙ Œ ÍÁÒÔÅ. ôÅÌÅÆÏÎ: 290{3558.

ûËÏÌÁ Ć109 ÐÒÏŒÏÄÉÔ ÎÁÂÏÒ Œ 9 ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓ- ËÉÊ ËÌÁÓÓ. úÁÐÉÓØ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÙ Œ ÍÁÒÔÅ. ôÅÌÅÆÏÎÙ: 434{5106, 434{5146.

ûËÏÌÁ Ć218 ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ Œ 9{10 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ. ðÒÉÅÍ ÚÁÑŒÌÅÎÉÊ Ó 1 ÁÐÒÅÌÑ. ôÅÌÅÆÏÎÙ: 976{4087, 976{0320.

ûËÏÌÁ Ć257 ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ Œ 10 ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉÊ ËÌÁÓÓ. óÏÂÅÓÅÄÏŒÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔÓÑ Œ ÁÐÒÅÌÅ. ôÅÌÅÆÏÎÙ: 432{8768, 432{4620.

ûËÏÌÁ Ć1134 Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÒÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓ- ËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ ÐÒÏŒÏÄÉÔ ÎÁÂÏÒ Œ 9 ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ. üËÚÁÍÅÎÙ ÐÏ ÐÒÏÆÉÌØÎÙÍ ÐÒÅÄÍÅÔÁÍ | 3 É 10 ÁÐÒÅÌÑ Œ 14 ÞÁÓÏŒ, ÄÌÑ ÎÅ ÐÏÐÁŒÛÉÈ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎ | ÓÏÂÅÓÅÄÏŒÁÎÉÑ ËÁÖÄÕÀ ÓÕÂÂÏÔÕ Ó 15 ÞÁÓÏŒ. ôÅÌÅÆÏÎÙ: 932{0000, 932{0801.

çÉÍÎÁÚÉÑ ÎÁ àÇÏ-úÁÐÁÄÅ Ć1543 ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ Œ 8 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ. üËÚÁÍÅÎÙ ÓÏÓÔÏÑÔÓÑ Œ ÁÐÒÅÌÅ. ôÅÌÅÆÏÎ: 434{1644.

íÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ

íÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ (ÍÅÈÍÁÔ) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÅÄÕÝÉÍ ÕÞÅÂÎÏ-ÎÁÕÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÉ É ÍÅÈÁÎÉËÉ. îÅ ÍÎÏÇÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÕÐÎÙÈ ÎÁÕÞÎÏ- ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÓËÉÈ ÃÅÎÔÒÏŒ ÉÌ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁŒÅÄÅÎÉÊ, ÇÄÅ ÂÙ ÕÓÐÅÛÎÏ ÎÅ ÔÒÕÄÉÌÉÓØ ŒÙÐÕÓËÎÉËÉ ÍÅÈÍÁÔÁ. éÓËÌÀÞÉ- ÔÅÌØÎÏ ŒÙÓÏËÉÊ ÕÒÏŒÅÎØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÅÛÁÔØ ÓÁÍÙÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÎÏ É ÂÙÓÔÒÏ ÏÓŒÁÉŒÁÔØ ÎÏŒÙÅ ÐÒÏÆÅÓÓÉÉ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÉÌÉ Œ ÂÁÎ- ËÏŒÓËÏÊ ÓÆÅÒÅ.

íÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ: ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÈÁÎÉËÉ. œÙÐÕÓËÎÉËÉ ÎÁÛÅÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÒÅÈ ËŒÁÌÉÆÉËÁÃÉÊ: ĂÍÁÔÅÍÁ- ÔÉË, ÍÁÔÅÍÁÔÉË-ÐÒÉËÌÁÄÎÉËĄ, ĂÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÍÁÔÅÍÁÔÉË- ÐÒÉËÌÁÄÎÉË Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÜËÏÎÏÍÉËÉĄ, ĂÍÅÈÁÎÉË, ÍÁÔÅÍÁÔÉË- ÐÒÏŒÏÄÎÉËĄ.

îÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ É ŒÔÏÒÏÍ ËÕÒÓÁÈ ÏÂÕ- ÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÏÂÝÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ. îÁ ÔÒÅÔØÅÍ ËÕÒÓÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ËÁÆÅÄÒÁÍ. ëÁ- ÖÄÙÊ ÓÔÕÄÅÎÔ ŒÙÂÉÒÁÅÔ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÒÕËÏŒÏÄÉÔÅÌÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÕËÏŒÏÄÉÔ ÅÇÏ ÐÅÒŒÙÍÉ ÎÁÕÞÎÙÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑÍÉ. ôÒÁ- ÄÉÃÉÏÎÎÏ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÔÉ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÙÐÕÓËÎÉËÏŒ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Œ ÁÓÐÉÒÁÎÔÕÒÕ. óÔÕÄÅÎÔÙ É ÁÓÐÉÒÁÎÔÙ ÐÕÂÌÉ- ËÕÀÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓŒÏÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ Œ ŒÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÖÕÒÎÁÌÁÈ.

âÙÔÕÅÔ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ É ÕÞÉÔØÓÑ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ ÍÏÇÕÔ ÔÏÌØËÏ ŒÕÎÄÅÒËÉÎÄÙ. üÔÏ ÎÉ Œ ËÏÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÉËÁËÉÈ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ, ŒÙÈÏÄÑ- ÝÉÈ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ, Ë ÐÏÓÔÕÐÁÀÝÉÍ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÅ ÎÅ ÐÒÅÄSSÑŒÌÑÅÔÓÑ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÌÑ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÈÏÒÏ- ÛÏ ŒÌÁÄÅÔØ ÛËÏÌØÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ, Á ÄÌÑ ÕÞÅÂÙ | ÉÍÅÔØ ÓËÌÏÎÎÏÓÔØ Ë ÔÏÞÎÙÍ ÎÁÕËÁÍ.

ðÒÉÍÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ Œ Ç. íÏÓËŒÅ

• íÏÓËÏŒÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈ- ÓÑ 6{7 ËÌÁÓÓÏŒ (íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÁÚÄÎÉË) ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÏÓËÒÅÓÅÎÉÊ ÆÅŒÒÁÌÑ. œ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÍÅÒÏÐÒÉÑÔÉÑ: ÄŒÕÈÞÁÓÏŒÁÑ ÐÉÓØÍÅÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ, ÌÅËÃÉÉ ÄÌÑ ÒÏÄÉÔÅÌÅÊ, ÒÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ, ÌÅËÃÉÉ ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ, ÎÁÇÒÁÖÄÅÎÉÅ ÐÏÂÅ- ÄÉÔÅÌÅÊ, ÐÏËÁÚ ÒÁÂÏÔ. œÓÅ ÍÅÒÏÐÒÉÑÔÉÑ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÏÄÉÎ ÄÅÎØ.

• íÏÓËÏŒÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ 8{11 ËÌÁÓÓÏŒ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÏÓËÒÅÓÅÎÉÊ ÆÅŒÒÁÌÑ ÉÌÉ ÍÁÒÔÁ. òÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ, ÐÏËÁÚ ÒÁÂÏÔ É ÎÁÇÒÁÖÄÅÎÉÅ ÐÏ- ÂÅÄÉÔÅÌÅÊ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÏÓËÒÅÓÅÎÉÊ ÍÁÒÔÁ. • ïÓÅÎÎÉÊ ÔÕÒ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÕÒ- ÎÉÒÁ ÇÏÒÏÄÏŒ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÏËÔÑÂÒÅ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ 8{11 ËÌÁÓÓÏŒ.

• ôÕÒÎÉÒ ÉÍ. í. œ. ìÏÍÏÎÏÓÏŒÁ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ 7{11 ËÌÁÓ- ÓÏŒ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ Œ ËÏÎÃÅ ÓÅÎÔÑÂÒÑ. ôÕÒÎÉÒ ŒËÌÀÞÁÅÔ ËÏÎ- ËÕÒÓÙ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÆÉÚÉËÅ, ÈÉÍÉÉ, ÉÓÔÏÒÉÉ, ÎÁÕËÁÍ Ï úÅÍÌÅ, ÂÉÏÌÏÇÉÉ É ÌÉÎÇŒÉÓÔÉËÅ.

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ

ïÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÒÏÛÌÁ ÐÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏŒÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖ- ËÅ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ ËÏÍÉÔÅÔÁ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É óÏÒÏÓÏŒ- ÓËÏÊ ïÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÏÞ- ÎÙÈ ÎÁÕË (ISSEP).

ïÒÇËÏÍÉÔÅÔ ïÌÉÍÐÉÁÄÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÉÚÄÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁÍ áŒÁÎÔÁ+, íÉÒ, íãîíï, æÁÚÉÓ, æÁËÔÏÒÉ- ÁÌ, þÅòÏ ÚÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ËÎÉÇÉ, ÐÅÒÅÄÁÎÎÙÅ ÂÅÚ- ŒÏÚÍÅÚÄÎÏ ÄÌÑ ÐÒÉÚÏŒ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍ ïÌÉÍÐÉÁÄÙ.