Ňőśłőćśłĺľ łőňĺšěš őąřăğőćăŋĺ£ Ňőśłőćśłĺľ čőśşďăřśšćěŋŋżľ şŋĺćěřśĺšěš ĺň. Ň. Ć. Ńőňőŋőśőćă Ňěţăŋĺłő-ňăšěňăšĺůěśłĺľ ťăłşńĳšěš Ňőśłőćśłőě ňăšěňăšĺůěśłőě őąźěśšćő Ňőśłőćśłĺľ ĺŋśšĺšşš ŕőćżÿěŋĺ£ łćăńĺťĺłăűĺĺ řăąőšŋĺłőć őąřăğőćăŋĺ£ Ďőň ŋăşůŋő-šěţŋĺůěśłőčő šćőřůěśšćă ňőńőď-ěęĺ Ňőśłőćśłĺľ űěŋšř ŋěŕřěřżćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őąřăğőćăŋĺ£

LXIII Ňőśłőćśłă£ ňăšěňăšĺůěśłă£ őńĺňŕĺăďă

www.comptek.ru www.yandex.ru Ňőśłćă 2000

Řěğşńĳšăšż ŕřőćěřłĺ řăąőš ąşďşš ćżśńăŋż şůăśšŋĺłăň ŕő ŕőůšě. Ğăłřżšĺě őńĺňŕĺăďż śőśšőĺšś£ ć ćőśłřěśěŋĳě, 19 ňăřšă, ć Čńăćŋőň ğďăŋĺĺ ŇČŞ ŋă Ćőřőąĳ-ěćżţ čőřăţ.

Ćřěň£ Ňěřőŕřĺ£šĺě

Ňěśšő ŕřőćěďěŋĺ£ (ăşďĺšőřĺ£)

8 łńăśś 9 łńăśś 10 łńăśś 11 łńăśś

11^{00} Řăğąőř ğăďăů 01 02 16{24 16{10

12^{00} Ŕőłăğ řăąőš

ĺ ăŕěńń£űĺ£

12{08 12{12 12{13

14{02 14{03 14{04

13{02 13{03 13{04

14{08

13^{00} Ńěłűĺ£ 01

15^{00} Šőřęěśšćěŋŋőě

ğăłřżšĺě ĺ ŋăčřăęďěŋĺě ŕőąěďĺšěńěľ

ĎŁ ŇČŞ (Čńăćŋőě ğďăŋĺě)

Ŕőśńě 19 ňăřšă řěğşńĳšăšż ňőęŋő şğŋăšĳ ć Ňőśłőćśłőň űěŋšřě ŋěŕřěřżćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őąřăğőćăŋĺ£ ŕő šěńěťőŋş 241{12{37, ĺńĺ ć śěšĺ Ĺŋšěřŋěš ŕő ăďřěśş http://www.mccme.ru/olympiads

Ř. Ě. Ăŋŋő, Ć. Ď. Ăřŋőńĳď, Ă. Ď. Ąńĺŋłőć, Ć. Ć. Ćăłşń¿ł, Ć. Ć. Ďőűěŋłő, Ň. Ă. Ěćďőłĺňőć, Ă. Ă. Ğăśńăćśłĺľ, Ă. Ł. Łőćăńĳďęĺ, Ř. Ň. Łşğŋěű, Ă. đ. Ňĺš£čĺŋ, Ą. Ř. Ťřěŋłĺŋ, Ć. Ć. §źěŋłő, Ĺ. Ć. §źěŋłő LXIII Ňőśłőćśłă£ ňăšěňăšĺůěśłă£ őńĺňŕĺăďă

Řěďăłšőřż Ć. Ň. Čşřőćĺű, Ě. Ŋ. Őśĳňőćă. Šěţŋ. řěďăłšőř Ň. đ. Ŕăŋőć.

Ĺğď. ńĺűěŋğĺ£ ŃŘ Â071150 őš 11/IV 1995 č. Ŕőďŕĺśăŋő ć ŕěůăšĳ 25/II 2000 č. Őąž-ěň 1,5 ń. Ťőřňăš ąşňăčĺ 60 × 88^1/16. Ąşňăčă őťśěšŋă£ Â1. Ŕěůăšĳ őťśěšŋă£. Šĺřăę 3500 ¡łğ. Ğăłăğ 619.

Ĺğďăšěńĳśšćő Ňőśłőćśłőčő űěŋšřă ŋěŕřěřżćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őąřăğőćăŋĺ£. 121002, Ňőśłćă, Č-2, Ąőń. Ćńăśĳěćśłĺľ ŕěř., 11.

Őšŕěůăšăŋő ć Ŕřőĺğćőďśšćěŋŋő-ĺğďăšěńĳśłőň łőňąĺŋăšě ĆĹŊĹŠĹ. 140010, č. Ń¿ąěřűż Ňőśłőćśłőľ őąń., Őłš£ąřĳśłĺľ ŕř-š, 403. Šěń. 554{21{86.

Şśńőćĺ£ ğăďăů

6 łńăśś

1. Ć ğăŕĺśĺ ⋆ 1 ⋆ 2 ⋆ 4 ⋆ 8 ⋆ 16 ⋆ 32 ⋆ 64 = 27 ćňěśšő ğŋăłőć À⋆Á ŕőśšăćĳšě ğŋăłĺ À+Á ĺńĺ À−Á šăł, ůšőąż řăćěŋśšćő śšăńő ćěřŋżň. (Ă. Ňĺš£čĺŋ) 2. Ć łćăďřăšě 7 × 7 łńěšőł ğăłřăśĳšě ŋěłőšőřżě łńěšłĺ šăł, ůšőąż ć łăęďőľ śšřőłě ĺ ć łăęďőň śšőńąűě őłăğăńőśĳ řőćŋő ŕő 3 ğăłřăÿěŋŋżţ łńěšłĺ. (Ă. Ňĺš£čĺŋ) 3. Ÿĺťř łőďőćőčő ğăňłă £ćń£ěšś£ ďćşğŋăůŋżň ůĺśńőň. Ąşřăšĺŋő ğăążń łőď, ŋő ŕőňŋĺš, ůšő śşňňă űĺťř ¡šőčő ůĺśńă, śńőęěŋŋă£ ś ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺěň, řăćŋă śăňőňş ůĺśńş. Ŋăŕĺÿĺšě ćśě ćőğňőęŋżě ćăřĺăŋšż łőďă, ůšőąż Ąşřăšĺŋő śňőč ążśšřěě őšłřżšĳ ğăňőł. (Ă. Ňĺš£čĺŋ, Ć. Łńěŕűżŋ) 4. Ğăůěřłŋĺšě ćśě 13 šőůěł (řăśŕőńőęěŋŋżţ, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺśşŋłě) ŕ£šĳ¿ őšřěğłăňĺ, ŋě őšřżćă£ łăřăŋďăÿă őš ąşňăčĺ ĺ ŋě ŕřőćőď£ ŋĺłăłş¿ ńĺŋĺ¿ ďćăęďż. (Ťőńĳłńőř)

5. Ć őďŋőľ ĺğ ćěřÿĺŋ łşąă ABCDEF GH śĺďĺš ğă£ű, ŋő őţőšŋĺłăň őŋ ŋě ćĺďěŋ. Šřĺ őţőšŋĺłă śšřěń£¿š ğăńŕőň, ŕřĺ ¡šőň őŋĺ ňőčşš ÀŕőřăğĺšĳÁ ń¿ążě šřĺ ćěřÿĺŋż łşąă. Ěśńĺ őŋĺ ŋě ŕőŕăďă¿š ć ğăľűă, šő ďő śńěďş¿źěčő ğăńŕă ğă£ű ŕěřěąěčăěš ć őďŋş ĺğ šř-ěţ śőśěďŋĺţ (ŕő řěąřş) ćěřÿĺŋ łşąă. Şłăęĺšě, łăł śšřěń£šĳ őţőšŋĺłăň, ůšőąż őą£ğăšěńĳŋő ŕőŕăśšĳ ć ğăľűă ğă ůěšżřě ğăńŕă. (Ć řěÿěŋĺĺ ďőśšăšőůŋő ŋăŕĺśăšĳ ůěšżřě šřőľłĺ ćěřÿĺŋ, ć łőšőřżě śšřěń£¿š őţőšŋĺłĺ.) (Ă. Śŕĺćăł)

7 łńăśś

1. Ć łćăďřăšě 7 × 7 łńěšőł ğăłřăśĳšě ŋěłőšőřżě łńěšłĺ šăł, ůšőąż ć łăęďőľ śšřőłě ĺ ć łăęďőň śšőńąűě őłăğăńőśĳ řőćŋő ŕő 3 ğăłřăÿěŋŋżţ łńěšłĺ. (Ă. Ňĺš£čĺŋ) 2. Łăřńśőŋ ŋăŕĺśăń ďřőąĳ 1097 . Ňăńżÿ ňőęěš: 1) ŕřĺąăćń£šĳ ń¿ąőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő ł ůĺśńĺšěń¿ ĺ ğŋăňěŋăšěń¿ őďŋőćřěňěŋŋő, 2) şňŋőęăšĳ ůĺśńĺšěńĳ ĺ ğŋăňěŋăšěńĳ ŋă őďŋő ĺ šő ęě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő.

Śňőęěš ńĺ Ňăńżÿ ś ŕőňőźĳ¿ ¡šĺţ ďěľśšćĺľ ŕőńşůĺšĳ ďřőąĳ, ă) řăćŋş¿ 12 ; ą) řăćŋş¿ 1? (Ć. Łńěŕűżŋ)

3. Ďăŋ ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł. Ŕřĺńőęĺšě ł ŋěňş łăłőľ-ŋĺąşďĳ šřěşčőńĳŋĺł (¡šĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ ďőńęŋż ĺňěšĳ őąźş¿ śšőřőŋş, ŋő ŋě ďőńęŋż ŕěřěłřżćăšĳś£ ďăęě ůăśšĺůŋő) šăł, ůšőąż ŕőńşůĺńś£ šřěşčőńĳŋĺł ś ďćşň£ řăćŋżňĺ śšőřőŋăňĺ. Şłăęĺšě (ŋăřĺśşľšě) ŋěśłőńĳłő řăğńĺůŋżţ řěÿěŋĺľ. (Ă. Ÿěŋĳ) 3

4. Ňőęěš ńĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń řăćŋ£šĳś£ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ů-ěšŋżţ ůĺśěń? (Ć. Ŕřőĺğćőńőć) 5. Ć ćěřÿĺŋăţ łşąă ABCDEF GH řăśśšăćńěŋż ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă šăł, ůšő ůĺśńă ć śőśěďŋĺţ (ŕő řěąřş) ćěřÿĺŋăţ őšńĺůă¿šś£ ŋě ąőńěě ůěň ŋă ěďĺŋĺűş. Ďőłăęĺšě, ůšő őą£ğăšěńĳŋő ŋăľďşšś£ ďćě ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ćěřÿĺŋż, ůĺśńă ć łőšőřżţ őšńĺůă¿šś£ ŋě ąőńěě ůěň ŋă ěďĺŋĺűş. (Č. Čăńĳŕěřĺŋ)

8 łńăśś 1. Ďćă řăğńĺůŋżţ ůĺśńă x ĺ y (ŋě őą£ğăšěńĳŋő űěńżţ) šăłőćż, ůšő

x^2 − 2000x = y^2 − 2000y. Ŋăľďĺšě śşňňş ůĺśěń x ĺ y. (Ś. Ğńőąĺŋ)

2. Ć ćżąőřăţ ć 100-ňěśšŋżľ ŕăřńăňěŋš şůăśšćőćăńĺ 12 ŕăřšĺľ. Ć ŕăřńăňěŋš ŕřőţőď£š ŕăřšĺĺ, ğă łőšőřżě ŕřőčőńőśőćăńő śšřőčő ąőńĳÿě 5% ĺğąĺřăšěńěľ. Ňěęďş ŕřőÿěďÿĺňĺ ć ŕăřńăňěŋš ŕăřšĺ£ňĺ ňěśšă řăśŕřěďěń£¿šś£ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋő ůĺśńş ŋăąřăŋŋżţ ĺňĺ čőńőśőć (š. ě. ěśńĺ őďŋă ĺğ ŕăřšĺľ ŋăąřăńă ć x řăğ ąőńĳÿě čőńőśőć, ůěň ďřşčă£, šő ĺ ňěśš ć ŕăřńăňěŋšě őŋă ŕőńşůĺš ć x řăğ ąőńĳÿě). Ŕőśńě ćżąőřőć őłăğăńőśĳ, ůšő łăęďżľ ĺğąĺřăšěńĳ ŕřőčőńőśőćăń řőćŋő ğă őďŋş ĺğ ŕăřšĺľ (ŋěďěľśšćĺšěńĳŋżţ ą¿ńńěšěŋěľ, čőńőśőć Àŕřőšĺć ćśěţÁ ĺ š. ŕ. ŋě ążńő) ĺ łăęďă£ ŕăřšĺ£ ŕőńşůĺńă űěńőě ůĺśńő ňěśš. Ŕřĺ ¡šőň Ŕăřšĺ£ ń¿ąĺšěńěľ ňăšěňăšĺłĺ ŋăąřăńă 25% čőńőśőć. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ňěśš ć ŕăřńăňěŋšě őŋă ňőčńă ŕőńşůĺšĳ? (Őšćěš őąž- £śŋĺšě.) (Ĺ. §źěŋłő)

3. Ďńĺŋż őśŋőćăŋĺľ šřăŕěűĺĺ řăćŋż

m śň ĺ n śň (m ĺ n | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă, m ≠ n). Ďőłăęĺšě, ůšő šřăŕěűĺ¿ ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă řăćŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ. (Ă. Ÿăŕőćăńőć) 4. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC ďńĺŋă ňěďĺăŋż

BM řăćŋă ďńĺŋě śšőřőŋż AC. Ŋă ŕřőďőńęěŋĺ£ţ śšőřőŋ BA ĺ AC ćżąřăŋż šőůłĺ D ĺ E śőőšćěšśšćěŋŋő, šăł ůšő ćżŕőńŋ£¿šś£ řăćěŋśšćă AD = AB ĺ CE = CM (śň. řĺś.). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕř£ňżě DM ĺ BE ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż. (Ř. Ęěŋőďăřőć) 5. Ć łőńőďě ůăśšĳ łăřš ńěęĺš Àřşąăÿłőľ ćŋĺğÁ. Ćřěň£ őš ćřěňěŋĺ Ŕěš£ ćżŋĺňăěš ĺğ łőńőďż ŕăůłş ĺğ őďŋőľ ĺńĺ ŋěśłőńĳłĺţ ŕőďř£ď ĺďşźĺţ łăřš, ć łőšőřőľ ćěřţŋ££ ĺ ŋĺęŋ££ łăřšż ńěęăš Àřşąăÿłőľ ćŋĺğÁ, ŕěřěćőřăůĺćăěš ćś¿ ŕăůłş łăł őďŋő űěńőě ĺ ćśšăćń£ěš ě-ě ć šő ęě ňěśšő łőńőďż. Ďőłăęĺšě, ůšő ć łőŋűě łőŋűőć ćśě łăřšż ń£čşš Àřşąăÿłőľ ććěřţÁ, łăł ąż ŋĺ ďěľśšćőćăń Ŕěš£. (Ă. Ÿăŕőćăńőć) 4

6. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő łőŋěľ ňőęŋő řăśśšăćĺšĳ ŋă ďőśłě 5 × 5 łńěšőł, šăł ůšőąż łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ąĺń řőćŋő ďćşţ ďřşčĺţ? (Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ĺ őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş ąőńĳÿě łőŋěľ řăśśšăćĺšĳ ŋěńĳğ£.) (Ň. Čőřěńőć)

9 łńăśś

1. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺě

(x + 1)^{63} + (x + 1)^{62}(x − 1) + (x + 1)^{61}(x − 1)^2 + . . . + (x − 1)^{63} = 0.

(Ř. Łşğŋěű) 2. Ć śšřőłş ćżŕĺśăŋő 23 ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńă (ŋě őą£ğăšěńĳŋő řăğńĺůŋżţ). Ďőłăęĺšě, ůšő ňěęďş ŋĺňĺ ňőęŋő šăł řăśśšăćĺšĳ śłőąłĺ, ğŋăłĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£, ůšő ğŋăůěŋĺě ŕőńşůěŋŋőčő ćżřăęěŋĺ£ ąşďěš ďěńĺšĳś£ ŋă 2000 ŋăűěńő. (Ă. Ÿěśšăłőć) 3. Ďăŋă őłřşęŋőśšĳ ĺ šőůłă A ćŋşšřĺ ě-ě. Ŋăľďĺšě čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő ćěřÿĺŋ C ćśěćőğňőęŋżţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć ABCD, čďě šőůłĺ B ĺ D ńěęăš ŋă őłřşęŋőśšĺ. (Ň. Ŕăŋőć) 4. Čřĺÿă ğăŕĺśăń ć łńěšłĺ ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ ůĺśńă 1, 2, 3, . . . , 63, 64 ć ŋěłőšőřőň ŕőř£ďłě. Őŋ śőőąźĺń Ń-ěÿě šőńĳłő śşňňş ůĺśěń ć łăęďőň ŕř£- ňőşčőńĳŋĺłě ĺğ ďćşţ łńěšőł ĺ ďőąăćĺń, ůšő 1 ĺ 64 ńěęăš ŋă őďŋőľ ďĺăčőŋăńĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕő ¡šőľ ĺŋťőřňăűĺĺ Ń-ěÿă ňőęěš šőůŋő őŕřěďěńĺšĳ, ć łăłőľ łńěšłě łăłőě ůĺśńő ğăŕĺśăŋő. (Ă. Ÿăŕőćăńőć) 5. ABCD | ćżŕşłńżľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł. Őłřşęŋőśšĺ, ŕőśšřőěŋŋżě ŋă őšřěğłăţ AB ĺ CD łăł ŋă ďĺăňěšřăţ, łăśă¿šś£ ćŋěÿŋĺň őąřăğőň ć šőůłě M, őšńĺůŋőľ őš šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ďĺăčőŋăńěľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă. Őłřşęŋőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłĺ A, M ĺ C, ćšőřĺůŋő ŕěřěśěłăěš ŕř£- ňş¿, śőěďĺŋ£¿źş¿ šőůłş M ĺ śěřěďĺŋş AB, ć šőůłě K, ă őłřşęŋőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłĺ B, M ĺ D, ćšőřĺůŋő ŕěřěśěłăěš šş ęě ŕř£ňş¿ ć šőůłě L. Ďőłăęĺšě, ůšő |MK − ML| = |AB − CD|. (Ĺ. Ÿăřżčĺŋ) 6. Śĺśšěňă şłřěŕńěŋĺľ śőśšőĺš ĺğ ąńĺŋďăęěľ. Ŋěłőšőřżě ĺğ ąńĺŋďăęěľ śőěďĺŋěŋż šřăŋÿě£ňĺ, ŕřĺů-ěň ĺğ ń¿ąőčő ąńĺŋďăęă ňőęŋő ŕěřěąěęăšĳ ć łăłőľ-ŋĺąşďĳ ďřşčőľ. Ć őďŋőň ĺğ ąńĺŋďăęěľ śŕř£šăńś£ ŕěţőšĺŋěű. Ŕşÿłă ňőęěš őďŋĺň ćżśšřěńőň ŋăłřżšĳ ń¿ąőľ ąńĺŋďăę. Ć łăęďőň ŕřőňěęşšłě ňěęďş ćżśšřěńăňĺ ŕěţőšĺŋěű őą£ğăšěńĳŋő ŕěřěąěčăěš ŕő őďŋőľ ĺğ šřăŋÿěľ ć śőśěďŋĺľ ąńĺŋďăę (ďăęě ěśńĺ ŕő śőśěďŋěňş ąńĺŋďăęş šőńĳłő ůšő śšřěń£ńă ŕşÿłă, ŕěţőšĺŋěű ňőęěš šşďă ŕěřěąěęăšĳ). Ŋăğőć-ěň śĺśšěňş ŋăď-ěęŋőľ, ěśńĺ ş ŕşÿłĺ ŋěš čăřăŋšĺřőćăŋŋőľ śšřăšěčĺĺ ŕőřăęěŋĺ£ ŕěţőšĺŋűă (š. ě. šăłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ćżśšřěńőć, ąńăčőďăř£ łőšőřőľ ŕşÿłă ŕőřăğĺš ŕěţőšĺŋűă ŋěğăćĺśĺňő őš ěčő ŋăůăńĳŋőčő ňěśšőŋăţőęďěŋĺ£ ĺ ŕőśńěďş¿źĺţ ŕěřěďćĺęěŋĺľ).

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śĺśšěňă şłřěŕńěŋĺľ, ĺğőąřăę-ěŋŋă£ ŋă řĺśşŋłě, ŋăď-ěęŋă. 5 ą) Ŋăľďĺšě ćśě ŋăď-ěęŋżě śĺśšěňż şłřěŕńěŋĺľ, łőšőřżě ŕěřěśšă¿š ążšĳ ŋăď-ěęŋżňĺ ŕőśńě řăğřşÿěŋĺ£ ń¿ąőľ ĺğ šřăŋÿěľ. (Ă. Ÿăŕőćăńőć, Ă. Śŕĺćăł)

10 łńăśś

1. Šőůłĺ A ĺ B ćğ£šż ŋă čřăťĺłě ťşŋłűĺĺ y = 1/x, x > 0. Ĺğ ŋĺţ őŕşźěŋż ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ŋă őśĳ ăąśűĺśś, őśŋőćăŋĺ£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řőć | H_A ĺ H_B ; O | ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕńőźăďĳ ťĺčşřż, őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕř£ňżňĺ OA, OB ĺ ďşčőľ AB, řăćŋă ŕńőźăďĺ ťĺčşřż, őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕř£ňżňĺ AH_A, BH_B , őśĳ¿ ăąśűĺśś ĺ ďşčőľ AB. (Ř. Ăŋŋő, Ć. Łĺřĺůěŋłő) 2. Ŕşśšĳ f(x) = x^2 + 12x + 30. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺě f(f(f(f(f(x))))) = 0. (Ň. Ěćďőłĺňőć) 3. Ŋă ąşňăčě Àć łńěšőůłşÁ ŋăřĺśőćăŋ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, šăł ůšő ćśě ěčő ćěřÿĺŋż ŋăţőď£šś£ ć ćěřÿĺŋăţ łńěšőł ĺ ŋĺ őďŋă ĺğ ěčő śšőřőŋ ŋě ĺď-ěš ŕő ćěřšĺłăńĺ ĺńĺ čőřĺğőŋšăńĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ďńĺŋ ćěřšĺłăńĳŋżţ őšřěğłőć ńĺŋĺľ śěšłĺ, ğăłń¿ů-ěŋŋżţ ćŋşšřĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, řăćŋă śşňňě ďńĺŋ čőřĺğőŋšăńĳŋżţ őšřěğłőć ńĺŋĺľ śěšłĺ ćŋşšřĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. (Č. Čăńĳŕěřĺŋ) 4. ABCD | ćżŕşłńżľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł. Őłřşęŋőśšĺ, ŕőśšřőěŋŋżě ŋă őšřěğłăţ AB ĺ CD łăł ŋă ďĺăňěšřăţ, łăśă¿šś£ ćŋěÿŋĺň őąřăğőň ć šőůłě M, őšńĺůŋőľ őš šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ďĺăčőŋăńěľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă. Őłřşęŋőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłĺ A, M ĺ C, ćšőřĺůŋő ŕěřěśěłăěš ŕř£- ňş¿, śőěďĺŋ£¿źş¿ šőůłş M ĺ śěřěďĺŋş AB, ć šőůłě K, ă őłřşęŋőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłĺ B, M ĺ D, ćšőřĺůŋő ŕěřěśěłăěš šş ęě ŕř£ňş¿ ć šőůłě L. Ďőłăęĺšě, ůšő |MK − ML| = |AB − CD|. (Ĺ. Ÿăřżčĺŋ) 5. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_1, x_2, . . . , x_n, . . . ąşďěň őąőğŋăůăšĳ {x_n}.

Ĺğ ĺňě¿źĺţś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ {b_n} ĺ {c_n} (ćőğňőęŋő, {b_n} śőćŕăďăěš ś {c_n}) řăğřěÿăěšś£ ŕőńşůăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {b_n+c_n}, {b_n−c_n}, {b_n·c_n} ĺ { b n cn } (ěśńĺ ćśě c_n őšńĺůŋż őš 0). Łřőňě šőčő, ĺğ ń¿ąőľ ĺňě-

¿źěľś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŋőćş¿, ćżůěřłŋşć ŋěśłőńĳłő ŋăůăńĳŋżţ ůńěŋőć. Śŋăůăńă ěśšĳ šőńĳłő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {a_n}. Ňőęŋő ńĺ ŕőńşůĺšĳ ĺğ ŋě-ě őŕĺśăŋŋżňĺ ćżÿě őŕěřăűĺ£ňĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {n},

š. ě. 1, 2, 3, 4, . . . , ěśńĺ ă) a_n = n^2; ą) a_n = n + √ 2; ć) a_n = n^{2000} + 1n ?

(Ă. Ÿăŕőćăńőć, Ć. Ďőűěŋłő) 6. Ĺğ łőńőďż ćżŋşńĺ 7 łăřš, ŕőłăğăńĺ ćśěň, ŕěřěšăśőćăńĺ ĺ řăğďăńĺ Čřĺÿě ĺ Ń-ěÿě ŕő 3 łăřšż, ă őśšăćÿş¿ś£ łăřšş ă) śŕř£šăńĺ; ą) őšďăńĺ Łőńě. 6

Čřĺÿă ĺ Ń-ěÿă ňőčşš ŕő őůěřěďĺ śőőąźăšĳ ćśńşţ ń¿ąş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ ő śćőĺţ łăřšăţ. Ňőčşš ńĺ őŋĺ śőőąźĺšĳ ďřşč ďřşčş śćőĺ łăřšż šăł, ůšőąż ŕřĺ ¡šőň Łőń£ ŋě śňőč ćżůĺśńĺšĳ ňěśšőŋăţőęďěŋĺě ŋĺ őďŋőľ ĺğ šěţ łăřš, łőšőřżţ őŋ ŋě ćĺďĺš? (Čřĺÿă ĺ Ń-ěÿă ŋě ďőčőćăřĺćăńĺśĳ ő łăłőň-ńĺąő őśőąőň śŕőśőąě őąźěŋĺ£; ćśě ŕěřěčőćőřż ŕřőĺśţőď£š őšłřżšżň šěłśšőň.) (Ă. Ÿăŕőćăńőć)

11 łńăśś

1. Ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ (ŊŐĎ) ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń m ĺ n řăćěŋ 1. Łăłőćő ŋăĺąőńĳÿěě ćőğňőęŋőě ğŋăůěŋĺě ŊŐĎ ůĺśěń m + 2000n ĺ n + 2000m? (Ś. Ğńőąĺŋ) 2. Ćżůĺśńĺšě_p ∫ 0 ( | sin 1999x| − | sin 2000x| ) dx. (Ťőńĳłńőř) 3. Ţőřďż AC ĺ BD őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň O ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłě K.

Ŕşśšĳ M ĺ N | űěŋšřż őłřşęŋőśšěľ, őŕĺśăŋŋżţ őłőńő šřěşčőńĳŋĺłőć AKB ĺ CKD śőőšćěšśšćěŋŋő. Ďőłăęĺšě, ůšő OM = KN. (Ă. Ğăśńăćśłĺľ) 4. Ş Ťěďĺ ěśšĳ šřĺ ŕăńőůłĺ. Ěśńĺ ĺğ ŋĺţ ŋěńĳğ£ śńőęĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł, Ťěď£ şłőřăůĺćăěš śăňş¿ ďńĺŋŋş¿ ĺğ ŕăńőůěł ŋă śşňňş ďńĺŋ ďćşţ ďřşčĺţ. Ěśńĺ ďńĺŋă ŕăńőůłĺ ŋě őąřăšĺńăśĳ ć ŋşńĳ ĺ šřěşčőńĳŋĺł śŋőćă ŋěńĳğ£ śńőęĺšĳ, šő Ťěď£ ŕőćšőř£ěš őŕěřăűĺ¿, ĺ š. ď. Ňőęěš ńĺ ¡šőš ŕřőűěśś ŕřőďőńęăšĳś£ ąěśłőŋěůŋő? (Ă. Ÿăŕőćăńőć) 5. Ć łřşčőćőň ÿăţňăšŋőň šşřŋĺřě łăęďżľ şůăśšŋĺł śżčřăń ś łăęďżň őďĺŋ řăğ. Ŋăğőć-ěň ŕăřšĺ¿ ŋěŕřăćĺńĳŋőľ, ěśńĺ ćżĺčřăćÿĺľ ě-ě ÿăţňăšĺśš ć ĺšőčě ŋăąřăń őůłőć ňěŋĳÿě ůěň ŕřőĺčřăćÿĺľ. (Ŕőąěďă ďă-ěš 1 őůłő, ŋĺůĳ£ | 1/2, ŕőřăęěŋĺě | 0.)

Ňőčşš ńĺ ŋěŕřăćĺńĳŋżě ŕăřšĺĺ śőśšăćń£šĳ ă) ąőńěě 75% őš őąźěčő łőńĺůěśšćă ŕăřšĺľ ć šşřŋĺřě; ą) ąőńěě 70%? (Ś. Šőłăřěć) 6. Ňőęŋő ńĺ řăśŕőńőęĺšĳ ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő řăćŋżţ ćżŕşłńżţ ňŋőčőčřăŋŋĺłőć ć śńőě, őčřăŋĺůěŋŋőň ďćşň£ ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ŕńőśłőśš£ňĺ, šăł ůšőąż ŋĺ őďĺŋ ňŋőčőčřăŋŋĺł ŋěńĳğ£ ążńő ćżŋşšĳ ĺğ śńő£, ŋě śďćĺčă£ őśšăńĳŋżţ? (Ă. Łăŋěńĳ-Ąěńőć)

Řěÿěŋĺ£ ğăďăů

6 łńăśś

1. Ğŋăłĺ ňőęŋő řăśśšăćĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: + 1 − 2 + 4 + 8 − 16 − 32 + 64 = 27.

2. Ŋă řĺśşŋłě 6.1 ŕřĺćěďěŋż ŕřĺňěřż šăłőľ ğăłřăśłĺ.

Řĺś. 6.1

3. Ŕşśšĳ ŕěřćă£ űĺťřă łőďă x, ă ćšőřă£ y. Šőčďă śăňő ůĺśńő ğăŕĺśżćăěšś£ łăł 10x + y, ă şśńőćĺě ğăďăůĺ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ şřăćŋěŋĺěň (x + y) + + x · y = 10x + y. Śńěďőćăšěńĳŋő, x · y = 9x. Šăł łăł łőď | ďćşğŋăůŋőě ůĺśńő, šő x ≠ 0, ă ğŋăůĺš, y = 9. Ŕřĺ ¡šőň x ňőęŋő ćğ£šĳ ń¿ążň,

Řĺś. 6.2 łřőňě 0. Ŕřőćěřĳšě!

Őšćěš: 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99. 4. Ŕřĺňěř ŕřĺćěď-ěŋ ŋă řĺśşŋłě 6.2. 5. Ŕőłřăśĺň ćěřÿĺŋż A, C, F ĺ H ć ů-ěřŋżľ űćěš, ă őśšăńĳŋżě ćěřÿĺŋż | ć ąěńżľ (řĺś. 6.3). Ğăňěšĺň, ůšő ń¿ążě ďćě śőśěďŋĺě ćěřÿĺŋż ąşďşš ŕőłřăÿěŋż ć řăğŋżě űćěšă. Ğŋăůĺš, ŕőśńě łăęďőčő ğăńŕă ğă£ű ŕěřěąěčăěš

Řĺś. 6.3 ć ćěřÿĺŋş ďřşčőčő űćěšă. Śďěńăěň ŕěřćżľ ğăńŕ ŕő ćěřÿĺŋăň C, F ĺ H.

Ěśńĺ ğă£ű ŋăţőďĺńś£ ć ů-ěřŋőľ ćěřÿĺŋě, šő ńĺąő őţőšŋĺłĺ śřăğş ŕőŕăńĺ ć ŋěčő, ńĺąő ğă£ű ŋăţőďĺńś£ ć ćěřÿĺŋě A. Ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě ŕőśńě ğăńŕă ğă£ű ŕěřěąěęĺš ć őďŋş ĺğ šř-ěţ śőśěďŋĺţ ćěřÿĺŋ, ĺ ğăńŕ (BDE) őą£ğăšěńĳŋő ďőśšĺčŋěš űěńĺ.

Ěśńĺ ğă£ű ŋăţőďĺńś£ ć ąěńőľ ćěřÿĺŋě, šő ŕőśńě ďćşţ ćżśšřěńőć őŋ śŋőćă őłăęěšś£ ć ąěńőľ ćěřÿĺŋě. Řăśśşęďă£ ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş śńşůă¿, şąěęďăěňś£, ůšő ğăńŕż (DEG), ă ŕőšőň (ACF ) őą£ğăšěńĳŋő ŕőřăğ£š ğăľűă.

Őšćěš: őţőšŋĺłĺ őą£ğăšěńĳŋő ŕőŕăďşš ć ğăľűă, śďěńăć śńěďş¿źĺě ğăńŕż: (CF H), (BDE), (DEG), (ACF ). (Ŕőř£ďőł ğăńŕőć ćăęěŋ!) 8

7 łńăśś

1. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 2 ćăřĺăŋšă 6 łńăśśă.

2. ă) Ďă, ďőśšăšőůŋő ŕřĺąăćĺšĳ ł ůĺśńĺšěń¿ ĺ ğŋăňěŋăšěń¿ ŕő 77. (Ł ¡šőňş ůĺśńş ŕřĺćőďĺš şřăćŋěŋĺě 2(10 + x) = 97 + x.)

ą) Ŋěš. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďřőąĳ řăćŋă ěďĺŋĺűě, ěśńĺ ě-ě ůĺśńĺšěńĳ ĺ ğŋăňěŋăšěńĳ řăćŋż. Ă Ňăńżÿ ŋĺłăł ŋě śňőęěš ĺğ ŋěřăćŋżţ ůĺśěń śďěńăšĳ řăćŋżě.

3. Ŋă řĺśşŋłě 7.1 űĺťřăňĺ őšňěůěŋż ćěřÿĺŋż śěňĺ ŕřĺńőęěŋŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć.

Řĺś. 7.1

4. Őšćěš: ŋěš, ŋě ňőęěš.

Ďőłăęěň ňěšőďőň őš ŕřőšĺćŋőčő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋăľďşšś£ ďćă ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńă k ĺ n šăłĺě, ůšő n(n + 1) = 2k(2k + 2). Őšňěšĺň ůĺśńă 2k ĺ 2k + 2 ŋă ůĺśńőćőľ őśĺ ĺ řăśśňőšřĺň ďćă śńşůă£: n ⩽ 2k ĺ n > 2k.

Ěśńĺ n ⩽ 2k, šő n + 1 < 2k + 2, ŕő¡šőňş n(n + 1) < 2k(2k + 2). Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ěśńĺ n > 2k, šő n + 1 ⩾ 2k + 2, ŕő¡šőňş n(n + 1) > 2k(2k + 2). Ŕřőšĺćőřěůĺě.

5. Őąőğŋăůĺň ůĺśńă, śšő£źĺě ć ćěřÿĺŋăţ łşąă, śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ ňăńěŋĳłĺňĺ ńăšĺŋśłĺňĺ ąşłćăňĺ: a, b, c, d, e, f, g ĺ h. 9

Řăśśňőšřĺň ŋăĺňěŋĳÿěě ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń. Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ¡šő ůĺśńő a (őŋő ŋăţőďĺšś£ ć ćěřÿĺŋě A). Šőčďă ůĺśńă ć śőśěďŋĺţ ś A ćěřÿĺŋăţ (¡šő ćěřÿĺŋż B, D ĺ E) ňőčşš ŕřĺŋĺňăšĳ šőńĳłő ğŋăůěŋĺ£ a ĺńĺ a + 1 (šăł łăł a − 1 < a). Ğŋăůĺš, łăłĺě-ŋĺąşďĳ ďćă ĺğ ůĺśěń b, d ĺ e řăćŋż.

Ŕşśšĳ řăćŋżě ůĺśńă śšő£š ć ćěřÿĺŋăţ B ĺ E (őśšăńĳŋżě śńşůăĺ řăśśňăšřĺćă¿šś£ ăŋăńőčĺůŋő). Ć ¡šőň śńşůăě őšćěšőň ąşďşš ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ćěřÿĺŋż E ĺ C: e = b, ă ůĺśńă c ĺ b őšńĺůă¿šś£ ŋě ąőńěě, ůěň ŋă 1, ŕő¡šőňş ůĺśńă e ĺ c őšńĺůă¿šś£ ŋě ąőńěě ůěň ŋă 1.

8 łńăśś

1. Ďăŋŋőě ć şśńőćĺĺ řăćěŋśšćő ŕěřěŕĺÿěň śńěďş¿źĺň őąřăğőň: 2000(x − y) = (x − y)(x + y).

Šăł łăł x ≠ y, ňőęŋő śőłřăšĺšĳ ŋă x − y. Őšś¿ďă x + y = 2000.

2. Őšćěš: 50 ňěśš. Ěśńĺ 10 ŕăřšĺľ ŋăąěřşš řőćŋő ŕő 5% čőńőśőć, ă ďćě, ćłń¿ůă£ Ŕăřšĺ¿ ń¿ąĺšěńěľ ňăšěňăšĺłĺ (ŔŃŇ), | ŕő 25%, šő ŕřěďśšăćĺšěńĺ ŔŃŇ ŕőńşůăš řőćŋő 50 ňěśš ć ŕăřńăňěŋšě. Ďőłăęěň, ůšő ąőńĳÿěě ůĺśńő ňěśš ŔŃŇ ŕőńşůĺšĳ ŋě ňőęěš. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łőńĺůěśšćő ňěśš, ŕőńşůěŋŋżţ ŔŃŇ ć ŕăřńăňěŋšě, řăćŋő

100 ·

łőńĺůěśšćő čőńőśőć, ŋăąřăŋŋżţ ŔŃŇ

łőńĺůěśšćő čőńőśőć, ŋăąřăŋŋżţ ćśěňĺ ŕăřšĺ£ňĺ, ŕřőÿěďÿĺňĺ ć ŕăřńăňěŋš = = 100 ·

łőńĺůěśšćő čőńőśőć, ŋăąřăŋŋżţ ŔŃŇ

őąźěě łőńĺůěśšćő

ĺğąĺřăšěńěľ − łőńĺůěśšćő čőńőśőć, ŋăąřăŋŋżţ ćśěňĺ ŕăřšĺ£ňĺ, ŋě ŕřőÿěďÿĺňĺ ć ŕăřńăňěŋš . Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ňěśš ŔŃŇ ŕőńşůĺš ć šőň śńşůăě, ěśńĺ őąźěě łőńĺůěśšćő čőńőśőć, őšďăŋŋżţ ğă ŋěŕřőÿěďÿĺě ŕăřšĺĺ, ňăłśĺňăńĳŋő. Ěśńĺ ąż ć ŕăřńăňěŋš ŋě ŕřőÿńĺ 11 ŕăřšĺľ, őŋĺ ćňěśšě ŋăąřăńĺ ąż ŋě ąőńěě 55% čőńőśőć, ŋő 55% + 25% < 100%. Ğŋăůĺš ŋě ŕřőÿńĺ ć ŕăřńăňěŋš ňăłśĺňşň 10 ŕăřšĺľ, ĺ őŋĺ ŋăąřăńĺ ć śşňňě ŋě ąőńěě 50% čőńőśőć. Ŕő¡šőňş ŔŃŇ ŕőńşůĺš ć ŕăřńăňěŋšě ŋě ąőńěě 50 ňěśš.

3. Ŕşśšĳ m > n. Ŕřőďőńęĺň ąőłőćżě śšőřőŋż šřă-

Řĺś. 8.1 ŕěűĺĺ ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ĺ řăğőąĳ-ěň łăęďş¿ śšőřőŋş ŕőńşůĺćÿěčőś£ šřěşčőńĳŋĺłă ŋă m řăćŋżţ ůăśšěľ. Ůěřěğ šőůłĺ ďěńěŋĺ£ ŕřőćěď-ěň ŕř£ňżě, ŕăřăńńěńĳŋżě śšőřőŋăň šřěşčőńĳŋĺłă (śň. řĺś. 8.1), ĺ ŕő šěőřěňě Ťăńěśă ŕőńşůĺň řăğąĺěŋĺě šřěşčőńĳŋĺłă ŋă řăćŋżě ňăńěŋĳłĺě šřěşčőńĳŋĺłĺ. Ćěřţŋěě őśŋőćăŋĺě šřăŕěűĺĺ £ćń£ěšś£ őďŋőľ ĺğ ŕřőćěď-ěŋŋżţ ńĺŋĺľ, šăł łăł ěčő ďńĺŋă ćżřăęăěšś£ űěńżň ůĺśńőň śăŋšĺňěšřőć. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůĺńĺ řăğąĺěŋĺě šřăŕěűĺĺ ŋă řăćŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ. 10

4. Ŕşśšĳ K | šőůłă, śĺňňěšřĺůŋă£ M őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ A. Šřěşčőńĳŋĺł KMB řăćŋőąěďřěŋŋżľ (KM = MB), šřěşčőńĳŋĺł EMB šőęě řăćŋőąěďřěŋŋżľ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ a ćěńĺůĺŋş şčńă ŕřĺ őśŋőćăŋĺĺ šřěşčőńĳŋĺłă KMB, ůěřěğ b | ćěńĺůĺŋş şčńă ŕřĺ őśŋőćăŋĺĺ šřěşčőńĳŋĺłă EMB. Šăł łăł śşňňă şčńőć ń¿ąőčő šřěşčőńĳŋĺłă řăćŋă 180^∘, šő ∠KBE = a + b = 90^∘ (śň. řĺś. 8.2), š. ě. KB ⊥ BE. Ğăňěšĺň, ůšő ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł DKBM | ŕăřăńńěńőčřăňň, š. ě. DM ‖ KB. Śńěďő-

Řĺś. 8.2 ćăšěńĳŋő, DM ⊥ BE.

5. Řăśŕőńőęěŋĺ¿ łăřš ć łőńőďě śőŕőśšăćĺň ůĺśńő, ć łőšőřőň űĺťř śšőńĳłő, śłőńĳłő ć łőńőďě łăřš, ŕřĺů-ěň ŋă k-ň ňěśšě śŕřăćă śšőĺš À1Á, ěśńĺ k-£ łăřšă śŋĺğş ńěęĺš řşąăÿłőľ ććěřţ, ĺ À2Á ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Šőčďă ŕőśńě łăęďőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ¡šő ůĺśńő şňěŋĳÿăěšś£. (Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śřăćŋĺň ŕőńşůěŋŋőě ůĺśńő ś ŕřěďżďşźĺň. Śřěďĺ ćśěţ űĺťř, łőšőřżě ĺğňěŋĺńĺśĳ, ćżąěřěň śăňş¿ ńěćş¿, š. ě. ŋăľď-ěň śăňżľ śšăřÿĺľ ĺğňěŋĺćÿĺľś£ řăğř£ď. Őůěćĺďŋő, ć ¡šőň řăğř£ďě űĺťřă À2Á śňěŋĺńăśĳ ŋă À1Á.)

Ŕőśłőńĳłş łőńĺůěśšćő n-ğŋăůŋżţ ůĺśěń ĺğ ěďĺŋĺű ĺ ďćőěł łőŋěůŋő (ŋě ąőńĳÿě 2^n), ć łőŋűě łőŋűőć ňż ŕőńşůĺň ůĺśńő, śőśšő£źěě ĺğ őďŋĺţ ěďĺŋĺű, ůšő śőőšćěšśšćşěš řăśŕőńőęěŋĺ¿ ćśěţ łăřš

ZnmnZ
nm0mn
m0Z0m
nm0mn
ZnmnZ_{Řĺś. 8.3}

řşąăÿłőľ ććěřţ.

6. Ŋă řĺś. 8.3 ŕřĺćěďěŋő řăśŕőńőęěŋĺě 16 łőŋěľ, şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ¿ ğăďăůĺ. Ŕőłăęěň, ůšő ąőńĳÿěě ůĺśńő łőŋěľ řăśśšăćĺšĳ ŋěńĳğ£. Řăśłřăśĺň łńěšłĺ ďőśłĺ, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺś. 8.3. Ğăňěšĺň, ůšő łőńĺůěśšćő łőŋěľ, řăśŕőńőęěŋŋżţ ŋă ů-ěřŋżţ łńěšłăţ, řăćŋő łőńĺůěśšćş łőŋěľ, řăśŕőńőęěŋŋżţ ŋă ąěńżţ łńěšłăţ. Ğŋăůĺš, ěśńĺ ůĺśńő ŕşśšżţ ąěńżţ łńěšőł řăćŋő n, šő ůĺśńő ŕşśšżţ ů-ěřŋżţ łńěšőł řăćŋő n + 1.

Ŕřĺ ń¿ąőň őŕšĺňăńĳŋőň řăśŕőńőęěŋĺĺ łőŋěľ űěŋšřăńĳŋă£ łńěšłă ŕşśšă. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ĺğ ćőśĳňĺ łńěšőł, łőšőřżě ąĳ-ěš łőŋĳ, śšő£źĺľ ŋă űěŋšřăńĳŋőň ŕőńě, řőćŋő ÿěśšĳ ŕşśšżţ ąěńżţ. Őšś¿ďă n ⩾ 6 ĺ ůĺśńő łőŋěľ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 25 − n − (n + 1) ⩽ 12.

Řăğőąĳ-ěň ąěńżě łńěšłĺ ŋă ůěšżřě čřşŕŕż, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺś. 8.4 (łńěšłĺ őďŋőľ čřşŕŕż őšňěůěŋż őďĺŋăłőćżňĺ űĺťřăňĺ). Ŕőłăęěň, ůšő ŕřĺ őŕšĺňăńĳŋőň řăśŕőńőęěŋĺĺ ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋă łńěšłă łăęďőľ čřşŕŕż ŕşśšă (őšś¿ďă ąşďěš śńěďőćăšĳ, ůšő n ⩾ 4). Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě, ŋăŕřĺňěř, ůšő ŋă ćśěţ łńěšłăţ čřşŕŕż 3 śšő£š łőŋĺ. Őąőğŋăůĺň ĺţ ąşłćăňĺ 11 a, b ĺ c (řĺś. 8.5). Łőŋĳ, śšő£źĺľ ŋă łńěšłě a, ąĳ-ěš łńěšłĺ f, d ĺ űěŋšřăńĳŋş¿. Ŋő, łăł ążńő ŕőłăğăŋő ćżÿě, űěŋšřăńĳŋă£ łńěšłă ŕşśšă, ğŋăůĺš, ŋă

Z^1 Z^1 Z

3 Z^2 Z^4

Z^4 Z^3 Z

3 Z^1 Z^4

Z^2 Z^2 Z_{Řĺś. 8.4}

      Z0Z^d 0Z

a Z^e 0Z0

Z0Z^c Z

b Z^f 0Z0

Z0Z^g 0Z_{Řĺś. 8.5}

łńěšłăţ f ĺ d śšő£š łőŋĺ. Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ŋă łńěšłăţ e ĺ g šőęě śšő£š łőŋĺ. Ŋő šőčďă łőŋĳ, śšő£źĺľ ŋă łńěšłě c, ąĳ-ěš ůěšżř-ěţ łőŋěľ, řăśŕőńőęěŋŋżţ ŋă d, e, f ĺ g, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš şśńőćĺ¿.

Ĺšăł, n ⩾ 4. Ğŋăůĺš, ůĺśńő łőŋěľ ŋě ąőńĳÿě 25 − n − (n + 1) ⩽ 16.

9 łńăśś

1. Őšćěš: x = 0. Şňŋőęĺň őąě ůăśšĺ şřăćŋěŋĺ£ ŋă (x + 1) − (x − 1) = 2. Šőčďă őŋő ŕřěőąřăğşěšś£ ł ćĺďş

(x + 1)^{64} − (x − 1)^{64} = 0

ĺ ńěčłő řěÿăěšś£: (x + 1)^{64} = (x − 1)^{64}, |x + 1| = |x − 1|, ŕőśłőńĳłş x + 1 ≠ x − 1, ŕőńşůăěň x + 1 = −(x − 1), őšłşďă x = 0.

2. Řăğőąĳ-ěň ďăŋŋżě 23 ůĺśńă ŋă ćőśěňĳ čřşŕŕ ĺğ śšő£źĺţ ŕőďř£ď ůĺśěń: šřĺ čřşŕŕż ŕő ŕ£šĳ ůĺśěń ĺ ůěšżřě čřşŕŕż ŕő ďćă ůĺśńă (ć łăłőň ŕőř£ďłě ¡šĺ čřşŕŕż řăśŕőńőęěŋż | ŋěćăęŋő). Łăęďş¿ čřşŕŕş ğăłń¿ůĺň ć śłőąłĺ, ă ňěęďş čřşŕŕăňĺ řăśśšăćĺň ğŋăłĺ şňŋőęěŋĺ£. Ěśńĺ řăśśšăćĺšĳ ğŋăłĺ ćŋşšřĺ łăęďőľ čřşŕŕż šăł, ůšőąż řěğşńĳšăš őŕěřăűĺľ ć čřşŕŕě ĺğ ďćşţ ůĺśěń ďěńĺńś£ ŋă 2, ă ć čřşŕŕě ĺğ ŕ£šĺ ůĺśěń | ŋă 5, šő ćś-ě ćżřăęěŋĺě ąşďěš ďěńĺšĳś£ ŋă 2^4 · 5^3 = 2000.

Ŕőłăęěň, ůšő šăłă£ řăśśšăŋőćłă ğŋăłőć ć čřşŕŕăţ śşźěśšćşěš. Ěśńĺ ůĺśńă ć čřşŕŕě ĺğ ďćşţ ůĺśěń řăğŋőľ ů-ěšŋőśšĺ, šő ňěęďş ŋĺňĺ ŋşęŋő ŕőśšăćĺšĳ ğŋăł şňŋőęěŋĺ£, ěśńĺ őďĺŋăłőćőľ ů-ěšŋőśšĺ | śńőęěŋĺ£. Řěğşńĳšăš, őůěćĺďŋő, ąşďěš ďěńĺšĳś£ ŋă 2. Řăśśňőšřĺň čřşŕŕş ĺğ ůĺśěń a_1, a_2, a_3, a_4, a_5, ĺďşźĺţ ĺňěŋŋő ć šăłőň ŕőř£ďłě. Ćżŕĺÿěň őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă 5 śńěďş¿źĺţ ŕ£šĺ śşňň:

a_1, a_1 + a_2, a_1 + a_2 + a_3, a_1 + a_2 + a_3 + a_4, a_1 + a_2 + a_3 + a_4 + a_5. 12

Ěśńĺ őďĺŋ ĺğ őśšăšłőć řăćěŋ 0, šő śőőšćěšśšćş¿źă£ śşňňă ďěńĺšś£ ŋă 5. Ć ¡šőň śńşůăě ŋşęŋő řăśśšăćĺšĳ ğŋăłĺ śńőęěŋĺ£ ňěęďş ůĺśńăňĺ, ćţőď£- źĺňĺ ć ¡šş śşňňş, śăňş śşňňş (ěśńĺ šřěąşěšś£) ğăłń¿ůĺšĳ ć śłőąłĺ, ă ćśě őśšăćÿĺěś£ ŕřőňěęşšłĺ ňěęďş ůĺśńăňĺ čřşŕŕż ğăŕőńŋĺšĳ ğŋăłăňĺ şňŋőęěŋĺ£. Ěśńĺ ęě ŋĺ őďĺŋ ĺğ őśšăšłőć ŋşń¿ ŋě řăćěŋ, šő, śőčńăśŋő ŕřĺŋűĺŕş Ďĺřĺţńě, śřěďĺ ŋĺţ ŋăľďşšś£ ďćă őďĺŋăłőćżţ őśšăšłă. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, śşňňż a_1 +. . .+a_i ĺ a_1 +. . .+a_j (i < j) ďă¿š őďĺŋăłőćżě őśšăšłĺ ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 5. Šőčďă ĺţ řăğŋőśšĳ, ŕřěďśšăćń£¿źă£ śőąőľ śşňňş ŕőďř£ď śšő£źĺţ ůĺśěń a_{i+1}+. . .+a_j , ďěńĺšś£ ŋă ŕ£šĳ, ĺ ňż őŕ£šĳ řăśśšăćń£ěň ğŋăłĺ śńőęěŋĺ£, ğăłń¿ůăěň ¡šş śşňňş ć śłőąłĺ, ă őśšăćÿĺěś£ ŕőğĺűĺĺ ğăŕőńŋ£ěň ğŋăłăňĺ şňŋőęěŋĺ£. Šăłĺň őąřăğőň, ć ń¿ąőň śńşůăě ŋăň şďăśšś£ řăśśšăćĺšĳ ğŋăłĺ ć čřşŕŕě ĺğ ŕ£šĺ ůĺśěń šăł, ůšőąż řěğşńĳšăš ďěńĺńś£ ŋă 5.

3. Ďőłăęěň, ůšő ďń£ šőůłĺ C ćżŕőńŋ£ěšś£

Řĺś. 9.1 řăćěŋśšćő OC^2 = 2R^2 − OA^2, čďě O | űěŋšř ďăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ, R | ě-ě řăďĺşś. Ććěď-ěň őąőğŋăůěŋĺ£, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺś 9.1. Őšřěğőł OC £ćń£ěšś£ čĺŕőšěŋşğőľ ć ŕř£ňőşčőńĳŋőň šřěşčőńĳŋĺłě ś łăšěšăňĺ x ĺ y (śň. řĺś. 9.1), ŕő šěőřěňě Ŕĺťăčőřă ŕőńşůăěň:

OC^2 = x^2 + y^2 = (x^2 + t^2) + (y^2 + z^2) − (z^2 + t^2).

Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő x^2 + t^2 = y^2 + z^2 = R^2, z^2 + t^2 = OA^2.

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ĺśłőňżň ČŇŠ £ćń£ěšś£ őłřşęŋőśšĳ ś űěŋšřőň O ĺ řăďĺşśőň √ 2R^2 − OA^2.

4. Ŕşśšĳ ş Ń-ěÿĺ ěśšĳ ďőśšăšőůŋżľ ğăŕăś ďőňĺŋőÿěł 1 × 2. Ěśńĺ őŋ ŕőńőęĺš ŋă ďőśłş ďćě ďőňĺŋőÿłĺ, šăł ůšőąż őŋĺ ŕěřěłřżćăńĺśĳ řőćŋő ŕő őďŋőľ łńěšłě, šő, ćżůš£ ĺğ śşňňż ůĺśěń ŕőď őďŋőľ ďőňĺŋőÿłőľ śşňňş ůĺśěń ŕőď ďřşčőľ, őŋ şğŋăěš řăğŋőśšĳ ůĺśěń, ŋăłřżšżţ řőćŋő őďŋőľ ďőňĺŋőÿłőľ (¡šĺ ůĺśńă ğăŕĺśăŋż ć łńěšłăţ őďŋőčő űćěšă). Šřěšĳ¿ ďőňĺŋőÿłş ŋşęŋő ŕőńőęĺšĳ šăł, ůšőąż őďŋă ě-ě ŕőńőćĺŋă ŋăłřżćăńă őďŋő ĺğ ¡šĺţ ďćşţ ůĺśěń, ă ćšőřă£ | ěź-ě ŋě ŕőłřżšş¿ łńěšłş. Śłńăďżćă£ řăŋěě ŕőńşůěŋŋş¿ řăğŋőśšĳ ś śşňňőľ ůĺśěń ŕőď ŋőćőľ ďőňĺŋőÿłőľ, Ń-ěÿă ŕőńşůĺš śşňňş šěţ ďćşţ ůĺśěń, łőšőřżě ŕőłřżšż řőćŋő őďŋőľ ĺğ šř-ěţ ďőňĺŋőÿěł (¡šĺ ůĺśńă ğăŕĺśăŋż ć łńěšłăţ řăğŋőčő űćěšă). Šăł, ďőąăćń££ ćś-ě ŋőćżě ĺ ŋőćżě ďőňĺŋőÿłĺ, ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ űěŕőůłş, śőěďĺŋ£¿źş¿ ń¿ążě ďćě łńěšłĺ ďőśłĺ, ĺ, ěśńĺ ¡šĺ łńěšłĺ őďŋőčő űćěšă, şğŋăšĳ ĺţ řăğŋőśšĳ, ă ěśńĺ řăğŋőčő | ĺţ śşňňş.

Ĺğćěśšŋő, ůšő ůĺśńă 1 ĺ 64 řăśŕőńőęěŋż ŋă őďŋőľ ďĺăčőŋăńĺ, š. ě. ć łńěšłăţ őďŋőčő űćěšă. Ĺţ řăğŋőśšĳ řăćŋă 63, ă řăğŋőśšĳ ń¿ążţ ďćşţ ďřşčĺţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ňěęďş 1 ĺ 64 ňěŋĳÿě 63. Ŕő¡šőňş Ń-ěÿă ňőęěš őŕřěďěńĺšĳ, ć łăłĺţ łńěšłăţ ğăŕĺśăŋż 1 ĺ 64. Őŋ ŕőłă ŋě ğŋăěš šőńĳłő, 13 ć łăłőľ ĺğ ¡šĺţ łńěšőł łăłőě ůĺśńő ğăŕĺśăŋő. Ğăšő őŋ ğŋăěš śşňňş ůĺśńă ć łăęďőľ ĺğ ¡šĺţ ďćşţ łńěšőł ś ń¿ążň ůĺśńőň, ğăŕĺśăŋŋżň ć łńěšłě ďřşčőčő űćěšă. Ďń£ łńěšłĺ ś ůĺśńőň 1 ćśě ¡šĺ śşňňż ŋě ŕřěćőśţőď£š 64, ă ďń£ łńěšłĺ ś ůĺśńőň 64 | ŋě ňěŋĳÿě 66. Šăł ůšő Ń-ěÿă ňőęěš őŕřěďěńĺšĳ, čďě ĺňěŋŋő ğăŕĺśăŋő 64. Šěŕěřĳ, ğŋă£ śşňňş (ĺńĺ řăğŋőśšĳ) ůĺśńă 64 ś ůĺśńőň ć ń¿ąőľ ďřşčőľ łńěšłě, Ń-ěÿă ńěčłő őŕřěďěńĺš, čďě łăłőě ůĺśńő ğăŕĺśăŋő.

5. Ŕşśšĳ P ĺ Q | śěřěďĺŋż AB ĺ CD, O_1 ĺ O_2 | űěŋšřż őłřşęŋőśšěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłĺ A, M, C ĺ B, M, D śőőšćěšśšćěŋŋő, H_1 ĺ H_2 | ŕřőěłűĺĺ O_1 ĺ O_2 ŋă ŕř£ňş¿ P Q (řĺś. 9.2).

1^∘. Šőůłĺ M, P ĺ Q ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ć śăňőň ďěńě, ŕř£ňżě P M ĺ QM śőďěřęăš řăďĺşśż őłřşęŋőśšěľ, łăśă¿źĺţś£ ć šőůłě M, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż őąźěľ ćŋşšřěŋŋěľ łăśăšěńĳŋőľ ł ¡šĺň őłřşęŋőśš£ň.

2^∘. P ĺ Q ńěęăš ŋă őłřşęŋőśšĺ ś ďĺăňěšřőň O_1O_2. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, P O_1 ⊥ P O_2, ŕőśłőńĳłş ¡šĺ ŕř£ňżě | śěřěďĺŋŋżě ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ł őšřěğłăň MB ĺ MA, şčőń ňěęďş łőšőřżňĺ ŕř£ňőľ (M ńěęĺš ŋă őłřşęŋőśšĺ ś ďĺăňěšřőň AB). Ăŋăńőčĺůŋő, QO_1 ⊥ QO_2.

3^∘. §śŋő, ůšő KH_1 = H_1M, LH_2 = H_2M (ďĺăňěšř, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżľ ţőřďě, ďěńĺš ě-ě ŕőŕőńăň).

Řĺś. 9.2

4^∘. P H_1 = QH_2, šăł łăł ŕřőěłűĺ£ śěřěďĺŋż őšřěğłă O_1O_2 ďěńĺš őšřěğőł H_1H_2 ŕőŕőńăň, ŋő ¡šă ŕřőěłűĺ£ ďěńĺš ŕőŕőńăň ĺ őšřěğőł P Q. Ŋăłőŋěű, |MK −ML| = 2|MH_1 −MH_2| = 2|MP −MQ| = 2 | |1 2 AB − 1 2 CD | | = |AB −CD|. 6. ă) Ďőłăęěň, ůšő şłăğăŋŋă£ ć şśńőćĺĺ śĺśšěňă şłřěŕńěŋĺľ (ąşďěň ŋăğżćăšĳ ě-ě šřĺńĺśšŋĺłőň) ŋăď-ěęŋă. Őąőğŋăůĺň ąńĺŋďăęĺ, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺśşŋłě 9.3. Őčřăŋĺůĺň ŋăůăńĳŋżě ŕőńőęěŋĺ£ ŕěţőšĺŋűă ąńĺŋďăęăňĺ O, A_2, B_2 ĺ C_2 (¡šĺ ąńĺŋďăęĺ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ů-ěšŋżňĺ, ă őśšăńĳŋżě | 14 ŋěů-ěšŋżňĺ). Ňż śůĺšăěň, ůšő ŕěţőšĺŋěű ŋăśšőńĳłő şďăůńĺć, ůšő śŕăśăěšś£, ěśńĺ šőńĳłő ¡šő ćőğňőęŋő. Ğăňěšĺň, ůšő ćżśšřěń ŕşÿłĺ ŕő őď-

Řĺś. 9.3 ŋőňş ĺğ ŋěů-ěšŋżţ ąńĺŋďăęěľ ğăćěďőňő ąěśŕőńěğěŋ. Ěśńĺ ŕşÿłă ćżśšřěńĺš ŕő ąńĺŋďăęş O (şďăůńĺćżľ ŕěţőšĺŋěű, łőŋěůŋő, ŋě šăň), šő ĺğ őśšăćÿĺţś£ šř-ěţ ů-ěšŋżţ ąńĺŋďăęěľ ŕěţőšĺŋěű śňőęěš ŕěřěąěęăšĳ ć ń¿ąőľ ĺğ ÿěśšĺ ŋěů-ěšŋżţ. Šěŕěřĳ, ěśńĺ ŕşÿłă ćżśšřěńĺš ŕő őďŋőňş ĺğ ¡šĺţ ŋěů-ěšŋżţ ąńĺŋďăęěľ, šő ŕěţőšĺŋěű ĺğ őśšăćÿĺţś£ ŕ£šĺ śňőęěš ŕěřěąěęăšĳ ć ń¿ąőľ ĺğ ůěšżř-ěţ ů-ěšŋżţ. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőćšőřĺšś£ ŋăůăńĳŋă£ řăśśšăŋőćłă.

Ěśńĺ ęě ŕěřćżň śćőĺň ćżśšřěńőň ŕşÿłă ŋăłřőěš őďĺŋ ĺğ ů-ěšŋżţ ąńĺŋďăęěľ ŋă ćěšć£ţ šřĺńĺśšŋĺłă, śłăęěň A_2 (śŋăůăńă ąńĺŋďăęĺ A_2, B_2 ĺ C_2 ŋĺůěň ďřşč őš ďřşčă ŋě őšńĺůă¿šś£), šő ŕěţőšĺŋěű ĺğ őśšăćÿĺţś£ ąńĺŋďăęěľ O, B_2 ĺ C_2 śňőęěš ŕěřěąěęăšĳ ć ń¿ąőľ ĺğ ąńĺŋďăęěľ A_1, B_1, B_3, C_1, C_3. Ěśńĺ ŕőśńě ¡šőčő ŕşÿłă śšřěń£ěš ŋě ŕő ąńĺŋďăęş A_1, šő ŕěţőšĺŋűş ďőśšşŕŋă ń¿ąă£ ĺğ ůěšżř-ěţ ů-ěšŋżţ ćěřÿĺŋ. Śŋőćă ŋăůăńĳŋă£ śĺšşăűĺ£. Ěśńĺ ęě ćšőřőľ ćżśšřěń ŕşÿłă ŕřőĺğćőďĺš ŕő A_1, šő ĺğ őśšăćÿĺţś£ ůěšżř-ěţ ąńĺŋďăęěľ ŕěţőšĺŋěű śňőęěš ŕěřěąěęăšĳ ć ąńĺŋďăęĺ O, B_2 ĺ C_2. Ďăńĳŋěľÿĺľ ŕěřěąőř śćěď-ěň

Ŕőřăę-ěŋŋżľ

ąńĺŋďăę Ŕěţőšĺŋěű

O B1, B3, C1, C3 ń¿ąőľ ąńĺŋďăę O, B2, C2

B_2 (ďń£ C_2 | šő ęě) A^1, B^1, C^1, C^3 A_1 (ďń£ B_1 | šő ęě) O, B^2, C^2

B_2 (ďń£ C_2 | šő ęě) A^1, B^1, C^1, C^3 C_1 ĺńĺ C_3 O, A_2, B_2, C_2 ć šăąńĺűş. Ć ńěćőň ě-ě śšőńąűě | ąńĺŋďăęĺ, ŕő łőšőřżň śšřěń£ěš ŕşÿłă, ć ŕřăćőň | ąńĺŋďăęĺ, łşďă ŕőśńě ¡šőčő ňőęěš ŕěřěąěęăšĳ ŕěţőšĺŋěű. Čőřĺğőŋšăńĳŋżňĺ ńĺŋĺ- £ňĺ řăğďěńěŋż řăğńĺůŋżě ćăřĺăŋšż. Ŋěłőšőřżě śńşůăĺ ŋě řăğőąřăŋż (ŕřő ŋĺţ ŋăŕĺśăŋő Àšő ęěÁ). İšő őğŋăůăěš, ůšő ŕőńşůăěšś£ šă ęě śĺšşăűĺ£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ ćěšćěľ. Łăęďżľ śńşůăľ řăğąĺřăěšś£ ďő ŕőćšőřěŋĺ£ śĺšşăűĺĺ, łőšőřă£ şęě ćśšřěůăńăśĳ.

Ĺšăł, ŕőśńě łăęďőčő ćżśšřěńă ŕěţőšĺŋěű ňőęěš őłăğăšĳś£ ąőńěě ůěň ć őďŋőň ąńĺŋďăęě. Šăł ůšő ş ŋěčő łăęďżľ řăğ ěśšĳ ćżąőř, ąńăčőďăř£ łőšőřőňş őŋ śŕăś-ěšś£. Ŕő¡šőňş śĺśšěňă-šřĺńĺśšŋĺł ŋăď-ěęŋă.

ą) Őšćěš: šăłĺňĺ (ňĺŋĺňăńĳŋżňĺ) ŋăď-ěęŋżňĺ śĺśšěňăňĺ şłřěŕńěŋĺľ £ćń£¿šś£ šřĺńĺśšŋĺł ĺ ćśě śĺśšěňż, śőśšő£źĺě šőńĳłő ĺğ őďŋőčő űĺłńă ąńĺŋďăęěľ A_1|A_2| . . . |A_n|A_1.

Ěśńĺ ć śĺśšěňě ěśšĳ űĺłń ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ ąńĺŋďăęěľ A_1|A_2| . . . . . . |A_n|A_1, šő šăłă£ śĺśšěňă şłřěŕńěŋĺľ ŋăď-ěęŋă. Ćěďĳ ŕěţőšĺŋěű, ŕěřěąěčă£ šőńĳłő ŕő ¡šőňş űĺłńş, łăęďżľ řăğ ňőęěš ćżąĺřăšĳ šőš ĺğ ďćşţ ďőśšşŕŋżţ ěňş ąńĺŋďăęěľ, łőšőřżľ ŋě ąşďěš ŋăłřżš śńěďş¿źĺň ćżśšřěńőň. 15

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ łăłă£-šő ůăśšĳ śĺśšěňż şłřěŕńěŋĺľ śăňă ŕő śěąě ŋăď-ěęŋă, šő ŕěţőšĺŋěű ňőęěš śŕăśăšĳś£ šőńĳłő ć ¡šőľ ůăśšĺ, šăłĺň őąřăğőň ĺ ćś£ śĺśšěňă ŋăď-ěęŋă. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ łřőňě űĺłńă A_1|A_2| . . . |A_n|A_1 ĺňě¿šś£ ďřşčĺě šřăŋÿěĺ, šő šăłă£ śĺśšěňă şęě ŋě ňĺŋĺňăńĳŋă. Ŕőłăęěň, ůšő ń¿ąőľ űĺłń ňĺŋĺňăńěŋ. Řăğřşÿĺć, śłăęěň, šřăŋÿě¿ A_n|A_1, ňż ŕőńşůĺň ńĺŋěľŋżľ ńăąĺřĺŋš A_1|A_2| . . . |A_n. Ćőš łăł ďőńęŋă ďěľśšćőćăšĳ ŕşÿłă. Őŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋő śšřěń£ěš ŕő ąńĺŋďăęăň A_2, A_3, . . . , A_n. Ěśńĺ śŋăůăńă ŕěţőšĺŋěű ążń ć ąńĺŋďăęě ś ů-ěšŋżň ŋőňěřőň, šő őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ ćżśšřěńőć ěčő ŋăłřőěš. Ěśńĺ ęě ¡šőčő ŋě ŕřőĺğőÿńő, šő ŕşÿłă ŕřőĺğćőďĺš ěź-ě őďŋş śěřĺ¿ ćżśšřěńőć, ŋăůĺŋă£ ś ąńĺŋďăęă A_1 ĺńĺ A_2 ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕěřěňěźă£śĳ ŕő ćőğřăśšăŋĺ¿ ŋőňěřă ąńĺŋďăęă. Šő, ś łăłőčő ąńĺŋďăęă őŋă ŋăůĺŋăěš ćšőřş¿ śěřĺ¿, ğăćĺśĺš őš ů-ěšŋőśšĺ ŋőňěřă ąńĺŋďăęă, ć łőšőřőň ć ¡šőš ňőňěŋš ŋăţőďĺšś£ ŕěţőšĺŋěű (¡šő ńěčłő ćżůĺśńĺšĳ, šăł łăł śŋăůăńă ŋőňěř ążń ŋěů-ěšěŋ ĺ ŕőśńě łăęďőčő ŕěřěąěčăŋĺ£ ů-ěšŋőśšĳ ŋőňěřă ňěŋ£ěšś£).

Őśšăńőśĳ řăśśňőšřěšĳ śĺśšěňż şłřěŕńěŋĺľ ąěğ űĺłńőć. Ŕőłăęěň, ůšő ěďĺŋśšćěŋŋă£ ňĺŋĺňăńĳŋă£ ŋăď-ěęŋă£ śřěďĺ ŋĺţ | ¡šő šřĺńĺśšŋĺł. Ćőğĳň-ěň ń¿ąş¿ śĺśšěňş, ŋě śőďěřęăźş¿ ŋĺ űĺłńă, ŋĺ šřĺńĺśšŋĺłă, ĺ şłăęěň, łăł ďőńęŋă ďěľśšćőćăšĳ ŕşÿłă. (Ňż őŕĺÿěň śšřăšěčĺ¿ ďń£ ść£ğŋőľ śĺśšěňż. Ěśńĺ ęě śĺśšěňă ŋěść£ğŋă, š. ě. śőśšőĺš ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ şůăśšłőć, ŋě ść£ğăŋŋżţ ňěęďş śőąőľ šřăŋÿě£ňĺ, šő ŕşÿłă ďőńęŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋő řěăńĺğőćăšĳ ¡šş śšřăšěčĺ¿ ďń£ łăęďőčő şůăśšłă.)

Ŋăğőć-ěň ąńĺŋďăę ŕěřěłř-ěśšłőň, ěśńĺ ĺğ ŋěčő ćżţőď£š šřĺ ĺńĺ ąőńěě šřăŋÿěĺ. Šřăŋÿě¿, ćěďşźş¿ ĺğ ąńĺŋďăęă, ŋăğőć-ěň śłćőğŋőľ, ěśńĺ, ŕřőąěęăć ůěřěğ ŋě-ě, ŕěţőšĺŋěű ňőęěš ŕěřěąěęăšĳ ěź-ě ďćă řăğă, ŋě ŕőążćăć ďćăęďż ŋĺ ć őďŋőň ąńĺŋďăęě. Ŋăŕřĺňěř, ć šřĺńĺśšŋĺłě šřăŋÿě£ A_1|A_2, ćěďşźă£ ĺğ ąńĺŋďăęă A_1, ŋě śłćőğŋă£, ă šřăŋÿě£ A_2|A_1 ĺğ A_2 śłćőğŋă£. Ŋăłőŋěű, ąńĺŋďăę ŋăğőć-ěň šşŕĺłőćżň, ěśńĺ ĺğ ŋěčő ćěď-ěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ šřăŋÿě£.

Šăł łăł ŋăÿă śĺśšěňă ŋě śőďěřęĺš šřĺńĺśšŋĺłă, ĺğ ń¿ąőčő ąńĺŋďăęă ćżţőďĺš ŋě ąőńěě ďćşţ śłćőğŋżţ šřăŋÿěľ. Őŕřěďěńĺň, őšłşďă ŕşÿłă ŋăůŋ-ěš ăšăłş. Ćőğĳň-ěň ń¿ąőľ ŕěřěłř-ěśšőł. Ěśńĺ ĺğ ŋěčő ćěďşš ďćě śłćőğŋżě šřăŋÿěĺ, ŕřĺů-ěň łăęďă£ ćěď-ěš ł ďřşčőňş ŕěřěłř-ěśšłş, šő ćżąěřěň őďŋş ĺğ ŋĺţ ĺ ŕřőśńěďşěň ůěřěğ ŋě-ě ďő ąńĺęăľÿěčő ŕěřěłř-ěśšłă. Ěśńĺ ĺğ ¡šőčő ŋőćőčő ŕěřěłř-ěśšłă ćżţőďĺš ěź-ě őďŋă śłćőğŋă£ šřăŋÿě£, ćěďşźă£ ł ŕěřěłř-ěśšłş, ŕěřěľď-ěň ŕő ¡šőľ šřăŋÿěě ďő śńěďş¿źěčő ąńĺęăľÿěčő ŕěřěłř-ěśšłă. Ďěľśšćşěň šăł, ŕőłă ŋě ŕřĺď-ěň ł ŕěřěłř-ěśšłş ś ěďĺŋśšćěŋŋőľ ćżţőď£źěľ ĺğ ŋěčő śłćőğŋőľ šřăŋÿěěľ ĺńĺ ś ďćşň£, ůěřěğ őďŋş ĺğ łőšőřżţ ňőęŋő ďőľšĺ ďő šşŕĺłőćőčő ąńĺŋďăęă, ŋě ŕřőţőď£ ŋĺ őďŋőčő ŕěřěłř-ěśšłă. Ć ŕěřćőň śńşůăě ŕřőľď-ěň ŕő ń¿ąőľ ŋěśłćőğŋőľ šřăŋÿěě ć śőśěďŋĺľ ąńĺŋďăę, ćő ćšőřőň | ŕřőľď-ěň ŕő ¡šőľ ś«ăňőľ śłćőğŋőľ šřăŋÿěě ďő ąńĺŋďăęă, śőśěďŋěčő ś šşŕĺłőćżň. Šăłĺň őąřăğőň ňż őŕřěďěńĺńĺ, ś łăłőčő ąńĺŋďăęă ŋăůăšĳ őąśšřěń.

Řăğőąĳ-ěň ąńĺŋďăęĺ ŋă ů-ěšŋżě ĺ ŋěů-ěšŋżě, šăł ůšő ŕěţőšĺŋěű łăęďżľ řăğ ŕěřěąěčăěš ĺğ ąńĺŋďăęă őďŋőľ ů-ěšŋőśšĺ ć ąńĺŋďăę ďřşčőľ ů-ěšŋőśšĺ (¡šő ćőğňőęŋő, ŕőśłőńĳłş űĺłńőć ć śĺśšěňě ŋěš). Ŕőłăęěň, łăł ŋşęŋő śšřě- 16 ń£šĳ, ůšőąż čăřăŋšĺřőćăŋŋő ŕőřăğĺšĳ ŕěţőšĺŋűă ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő őŋ ĺğŋăůăńĳŋő ŋăţőďĺšś£ ć ąńĺŋďăęě šőľ ęě ů-ěšŋőśšĺ, ůšő ĺ ąńĺŋďăę, ś łőšőřőčő ŋăůŋ-ěšś£ őąśšřěń. (Ěśńĺ, śďěńăć ćśě ¡šĺ ćżśšřěńż, ŕşÿłă šăł ĺ ŋě ŋăłřőěš ŕěţőšĺŋűă, ğŋăůĺš, őŋ ŋăţőďĺńś£ ć ąńĺŋďăęě ďřşčőľ ů-ěšŋőśšĺ; šěŕěřĳ şęě šőůŋő ĺğćěśšŋă ů-ěšŋőśšĳ ąńĺŋďăęă ś ŕěţőšĺŋűěň.)

Ŕşśšĳ ŕşÿłă ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕőřăğĺš ąńĺŋďăęĺ, ŋăůĺŋă£ ś ćżąřăŋŋőčő ĺ ğăłăŋůĺćă£ ŕěřěłř-ěśšłőň. Šőčďă ŋă őąśšřěń£ŋŋőň ńĺŋěľŋőň şůăśšłě śĺśšěňż ŕěţőšĺŋűă ŋěš. Ňż šăł ćżąřăńĺ ŋăůăńĳŋżľ ąńĺŋďăę, ůšőąż śřěďĺ šřăŋÿěľ, ćěďşźĺţ ć ďřşčĺě şůăśšłĺ śĺśšěňż, ążńő ŋě ąőńěě őďŋőľ śłćőğŋőľ. (Ěśńĺ ćśěčő ĺţ ďćě, šő ćšőřă£ ćěď-ěš ć šőńĳłő ůšő őąśšřěń£ŋŋżľ şůăśšőł.) Ń¿ąă£ ŋěśłćőğŋă£ šřăŋÿě£ ćěď-ěš ńĺąő ć šşŕĺłőćżľ ąńĺŋďăę, ńĺąő ć ąńĺŋďăę, ĺğ łőšőřőčő ňőęŋő ŕőŕăśšĳ ć ŋěśłőńĳłő šşŕĺłőćżţ ĺńĺ ęě ćěřŋşšĳś£ ŋă ŕěřěłř-ěśšőł. Ć őąőĺţ śńşůă£ţ ğă ¡šőľ šřăŋÿěěľ ćśěčő őďĺŋ ąńĺŋďăę ů-ěšŋőśšĺ, ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ ů-ěšŋőśšĺ řăśśňăšřĺćăěňőčő ŕěřěłř-ěśšłă. Ŕőśńě šőčő łăł ŕşÿłă ŋăłřżńă ŕěřěłř-ěśšőł, ŕěţőšĺŋěű ŕěřěąěęăń łăł řăğ ć ąńĺŋďăę, ů-ěšŋőśšĳ łőšőřőčő ŕřőšĺćőŕőńőęŋă ů-ěšŋőśšĺ ŕěřěłř-ěśšłă, šăł ůšő ěśńĺ őŋ ŋăţőďĺšś£ ğă ¡šőľ šřăŋÿěěľ, šő, şďăřĺć ŕő ąńĺŋďăęş, ć łőšőřżľ ćěď-ěš ¡šă šřăŋÿě£, ŕşÿłă ŕőřăğĺš ŕěţőšĺŋűă. Ěśńĺ ęě ŋěš, ŕşÿłă śŋőćă ąĳ-ěš ŕő ŕěřěłř-ěśšłş, ŋě ďăćă£ ŕěţőšĺŋűş ŕřőąěęăšĳ ŋă şęě ŕřőćěřěŋŋżě şůăśšłĺ śĺśšěňż şłřěŕńěŋĺľ. Ŕřőćěřĺć ćśě ŋěśłćőğŋżě šřăŋÿěĺ, ŕşÿłă ŕřĺśšşŕăěš ł ěďĺŋśšćěŋŋőľ śłćőğŋőľ, ŕőřăęăěš ąńĺŋďăę, ć łőšőřżľ ćěď-ěš ¡šă šřăŋÿě£, ĺ ďăńěě ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćśě ąńĺŋďăęĺ ďő ąńĺęăľÿěčő ŕěřěłř-ěśšłă. Šăň ŕőćšőř£ěšś£ ŕřőćěřłă ŋěśłćőğŋżţ ŕřőţőďőć ĺ š. ď. Šăł ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ ćś¿ śĺśšěňş.

Šěň śăňżň, ń¿ąă£ śĺśšěňă, ŋě śőďěřęăźă£ ŋĺ űĺłńőć, ŋĺ šřĺńĺśšŋĺłă, ŋěŋăď-ěęŋă. Řăğřşÿĺć ń¿ąş¿ šřăŋÿě¿ ć šřĺńĺśšŋĺłě, ňż ŕőńşůĺň ŋěŋăď-ěęŋş¿ śĺśšěňş, šăł ůšő šřĺńĺśšŋĺł £ćń£ěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋőľ ŋăď-ěęŋőľ śĺśšěňőľ. Ŋăłőŋěű, ń¿ąă£ śĺśšěňă, śőśšő£źă£ ĺğ šřĺńĺśšŋĺłă ĺ ůěčő-šő ěź-ě, ŋăď-ěęŋă, ŋő ŋě ňĺŋĺňăńĳŋă.

10 łńăśś 1. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ăąśűĺśśă šőůłĺ A ňěŋĳÿě ăąśűĺśśż šőůłĺ B (řĺś. 10.1). Řăśśňőšřĺň šőůłş K ŕěřěśěůěŋĺ£ őšřěğłőć AH_A ĺ OB. Šőčďă řăğŋőśšĳ řăśśňăšřĺćăěňżţ ŕńőźăďěľ řăćŋă řăğŋőśšĺ ŕńőźăďěľ šřěşčőńĳŋĺłă OAK ĺ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă H_AKBH_B, łőšőřă£, ć śćő¿ őůěřěďĳ, řăćŋă řăğŋőśšĺ ŕńőźăďěľ šřěşčőńĳŋĺłőć OAH_A ĺ OBH_B . Ă ŕő-

Řĺś. 10.1 śłőńĳłş OH_A · AH_A = OH_B · BH_B = 1 (ćśŕőňŋĺšě, ůšő A ĺ B ńěęăš ŋă čřăťĺłě), ¡šĺ ŕńőźăďĺ řăćŋż ňěęďş śőąőľ.

2. Ğăňěšĺň, ůšő

f(x) = (x + 6)^2 − 6.

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő

f(f(f(f(f(x))))) = (x + 6)^{32} − 6.

Őśšăńőśĳ ćżŕĺśăšĳ őšćěš: x = −6 ±^{32} √ 6. 3. Ďőłăęěň, ůšő łăęďă£ ĺğ řăśśňăšřĺćăěňżţ ćěńĺůĺŋ řăćŋă ŕńőźăďĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕřőćěřĺň ¡šő ďń£ śşňňż ďńĺŋ čőřĺğőŋšăńĳŋżţ őšřěğłőć. Ŕřőćěď-ěň ¡šĺ őšřěğłĺ. Šőčďă ňŋőčőşčőńĳŋĺł řăğőąĳ-ěšś£ ŋă ďćă šřěşčőńĳŋĺłă ĺ ŋěśłőńĳłő šřăŕěűĺľ, ŕřĺů-ěň ćżśőšż ¡šĺţ ťĺčşř ąşďşš řăćŋż 1. Őśšăńőśĳ ćżřăğĺšĳ ŕńőźăďĺ ¡šĺţ ťĺčşř ůěřěğ őśŋőćăŋĺ£ ĺ ćżśőšż ŕő ĺğćěśšŋőľ ťőřňşńě ĺ śńőęĺšĳ. Ćĺďŋő, ůšő łăęďżľ čőřĺğőŋšăńĳŋżľ őšřěğőł ćőľď-ěš ć śşňňş ďćă řăğă, šő ěśšĳ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň ěďĺŋĺűă, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

4. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 5 ćăřĺăŋšă 9 łńăśśă.

5. Őšćěš: ă), ć) ňőęŋő; ą) ŋěńĳğ£. Őąž£śŋĺň, łăł ňőęŋő ďěľśšćőćăšĳ ć ŕşŋłšăţ ă) ĺ ć). Őůěćĺďŋő, ůšő řăğřěÿ-ěŋŋżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {a_n} ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {a_{n+1} − a_n}. Šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě őąőğŋăůĺň ůěřěğ T , ă m-łřăšŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ T őąőğŋăůĺň ůěřěğ T^m. Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ P (n) | ňŋőčőůńěŋ őš n śšěŕěŋĺ m − 1, šő ŕřĺňěŋěŋĺě T ł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {P (n)} ďă-ěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {Q(n)}, čďě Q(n) | ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ m − 2. Őšś¿ďă, ć ůăśšŋőśšĺ, śńěďşěš, ůšő ŕřĺňěŋěŋĺě T^m ł {P (n)} ďă-ěš ŋşńěćş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ. Ěź-ě ŋăň ŕřĺčőďĺšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ I, ćśě ůńěŋż łőšőřőľ | ěďĺŋĺűż (ě-ě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ďěńěŋĺěň ďăŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋă śěą£). Šěŕěřĳ ńěčłő ŕřěďž£ćĺšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őŕěřăűĺľ ďń£ łăęďőčő ĺğ ŕşŋłšőć: ă) {n^2}^T−→ {2n + 1}^{−I}−→ {2n}^{/(I+I)}−−−→ {n};

ć) { n_{2000} + 1 n }_T 2000 −−→ { 2000!

n(n + 1) · . . . · (n + 2000) }_{I/} −→

I/ −→ { n(n+1)· . . . ·(n+2000) 2000! }^{×(I+I+...+I} 2000! řăğ ) −−−−−−→ {n(n+1)·. . .·(n+2000)}^T 2000 −−→ T 2000 −−→ {an + b}, čďě a ĺ b | űěńżě ůĺśńă, a ≠ 0. Ďăńĳŋěľÿĺě ďěľśšćĺ£ £śŋż.

ą) Ďőłăęěň, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {n} ŕőńşůĺšĳ ŋěńĳğ£. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő ćśě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, łőšőřżě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ {n+ √ 2}, ĺňě¿š ćĺď { P (n + √2) Q(n + √ 2) } , čďě P ĺ Q | ňŋőčőůńěŋż ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺ-

ěŋšăňĺ. (Ć śăňőň ďěńě, ĺśţőďŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ šăłőľ ćĺď ĺňěěš. 18

Ŕřĺ ŕőůńěŋŋőň śńőęěŋĺĺ, ćżůĺšăŋĺĺ, şňŋőęěŋĺĺ ĺńĺ ďěńěŋĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ šăłőčő ćĺďă, őůěćĺďŋő, śŋőćă ŕőńşůĺšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ šă-

łőčő ćĺďă, ă ćżąřăśżćăŋĺě ŋěśłőńĳłĺţ ůńěŋőć řăćŋőśĺńĳŋő ğăňěŋě P (x)Q(x) ŋă P (x + r) Q(x + r) ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋăšşřăńĳŋőčő r, ůšő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć šřěąş-

ěňőň ćĺďě, řăśłřżć ćśě śłőąłĺ ć ůĺśńĺšěńě ĺ ğŋăňěŋăšěńě.) Ěśńĺ ć šăłőň ćĺďě ŕřěďśšăćń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {n}, šő ć šăłőň ćĺďě ŕřěďśšăćń£- ěšś£ ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ćśě ůńěŋż łőšőřőľ řăćŋż √ 2. Ŋő ĺğ řăćěŋśšćă P (n + √ 2) Q(n + √ 2) = √ 2 śńěďşěš, ůšő őšŋőÿěŋĺě śšăřÿĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńě-

ŋőć P ĺ Q řăćŋő √ 2, ůšő ŋěćőğňőęŋő. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

6. ă) Ŕşśšĳ Čřĺÿă śłăęěš: ÀŞ ňěŋ£ ńĺąő {ŋăğżćăěš śćőĺ łăřšż}, ńĺąő

{ŋăğżćăěš šřĺ łăřšż, łőšőřżţ ş ŋěčő ŋěš}Á. Ŕőśńě ¡šőčő Ń-ěÿă ďőńęěŋ śłăğăšĳ: ÀŞ ňěŋ£ ńĺąő {ŋăğżćăěš śćőĺ łăřšż}, ńĺąő {ŋăğżćăěš šřĺ łăřšż Čřĺÿĺ, ěśńĺ ćšőřőľ ĺğ ŋăąőřőć, ŋăğćăŋŋżţ Čřĺÿěľ, ŋě śőćŕăďăěš ś ěčő ŋăąőřőň, ĺ ń¿ążě ďřşčĺě šřĺ łăřšż, łőšőřżţ ş ŋěčő ŋěš, ĺŋăůě}Á. Ŕőśńě ¡šőčő łăęďżľ ĺğ ŋĺţ, őůěćĺďŋő, ğŋăěš ćěśĳ řăśłńăď. Łőńě ęě ŋĺůěčő ŋě £śŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŋăğćăŋő šřĺ ŋăąőřă łăřš: A, B ĺ C. Ŋăąőřż B ĺ C ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő ďćşň łăřšăň, Čřĺÿă śłăğăń: ÀŞ ňěŋ£ ńĺąő A, ńĺąő BÁ, Ń-ěÿă śłăğăń: ÀŞ ňěŋ£ ńĺąő A, ńĺąő CÁ. İšő őğŋăůăěš, ůšő ńĺąő ş Čřĺÿĺ ŋăąőř A, ă ş Ń-ěÿĺ | C, ńĺąő ş Čřĺÿĺ | B, ă ş Ń-ěÿĺ | A. Łőŋěůŋő, ¡šĺ řăśłńăďż řăğńĺůŋż, ĺ ďăęě ğăłřżšş¿ łăřšş őŕřěďěńĺšĳ ŋěńĳğ£.

ą) Ğăňěšĺň, ůšő ŕřěďżďşźĺľ śŕőśőą ŋě řăąőšăěš: ğŋă£ ğăłřżšş¿ łăřšş, Łőń£ ňőęěš ćś-ě őŕřěďěńĺšĳ. Ğăŋşňěřşěň łăřšż ůĺśńăňĺ őš 0 ďő 6. Ŕşśšĳ Čřĺÿă ĺ Ń-ěÿă ŕő őůěřěďĺ ŋăğőćşš őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ śşňňż ŋőňěřőć śćőĺţ łăřš ŋă 7. Šőčďă őŋĺ şğŋ«ă¿š řăśłńăď: łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ďőńęěŋ ńĺÿĳ ŕřĺąăćĺšĳ ł śćőěľ śşňňě śşňňş ďřşčőčő ĺ ŋăľšĺ őśšăšőł, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ¡šőľ őąźěľ śşňňě ŕő ňőďşń¿ 7 (š. ě. šăłőľ, łőšőřżľ ŕřĺ ŕřĺąăćńěŋĺĺ ł ¡šőľ śşňňě ďă-ěš ůĺśńő, ďěń£źěěś£ ŋă 7). İšő ĺ ąşďěš ŋőňěř ğăłřżšőľ łăřšż. Ŕőśńě ¡šőčő ćőśśšăŋőćńěŋĺě řăśłńăďă ŋě śőśšăćń£ěš šřşďă. Ŕřőćěřĺň, ůšő Łőń£ ŋĺůěčő ŋě şğŋăń. Řăśśňőšřĺň łăřšş ś ŋőňěřőň s. Ŕőłăęěň, ůšő őŋă ňőčńă ŕőŕăśšĳ ł Čřĺÿě, ěśńĺ őŋ ŋăğćăń śşňňş a. Ďń£ ¡šőčő ŋăďő ďőŕőńŋĺšĳ ¡šş łăřšş ďćşň£ ďřşčĺňĺ ś śşňňőľ ŋőňěřőć a − s. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő śşźěśšćşěš šřĺ řăğńĺůŋżě ŕăřż ŋőňěřőć, ďă¿źĺě ć śşňňě a − s. Ĺğ ŋĺţ ďćě, ćőğňőęŋő, ĺśŕőřůěŋż šěň, ůšő šşďă ćţőďĺš łăřšă ś ŋőňěřőň s ĺńĺ ğăłřżšă£ łăřšă, ŋő łăł ňĺŋĺňşň őďŋă ŕăřă őśšă-ěšś£. Ěľ ňż ĺ ďőŕőńŋĺň ŋăąőř Čřĺÿĺ. Šăłĺě ęě řăśśşęďěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ń¿ąă£ łăřšă ňőčńă őłăğăšĳś£ ĺ ş Ń-ěÿĺ.

11 łńăśś

1. Őšćěš: 2000^2 − 1. Ŕşśšĳ a = 2000m + n, b = 2000n + m, d | ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ a ĺ b. Šőčďă d ďěńĺš šăłęě ůĺśńă

2000a − b = (2000^2 − 1)m ĺ 2000b − a = (2000^2 − 1)n.

Ŕőśłőńĳłş m ĺ n ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő d ďěńĺš 2000^2 − 1. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřĺ m = 2000^2 − 2000 − 1, n = 1, ŕőńşůăěň a = (2000^2 − 1)(2000 − 1), b = = 2000^2 − 1 = d.

2. Őšćěš: 0. Čřăťĺł ťşŋłűĺĺ | sin kx| ŋă őšřěğłě [0; p] śőśšőĺš ĺğ k őďĺŋăłőćżţ ÀÿăŕőůěłÁ, łőšőřżě ŕőńşůă¿šś£ ĺğ čřăťĺłă ťşŋłűĺĺ sin x ŋă šőň ęě őšřěğłě ŕşš-ěň śęăšĺ£ ł őśĺ őřďĺŋăš ć k řăğ. Ŕřĺ ¡šőň ŕńőźăďĳ ŕőď čřăťĺłőň šăłęě şňěŋĳÿăěšś£ ć k řăğ. Łăł śńěďśšćĺě, ŕńőźăďĳ ŕőď k ÀÿăŕőůłăňĺÁ őďĺŋăłőćă ŕřĺ ń¿ąőň k.

3. Ŕşśšĳ X | śěřěďĺŋă KB. Šőčďă ∠KMX = 12 ∠KMB = ∠KAB = = ∠KDC. Ŕőśłőńĳłş MX⊥ BD, šő KM⊥ CD. Šăł łăł ŕřĺ ¡šőň ON⊥ CD, ON ‖ KM. Ăŋăńőčĺůŋő, OM ‖ KN.

Řĺś. 11.1

Ěśńĺ šőůłĺ O, K, M, N ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, šő OMKN | ŕăřăńńěńőčřăňň ĺ OM = KN. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě řăśśňőšřĺň őřšőčőŋăńĳŋżě ŕřőěłűĺĺ őšřěğłőć OM ĺ KN ŋă AC. Šăł łăł šőůłĺ O, M, N ŕřőěłšĺřş- ¿šś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ć śěřěďĺŋż őšřěğłőć AC, AK, KC, šő ŕřőěłűĺĺ őąőĺţ ŕăřăńńěńĳŋżţ őšřěğłőć řăćŋż 12 KC. Śńěďőćăšěńĳŋő, řăćŋż ĺ ďńĺŋż śăňĺţ őšřěğłőć. 20

4. Őšćěš: ňőęěš. Ňŋőčőůńěŋ P (x) = x^3 − x^2 − x − 1 ĺňěěš łőřěŋĳ t, ąőńĳÿĺľ 1, ŕőśłőńĳłş P (1) < 0, ă P (2) > 0. Šőčďă t^3 = t^2 + t + 1 > t^2 + + t. Ćőğĳň-ěň ďńĺŋż ŕăńőůěł řăćŋżňĺ t^3, t^2, t. Ŕőśńě ŕěřćőčő őšŕĺńĺćăŋĺ£ ŕőńşůĺň ŕăńőůłĺ ś ďńĺŋăňĺ t^2, t, 1. Šăł łăł őšŋőÿěŋĺě ďńĺŋ ŋě ĺğňěŋĺńőśĳ, ŕřőűěśś ąşďěš ŕřőďőńęăšĳś£ ąěśłőŋěůŋő.

5. Őšćěš: ă) ŋě ňőčşš; ą) ňőčşš.

ă) Ŕşśšĳ N | ůĺśńő ĺčřőłőć, M = [N/2]. Ĺčřőłőć, ğăŋ£ćÿĺţ ŕěřćżě M ňěśš, ŋăğőć-ěň śĺńĳŋżňĺ, ă őśšăńĳŋżţ | śńăążňĺ (ňěęďş şůăśšŋĺłăňĺ ś őďĺŋăłőćőľ śşňňőľ őůłőć ňěśšă řăśŕřěďěń£¿šś£ ŕřőĺğćőńĳŋő). Ŕşśšĳ X | ůĺśńő ŕřăćĺńĳŋżţ ŕăřšĺľ ňěęďş śĺńĳŋżňĺ ĺ śńăążňĺ. Śşňňă őůłőć, ŋăąřăŋŋżţ śĺńĳŋżňĺ ćő ćśšřěůăţ ňěęďş śőąőľ, řăćŋă M(M −1)/2, ă ćő ćśšřěůăţ śő śńăążňĺ | ŋě ąőńĳÿě X. Ŕő¡šőňş śřěďŋĺľ řěğşńĳšăš śĺńĳŋőčő ŋě ąőńĳÿě (M −1)/2+X/M. Ăŋăńőčĺůŋő, śřěďŋĺľ řěğşńĳšăš śńăąőčő ŋě ňěŋĳÿě (N − M −1)/2+(M(N − M)− X)/(N − M). Ěśńĺ ěśšĳ ŋěŕřăćĺńĳŋżě ŕăřšĺĺ, šő ŋě ćśě ĺčřőłĺ ŋăąřăńĺ ŕőřőćŋş, ĺ śřěďŋĺľ řěğşńĳšăš śĺńĳŋőčő ąőńĳÿě, ůěň śńăąőčő. Őšś¿ďă X > M(N − M)/2 ⩾ N(N − 1)/8. Šăł łăł őąźěě ůĺśńő ŕăřšĺľ řăćŋő N(N − 1)/2, ďőń£ ŕřăćĺńĳŋżţ ŕăřšĺľ ąőńĳÿě 1/4.

ą) Ćőğĳň-ěň śŋăůăńă šşřŋĺř 2k + 1 ĺčřőłă, ć łőšőřőň łăęďżľ şůăśšŋĺł ś ŋőňěřőň i ⩽ k ŕřőĺčřăń şůăśšŋĺłăň ś ŋőňěřăňĺ i + 1, . . . , i + k ĺ ćżĺčřăń ş őśšăńĳŋżţ, ă łăęďżľ şůăśšŋĺł ś ŋőňěřőň i > k ćżĺčřăń ş şůăśšŋĺłőć ś ŋőňěřăňĺ i − k, . . . , i − 1 ĺ ŕřőĺčřăń őśšăńĳŋżň. Őůěćĺďŋő, ůšő ćśě ĺčřőłĺ ŋăąřăńĺ ŕő k őůłőć, ŕřĺů-ěň ć šăąńĺűě šşřŋĺřă ćżÿě čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ

ěďĺŋĺűż śšő£š ńĺÿĳ ć k(k + 1)2 łńěšłăţ ĺğ 2k(2k + 1)2 . Šěŕěřĳ ÀřăğňŋőęĺňÁ łăęďőčő ĺčřőłă, ğăňěŋĺć ěčő ąńőłőň ĺğ n ŋőćżţ, ĺ ŕşśšĳ şůăśšŋĺłĺ ĺğ řăğŋżţ ąńőłőć ĺčřă¿š ďřşč ś ďřşčőň šăł ęě, łăł śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕřěęŋĺě şůăśšŋĺłĺ, ă şůăśšŋĺłĺ ĺğ őďŋőčő ąńőłă ĺčřă¿š ďřşč ś ďřşčőň ćŋĺůĳ¿. Ŕőńşůĺň ŋőćş¿ šăąńĺűş, ć łőšőřőľ ŕő-ŕřěęŋěňş ş ćśěţ ĺčřőłőć ŕőřőćŋş őůłőć. Ĺśŕřăćĺň ¡šş šăąńĺűş šăł, ůšőąż śşňňż őůłőć ĺčřőłőć ŕěřěśšăńĺ ążšĳ řăćŋżňĺ. Ďń£ ¡šőčő ąşďěň ňěŋ£šĳ řěğşńĳšăšż şůăśšŋĺłőć ĺğ ąńőłă k + 1: ć ĺţ ćśšřěůăţ ŕřőšĺć şůăśšŋĺłőć ĺğ ąńőłă k + 1 − i ğăňěŋĺň in ćżĺčřżÿěľ ŋĺůĳĺňĺ, šăł ůšő śşňňă őůłőć łăęďőčő şůăśšŋĺłă ąńőłă k + 1 şňěŋĳÿĺšś£, ă łăęďőčő şůăśšŋĺłă ąńőłă k+1−i şćěńĺůĺšś£ ŋă i2 . Ŋăŕřőšĺć, ć ŕăřšĺ£ţ ś ĺčřőłăňĺ ąńőłă k+1+i ğăňěŋĺň ŋĺůĳĺňĺ in ŕřőĺčřżÿěľ. Ůĺśńő

ŋěŕřăćĺńĳŋżţ ŕăřšĺľ śšăŋěš řăćŋő n^2 2k(2k + 1)2 − n^2 k(k + 1)2 − 2n k(k + 1)2 .

Ŕřĺ ¡šőň őąźěě ůĺśńő ŕăřšĺľ řăćŋő n(2k + 1)(n(2k + 1) − 1)2 . Ŕřĺ n = k = 20

ŋěŕřăćĺńĳŋżě ŕăřšĺĺ śőśšăćń£¿š 235 600335 790 > 0,7 őš őąźěčő ůĺśńă ŕăřšĺľ.

6. Ąşďěň ŕőňěźăšĳ ňěęďş ŕńőśłőśš£ňĺ ŕřăćĺńĳŋżě šěšřă¡ďřż, řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ŕřőšĺćőŕőńőęŋżňĺ ř-ěąřăňĺ łőšőřżţ řăćŋő řăśśšő£ŋĺ¿ 21 ňěęďş ŕńőśłőśš£ňĺ. Ŕşśšĳ őďŋő ĺğ ř-ěąěř łăęďőčő šěšřă¡ďřă ńěęĺš ć őďŋőľ ĺğ čřăŋĺůŋżţ ŕńőśłőśšěľ, ă ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě ěňş | ć ďřşčőľ. Ďćă šěšřă¡ďřă ňőęŋő řăśŕőńőęĺšĳ šăł, ůšőąż łőŋěű ÀćěřţŋěčőÁ řěąřă ŕěřćőčő śőćŕăďăń ś śěřěďĺŋőľ ÀćěřţŋěčőÁ řěąřă ćšőřőčő, ă śěřěďĺŋă ÀŋĺęŋěčőÁ řěąřă ŕěřćőčő | ś łőŋűőň ÀŋĺęŋěčőÁ řěąřă ćšőřőčő, ĺ ŕřĺ ¡šőň łăł ÀćěřţŋĺěÁ, šăł ĺ ÀŋĺęŋĺěÁ ř-ěąřă őąőĺţ šěšřă¡ďřőć ążńĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż. Řăśŕřőśšřăŋĺć ¡šőš ŕřőűěśś ŋă ćěśĳ śńőľ, ŕőńşůĺň, ůšő łăęďżľ šěšřă¡ďř őłřşę-ěŋ ůěšżřĳň£ ďřşčĺňĺ (řĺś. 11.2); ďćă ĺğ ŋĺţ ŋě ŕőğćőń£¿š ćżďćĺŋşšĳ ěčő ÀććěřţÁ, ďćă őśšăńĳŋżţ | ÀćŋĺğÁ.

Řĺś. 11.2