Şśńőćĺ£

8 łńăśś

8.1. Ŋă őśšřőćě^2_3 ćśěţ ňşęůĺŋ ęěŋăšż ĺ^3_5 ćśěţ ęěŋźĺŋ ğăňşęěň. Łăłă£ ďőń£ ŋăśěńěŋĺ£ őśšřőćă śőśšőĺš ć ąřăłě? (Ć. Čşřőćĺű) 8.2. Łćăďřăš śşňňż űĺťř ůĺśńă A řăćěŋ śşňňě űĺťř ůĺśńă A^2.

Ŋăľďĺšě ćśě šăłĺě ďćşğŋăůŋżě ůĺśńă A. (Ă. Ąńĺŋłőć) 8.3. Ďăŋă őłřşęŋőśšĳ ś ďĺăňěšřőň AB. Ďřşčă£ őłřşęŋőśšĳ ś űěŋšřőň ć A ŕěřěśěłăěš őšřěğőł AB ć šőůłě C, ŕřĺů-ěň AC <^1_2 AB. Őąźă£ łăśăšěńĳŋă£ ďćşţ őłřşęŋőśšěľ łăśăěšś£ ŕěřćőľ őłřşęŋőśšĺ ć šőůłě D. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕř£ňă£ CD ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă AB. (Ă. Ğăśńăćśłĺľ) 8.4. Ďćőě ĺčřőłőć ŕő őůěřěďĺ ćżśšăćń£¿š ŋă ďőśłş 65×65 ŕő őďŋőľ ÿăÿłě. Ŕřĺ ¡šőň ŋĺ ć őďŋőľ ńĺŋĺĺ (čőřĺğőŋšăńĺ ĺńĺ ćěřšĺłăńĺ) ŋě ďőńęŋő ążšĳ ąőńĳÿě ďćşţ ÿăÿěł. Łšő ŋě ňőęěš śďěńăšĳ ţőď | ŕřőĺčřăń. Łšő ćżĺčřżćăěš ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőľ ĺčřě? (Ă. Ąşůĺŋ, Ă. Ĺćăŋĺźşł) 8.5. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC ňěďĺăŋż AD ĺ BE ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłě M. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ şčőń AMB

a) ŕř£ňőľ; ą) őśšřżľ, šő AC + BC > 3AB. (Ĺ. Ąőčďăŋőć) 8.6. Ć łńěšůăšőň ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě m×n łăęďă£ łńěšłă ňőęěš ążšĳ ńĺąő ęĺćőľ, ńĺąő ň-ěřšćőľ. Łăęďş¿ ňĺŋşšş őďŋőćřěňěŋŋő ćśě ęĺćżě łńěšłĺ şňĺřă¿š, ă šě ň-ěřšćżě, ş łőšőřżţ ążńő ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő ęĺćżţ śőśěďěľ (ŕő śšőřőŋě), őęĺćă¿š. Ŕřĺ łăłĺţ m ĺ n ŋăľď-ěšś£ šăłă£ ŋăůăńĳŋă£ řăśśšăŋőćłă ęĺćżţ ĺ ň-ěřšćżţ łńěšőł, ůšő ęĺğŋĳ ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě ąşďěš śşźěśšćőćăšĳ ćěůŋő, šő ěśšĳ ć łăęďżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ţőš£ ąż őďŋă łńěšłă ąşďěš ęĺćőľ? (Ă. Čőřąăů-ěć)

9 łńăśś 9.1. Ÿěřěŋčă ŋőćőąřăŋűěć śšő£ńă ńĺűőň ł śěřęăŋšş. Ŕő łőňăŋďě ÀŋăńěćőÁ ŋěłőšőřżě ŕőćěřŋşńĺśĳ ŋăńěćő, ŋěłőšőřżě | ŋăŕřăćő, ă őśšăńĳŋżě | łřşčőň. Ćśěčďă ńĺ śěřęăŋš śňőęěš ćśšăšĳ ć śšřőľ šăł, ůšőąż ś őąěĺţ śšőřőŋ őš ŋěčő őłăğăńőśĳ ŕőřőćŋş ŋőćőąřăŋűěć, śšő£źĺţ ł ŋěňş ńĺűőň?

(Ťőńĳłńőř, ťőřňşńĺřőćłă | Ă. Ÿăŕőćăńőć)

9.2. Ŕşśšĳ a, b, c | śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă. Ďőłăęĺšě ŋěřăćěŋśšćő a^3 + b^3 + 3abc > c^3. (Ć. Śěŋďěřőć) 9.3. Ąĺśśěłšřĺśż şčńőć A ĺ C šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŕěřěśěłă¿š őŕĺśăŋŋş¿ őłőńő ŋěčő őłřşęŋőśšĳ ć šőůłăţ E ĺ D śőőšćěšśšćěŋŋő. Őšřěğőł DE ŕěřěśěłăěš śšőřőŋż AB ĺ BC śőőšćěšśšćěŋŋő ć šőůłăţ F ĺ G. Ŕşśšĳ I | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ąĺśśěłšřĺś šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ďőłăęĺšě, ůšő ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł BFIG | řőňą. (Ć. Ęčşŋ) 9.4. Ŋăľďĺšě ćśě űěńżě ůĺśńă x ĺ y, şďőćńěšćőř£¿źĺě şřăćŋěŋĺ¿ x^4 − 2y^2 = 1. (Ć. Śěŋďěřőć) 9.5. Ć ř£ď řăśŕőńőęĺńĺ n ńăňŕőůěł ĺ ğăęčńĺ ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ.

Łăęďş¿ ňĺŋşšş ŕőśńě ¡šőčő ćśě ńăňŕőůłĺ, čőřěćÿĺě ŋă ŕřőÿńőľ ňĺŋşšě, čăśŋşš, ă šě ńăňŕőůłĺ, łőšőřżě ŋă ŕřőÿńőľ ňĺŋşšě śőśěďśšćőćăńĺ řőćŋő ś őďŋőľ čőř£źěľ ńăňŕőůłőľ, ğăčőřă¿šś£. Ŕřĺ łăłĺţ n ňőęŋő šăł ğăęěůĳ ŋěłőšőřżě ńăňŕőůłĺ ćŋăůăńě, ůšőąż ŕőšőň ć ń¿ąőľ ňőňěŋš ŋăÿńăśĳ ţőš£ ąż őďŋă čőř£źă£ ńăňŕőůłă? (Ă. Čőřąăů-ěć) 9.6. Őśšřőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł řăğřěğăńĺ ŕř£ňőńĺŋěľŋżň řăğřěğőň ŋă ďćě (ŋě őą£ğăšěńĳŋő šřěşčőńĳŋżě) ůăśšĺ, ğăšěň őďŋş ĺğ ¡šĺţ ůăśšěľ | őŕ£šĳ ŋă ďćě ůăśšĺ, ĺ šăł ďăńěě: ŋă łăęďőň ÿăčě ćżąĺřăńĺ ń¿ąş¿ őďŋş ĺğ şęě ĺňě¿źĺţś£ ůăśšěľ ĺ řăğřěğăńĺ ě-ě (ŕő ŕř£ňőľ) ŋă ďćě. Ůěřěğ ŋěśłőńĳłő ÿăčőć őłăğăńőśĳ, ůšő ĺśţőďŋżľ šřěşčőńĳŋĺł řăśŕăńś£ ŋă ŋěśłőńĳłő šřěşčőńĳŋĺłőć. Ňőčşš ńĺ ćśě őŋĺ ążšĳ šşŕőşčőńĳŋżňĺ? (Č. Čăńĳŕěřĺŋ)

10 łńăśś 10.1. Šăŋčěŋśż şčńőć šřěşčőńĳŋĺłă | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Ůěňş ňőčşš ążšĳ řăćŋż ¡šĺ ůĺśńă? (Ă. Ğăśńăćśłĺľ) 10.2. Ŕřő ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă a, b, c ĺğćěśšŋő, ůšő^1_a +^1_b +^1_c ⩾ a + b + c. Ďőłăęĺšě, ůšő a + b + c ⩾ 3abc. (Ś. Ğńőąĺŋ) 10.3. Ć ćżŕşłńőň ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłě ABCD šőůłĺ E ĺ F £ćń£¿šś£ śěřěďĺŋăňĺ śšőřőŋ BC ĺ CD śőőšćěšśšćěŋŋő. Őšřěğłĺ AE, AF ĺ EF ďěń£š ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł ŋă 4 šřěşčőńĳŋĺłă, ŕńőźăďĺ łőšőřżţ řăćŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ŋăšşřăńĳŋżň ůĺśńăň. Łăłőćő ŋăĺąőńĳÿěě ćőğňőęŋőě ğŋăůěŋĺě ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABD? (Ś. Ÿěśšăłőć) 10.4. Łăęďżľ ğřĺšěńĳ, łşŕĺćÿĺľ ąĺńěš ć ŕěřćżľ ř£ď łĺŋőšěăšřă, ğăŋ£ń őďŋő ĺğ ňěśš ć ŕěřćőň ř£ďş. Őłăğăńőśĳ, ůšő ćśě ňěśšă ć ŕěřćőň ř£ďş ğăŋ£šż, ŋő łăęďżľ ğřĺšěńĳ śĺďĺš ŋě ŋă śćő-ěň ňěśšě. Ąĺńěš-ěř ňőęěš ňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ śőśěďěľ, ěśńĺ őąă śĺď£š ŋě ŋă śćőĺţ ňěśšăţ. Ćśěčďă ńĺ őŋ śňőęěš řăśśăďĺšĳ ćśěţ ŋă śćőĺ ňěśšă? (Ă. Ÿăŕőćăńőć) 10.5. Ć čőřőďě Şďőěćě ćżąőřż ň¡řă ŕřőţőď£š śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ěśńĺ ć őůěřěďŋőň šşřě čőńőśőćăŋĺ£ ŋĺłšő ĺğ łăŋďĺďăšőć ŋě ŋăąřăń ąőńĳÿě ŕőńőćĺŋż čőńőśőć, šő ŕřőćőďĺšś£ śńěďş¿źĺľ šşř ś şůăśšĺěň ćśěţ łăŋďĺďăšőć, łřőňě ŕőśńěďŋěčő ŕő ůĺśńş čőńőśőć. (Ŋĺłőčďă ďćă łăŋďĺďăšă ŋě ŋăąĺřă¿š čőńőśőć ŕőřőćŋş, ěśńĺ łăŋďĺďăš ŋăąřăń ąőńĳÿě ŕőńőćĺŋż čőńőśőć, šő őŋ śšăŋőćĺšś£ ň¡řőň ĺ ćżąőřż ğăłăŋůĺćă¿šś£.) Łăęďżľ ĺğąĺřăšěńĳ ć łăęďőň šşřě čőńőśşěš ğă őďŋőčő ĺğ łăŋďĺďăšőć. Ěśńĺ ¡šőš łăŋďĺďăš ćżÿěń ć śńěďş¿źĺľ šşř, šő ĺğąĺřăšěńĳ śŋőćă čőńőśşěš ğă ŋěčő. Ěśńĺ ęě łăŋďĺďăš ćżążń, šő ćśě ěčő ĺğąĺřăšěńĺ čőńőśş¿š ğă őďŋőčő ĺ šőčő ęě łăŋďĺďăšă ĺğ ůĺśńă őśšăćÿĺţś£.

Ŋă őůěřěďŋżţ ćżąőřăţ ąăńńőšĺřőćăńőśĳ 2002 łăŋďĺďăšă. Ň¡řőň śšăń Őśšăŕ Ąěŋďěř, ğăŋ£ćÿĺľ ć ŕěřćőň šşřě k-ě ňěśšő ŕő ůĺśńş čőńőśőć. Őŕřěďěńĺšě ŋăĺąőńĳÿěě ćőğňőęŋőě ğŋăůěŋĺě k, ěśńĺ Őśšăŕ ążń ĺğąřăŋ ă) ć 1002-ň šşřě;

ą) ć 1001-ň šşřě. (Ą. Ťřěŋłĺŋ) 10.6. Ňőęŋő ńĺ řăśłřăśĺšĳ ćśě šőůłĺ łćăďřăšă ĺ łřşčă ć ů-ěřŋżľ ĺ ąěńżľ űćěšă šăł, ůšőąż ňŋőęěśšćă ąěńżţ šőůěł ¡šĺţ ťĺčşř ążńĺ ŕőďőąŋż ďřşč ďřşčş ĺ ňŋőęěśšćă ů-ěřŋżţ šőůěł ążńĺ ŕőďőąŋż ďřşč ďřşčş (ćőğňőęŋő ś řăğńĺůŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ŕőďőąĺ£). (Č. Čăńĳŕěřĺŋ)

11 łńăśś 11.1. Šăŋčěŋśż şčńőć šřěşčőńĳŋĺłă | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Ůěňş ňőčşš ążšĳ řăćŋż ¡šĺ ůĺśńă? (Ă. Ğăśńăćśłĺľ) 11.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă čřăťĺłě ťşŋłűĺĺ y = x^3 ňőęŋő őšňěšĺšĳ šăłş¿ šőůłş A, ă ŋă čřăťĺłě ťşŋłűĺĺ y = x^3 +|x|+1 | šăłş¿ šőůłş B, ůšő řăśśšő£ŋĺě AB ŋě ŕřěćżśĺš 1/100. (Ă. Śŕĺćăł, Ă. Ţăůăšşř£ŋ) 11.3. Łăęďżľ ğřĺšěńĳ, łşŕĺćÿĺľ ąĺńěš ć ŕěřćżľ ř£ď łĺŋőšěăšřă, ğăŋ£ń őďŋő ĺğ ňěśš ć ŕěřćőň ř£ďş. Őłăğăńőśĳ, ůšő ćśě ňěśšă ć ŕěřćőň ř£ďş ğăŋ£šż, ŋő łăęďżľ ğřĺšěńĳ śĺďĺš ŋě ŋă śćő-ěň ňěśšě. Ąĺńěš-ěř ňőęěš ňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ śőśěďěľ, ěśńĺ őąă śĺď£š ŋě ŋă śćőĺţ ňěśšăţ. Ćśěčďă ńĺ őŋ śňőęěš řăśśăďĺšĳ ćśěţ ŋă śćőĺ ňěśšă? (Ă. Ÿăŕőćăńőć)

11.4. Ć ćőğřăśšă¿źěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń łăęďőě ůĺśńő, ŋăůĺŋă£ ś 2002-čő, £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň śşňňż ćśěţ ŕřěďżďşźĺţ ůĺśěń. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋăľď-ěšś£ ŋěłőšőřőě ůĺśńő, ŋăůĺŋă£ ś łőšőřőčő łăęďőě ůĺśńő řăćŋő śşňňě ćśěţ ŕřěďżďşźĺţ. (Ă. Ÿăŕőćăńőć) 11.5. Ŕşśšĳ AA_1, BB_1 , CC_1 | ćżśőšż őśšřőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC; O_A, O_B , O_C | űěŋšřż ćŕĺśăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ šřěşčőńĳŋĺłőć AB_1C_1, BC_1A_1, CA_1B_1 śőőšćěšśšćěŋŋő; T_A, T_B , T_C | šőůłĺ łăśăŋĺ£ ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC śő śšőřőŋăňĺ BC, CA, AB śőőšćěšśšćěŋŋő. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě śšőřőŋż ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă T_AO_C T_B O_AT_C O_B řăćŋż. (Ń. Ěňěńĳ£ŋőć) 11.6. Ć čőřőďě Şďőěćě ćżąőřż ň¡řă ŕřőţőď£š śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ěśńĺ ć őůěřěďŋőň šşřě čőńőśőćăŋĺ£ ŋĺłšő ĺğ łăŋďĺďăšőć ŋě ŋăąřăń ąőńĳÿě ŕőńőćĺŋż čőńőśőć, šő ŕřőćőďĺšś£ śńěďş¿źĺľ šşř ś şůăśšĺěň ćśěţ łăŋďĺďăšőć, łřőňě ŕőśńěďŋěčő ŕő ůĺśńş čőńőśőć. (Ŋĺłőčďă ďćă łăŋďĺďăšă ŋě ŋăąĺřă¿š čőńőśőć ŕőřőćŋş, ěśńĺ łăŋďĺďăš ŋăąřăń ąőńĳÿě ŕőńőćĺŋż čőńőśőć, šő őŋ śšăŋőćĺšś£ ň¡řőň ĺ ćżąőřż ğăłăŋůĺćă¿šś£.) Łăęďżľ ĺğąĺřăšěńĳ ć łăęďőň šşřě čőńőśşěš ğă őďŋőčő ĺğ łăŋďĺďăšőć. Ěśńĺ ¡šőš łăŋďĺďăš ćżÿěń ć śńěďş¿źĺľ šşř, šő ĺğąĺřăšěńĳ śŋőćă čőńőśşěš ğă ŋěčő. Ěśńĺ ęě łăŋďĺďăš ćżążń, šő ćśě ěčő ĺğąĺřăšěńĺ čőńőśş¿š ğă őďŋőčő ĺ šőčő ęě łăŋďĺďăšă ĺğ ůĺśńă őśšăćÿĺţś£.

Ŋă őůěřěďŋżţ ćżąőřăţ ąăńńőšĺřőćăńőśĳ 2002 łăŋďĺďăšă. Ň¡řőň śšăń Őśšăŕ Ąěŋďěř, ğăŋ£ćÿĺľ ć ŕěřćőň šşřě k-ě ňěśšő ŕő ůĺśńş čőńőśőć. Őŕřěďěńĺšě ŋăĺąőńĳÿěě ćőğňőęŋőě ğŋăůěŋĺě k, ěśńĺ Őśšăŕ ążń ĺğąřăŋ ă) ć 1002-ň šşřě;

ą) ć 1001-ň šşřě. (Ą. Ťřěŋłĺŋ)

Řěÿěŋĺ£

8 łńăśś 8.1. Őšćěš:^{12}_{19} ŋăśěńěŋĺ£ őśšřőćă.

Ŕşśšĳ ůĺśńő śşŕřşęěśłĺţ ŕăř ŋă őśšřőćě řăćŋő N, šő ěśšĳ ğăňşęěň N ęěŋźĺŋ, ęěŋăšż N ňşęůĺŋ. Ğăňşęŋĺě ęěŋźĺŋż śőśšăćń£¿š^3_5 ćśěţ ęěŋźĺŋ őśšřőćă, ğŋăůĺš, ŋă őśšřőćě^5_3 N ęěŋźĺŋ. Ęěŋăšżě ňşęůĺŋż śőśšăćń£¿š^2_3 ćśěţ ňşęůĺŋ őśšřőćă, ğŋăůĺš, ŋă őśšřőćě^3_2 N ňşęůĺŋ. Ćśěčő ŋă őśšřőćě^5_3 N +^3_2 N =^{19}_6 N ęĺšěńěľ, ă ć ąřăłě śőśšőĺš 2N ęĺšěńěľ. Ĺśłőňă£ ďőń£ řăćŋă

2N_{19} 6 N = 12 19: 8.2. Őšćěš: 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 30, 31.

Řěÿěŋĺě 1. Ğăňěšĺň, ůšő A^2 ⩽ 99^2 = 9801 < 9999. Ŕő¡šőňş śşňňă űĺťř A^2 ňěŋĳÿě 9 · 4 = 36. Šăł łăł őŋă řăćŋă łćăďřăšş śşňňż űĺťř A, šő śşňňă űĺťř A ňěŋĳÿě √ 36 = 6, šő ěśšĳ ňěŋĳÿě ĺńĺ řăćŋă 5.

Őśšă-ěšś£ 15 ćăřĺăŋšőć: 10, 11, 12, 13, 14, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 40, 41, 50, ĺğ łőšőřżţ şśńőćĺ¿ şďőćńěšćőř£¿š šőńĳłő 9 ćăřĺăŋšőć, şłăğăŋŋżţ ć őšćěšě.

Řěÿěŋĺě 2. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S(n) śşňňş űĺťř ůĺśńă n. Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ śńőęěŋĺĺ ďćşţ ůĺśěń ÀśšőńąĺłőňÁ ćőğňőęěŋ šőńĳłő ŕěřěŋőś ěďĺŋĺűż ć śšăřÿĺľ řăğř£ď, ĺ łăęďżľ šăłőľ ŕěřěŋőś şňěŋĳÿăěš śşňňş űĺťř ŋă 9. Ŕő¡šőňş śşňňă űĺťř śşňňż ń¿ąőčő łőńĺůěśšćă śńăčăěňżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš śşňňż űĺťř śńăčăěňżţ. Łăł śńěďśšćĺě, S(n) ⩽ n, šăł łăł n = 1+1+: : :+1 (n ěďĺŋĺű), ŕřĺů-ěň řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ ńĺÿĳ ďń£ őďŋőğŋăůŋżţ ůĺśěń, ćěďĳ ŕřĺ ŕřĺąăćńěŋĺĺ őůěřěďŋőľ ěďĺŋĺűż ł śşňňě ďěć£šĺ ěďĺŋĺű şęě ćőğŋĺłŋěš ŕěřěŋőś. Łřőňě šőčő, őš ďőŕĺśżćăŋĺ£ śŕřăćă ŋşń£ śşňňă űĺťř ŋě ňěŋ£ěšś£, šő ěśšĳ S(10n) = S(n).

Ŕşśšĳ ĺśłőňőě ďćşğŋăůŋőě ůĺśńő A = ab = 10a + b. Šőčďă

S^�A^{2�} = S^�(10a + b)^{2�} = S^�100a^2 + 10 · 2ab + b^{2�} ⩽

⩽ S^�100a^{2�} + S^�10 · 2ab^� + S^�b^{2�} = S^�a^{2�} + S^�2ab^� + S^�b^{2�} ⩽

⩽ a^2 + 2ab + b^2 = (a + b)^2 =^�S(A)^{�2};

ŕřĺů-ěň řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a^2, 2ab ĺ b^2 | őďŋőğŋăůŋżě ůĺśńă (ěśńĺ ¡šő šăł, šő ŕřĺ śńőęěŋĺĺ 100a^2, 10 · 2ab ĺ b^2 ŕěřěŋőśőć ŋě ŕřőĺśţőďĺš, šăł łăł őŋĺ ć řăğŋżţ řăğř£ďăţ). Ĺšăł, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ůĺśńă a^2, b^2 ĺ 2ab ążńĺ ňěŋĳÿě 10, šő ěśšĳ 1 ⩽ a ⩽ 3, 0 ⩽ b ⩽ 3 ĺ ab ⩽ 4.

Őšś¿ďă ŋăţőďĺň ćśě ŕěřěůĺśńěŋŋżě ć őšćěšě ćăřĺăŋšż. 8.3.

Ğďěśĳ ďőńęěŋ ążšĳ ěźě őďĺŋ řĺśşŋőł | ł řěÿěŋĺ¿ 2

Řěÿěŋĺě. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ E šőůłş łăśăŋĺ£ ćšőřőľ őłřşęŋőśšĺ ś őąźěľ łăśăšěńĳŋőľ, ůěřěğ O | űěŋšř ŕěřćőľ őłřşęŋőśšĺ. Šřěşčőńĳŋĺł AOD | řăćŋőąěďřěŋŋżľ, ŕő¡šőňş ∠ODA = ∠OAD. Šăł łăł OD ‖ AE, šő ∠DAE = ∠ODA, őšłşďă △DEA = △DCA (ŕő ďćşň śšőřőŋăň ĺ şčńş ňěęďş ŋĺňĺ). Ğŋăůĺš, ∠DCA = ∠DEA = 90^∘ ĺ ŕř£ňżě DC ĺ AB ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż.

Ğăňěůăŋĺě. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ őśšă-ěšś£ ćěřŋżň ŕřĺ ń¿ąőň řăďĺşśě ćšőřőľ őłřşęŋőśšĺ, ňěŋĳÿěň AB.

8.4. Őšćěš: ćżĺčřżćăěš ćšőřőľ.

Řěÿěŋĺě 1. Ŕşśšĳ ŕěřćżľ ŕőśšăćĺń ŋă ďőśłş ŕěřćş¿ ÿăÿłş. Ğăňěšĺň, ůšő őš ŕěřěśšăŋőćłĺ čőřĺğőŋšăńěľ ďőśłĺ ŋĺůěčő ŋě ĺğňěŋ£ěšś£. Šő ęě őšŋőśĺšś£ ĺ ł ŕěřěśšăŋőćłăň ćěřšĺłăńěľ. Ŕěřěśšăćĺň čőřĺğőŋšăńĺ ĺ ćěřšĺłăńĺ šăł, ůšőąż ŕěřćă£ ÿăÿłă őłăğăńăśĳ ć śřěďŋěľ ćěřšĺłăńĺ, ŋő ŋě ć űěŋšřě ďőśłĺ.

Ćšőřőľ ĺčřőł ďőńęěŋ ďěńăšĳ ţőďż śĺňňěšřĺůŋő ţőďăň ŕěřćőčő ĺčřőłă őšŋőśĺšěńĳŋő űěŋšřă ďőśłĺ. Šőčďă ćšőřă£ ÿăÿłă šőęě őłăęěšś£ ć śřěďŋěľ ćěřšĺłăńĺ, ĺ ŕěřćżľ ŋě śňőęěš ğăŋ£šĳ űěŋšřăńĳŋş¿ łńěšłş. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ćšőřőľ ćśěčďă śňőęěš śďěńăšĳ śĺňňěšřĺůŋżľ ţőď (őšďěńĳŋő śńěďşěš řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ ţőďă ć śřěďŋ¿¿ čőřĺğőŋšăńĳ).

Řěÿěŋĺě 2. Őŕĺÿěň ¡šş ĺčřş ŕő-ďřşčőňş. Ěśšĳ ďćă ř£ďă ŕő 65 šőůěł ć łăęďőň (šőůłĺ őďŋőčő ř£ďă őąőğŋăůă¿š čőřĺğőŋšăńĺ ďőśłĺ, šőůłĺ ďřşčőčő | ćěřšĺłăńĺ).

Ŕőśšăŋőćłě ÿăÿłĺ ŋă ŕěřěśěůěŋĺě čőřĺğőŋšăńĺ ĺ ćěřšĺłăńĺ śőőšćěšśšćşěš ŕřőćěďěŋĺě őšřěğłă, śőěďĺŋ£¿źěčő šőůłĺ, łőšőřżě őąőğŋăůă¿š ¡šĺ čőřĺğőŋšăńĳ ĺ ćěřšĺłăńĳ. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřăćĺńă ğăŕřěźă¿š ŕřőćőďĺšĳ ĺğ őďŋőľ šőůłĺ ąőńĳÿě ďćşţ őšřěğłőć.

Ćšőřőľ ĺčřőł ďőńęěŋ ĺčřăšĳ (ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ŕőśńěďŋěčő ţőďă) šăł, ůšőąż ŕőśńě łăęďőčő ěčő ţőďă ŕřőćěď-ěŋŋżě őšřěğłĺ őąřăğőćżćăńĺ ŋěğăňłŋşšş¿ ńőňăŋş¿ (ćőğňőęŋő śăňőŕěřěśěłă¿źş¿ś£). Šőčďă ŕőśńě k-čő ţőďă ćšőřőčő ĺčřőłă ńőňăŋă£ ąşďěš śőśšő£šĳ ĺğ 2k ğćěŋĳěć ĺ ŕřőţőďĺšĳ ůěřěğ 2k + 1 šőůłş (k šőůěł ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ ĺ k + 1 šőůłş ŋă ďřşčőľ). Ŕő¡šőňş ŕěřćżě 64 ţőďă ćšőřőľ ĺčřőł ćśěčďă śňőęěš ŕřőďőńęĺšĳ ńőňăŋş¿ ĺńĺ śőěďĺŋĺšĳ ě-ě ś őšďěńĳŋżň őšřěğłőň, ŕřőćěď-ěŋŋżň ŕěřćżň ŋă ŕřěďżďşźěň ţőďě. Ŕőśńěďŋĺň, 65-ň ţőďőň, ćšőřőľ ĺčřőł ďőńęěŋ śőěďĺŋĺšĳ őšřěğłőň ŋăůăńő ĺ łőŋěű ńőňăŋőľ ŕřěćřăźă£ ě-ě ć ğăňłŋşšş¿, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ćśě 130 šőůěł. Ŕőśńě ¡šőčő ŕěřćżľ ĺčřőł ŋě śňőęěš śďěńăšĳ ţőď.

8.5 ă), ą). Řěÿěŋĺě 1. Ŕřőćěď-ěň ć šřěşčőńĳŋĺłě AMB ňěďĺăŋż AF ĺ BG ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ N šőůłş ĺţ ŕěřěśěůěŋĺ£. Ğăňěšĺň, ůšő MF =^1_2 MB = ME, šăł łăł M | šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ | ďěńĺš BE ć őšŋőÿěŋĺĺ 2 : 1. Ŕőśłőńĳłş ∠AMF ⩽ 90^∘, šő őśŋőćăŋĺě ŕěřŕěŋďĺłşń£řă, őŕşźěŋŋőčő ĺğ ćěřÿĺŋż A ŋă ŕř£ňş¿ EB, ńěęĺš ŋă ńşůě MB. Ŕő¡šőňş AF ⩽ AE (řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ ć śńşůăě ∠AMB = 90^∘). AN =^2_3 AF ⩽^2_3 AE =^1_3 AC. Ăŋăńőčĺůŋő, BN ⩽^1_3 BC. Ĺśŕőńĳğş£ ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă, ŕőńşůăěň šřěąşěňőě ŋěřăćěŋśšćő:

AC + BC ⩾ 3(AN + NB) > 3AB:

Řěÿěŋĺě 2. Ŕřőćěď-ěň ňěďĺăŋş CK ĺ ŕřőďőńęĺň ě-ě ŋă őšřěğőł šőľ ęě ďńĺŋż, ŕőńşůĺň šőůłş F , šăłş¿ ůšő KF = CK. Ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł ACBF | ŕăřăńńěńőčřăňň. Ĺğ △ACF ĺňěěň: AC + AF > FC = 2CK, ğŋăůĺš, AC + CB > 2CK.

Ŕőśšřőĺň ŋă śšőřőŋě AB łăł ŋă ďĺăňěšřě őłřşęŋőśšĳ. Ŕőśłőńĳłş şčőń AMB ŋě šşŕőľ, šőůłă M ŋě ńěęĺš ćŋşšřĺ ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ (¡šő ňőęŋő ŕőŋ£šĳ, ěśńĺ řăśśňőšřěšĳ šőůłş M_1 ŕěřěśěůěŋĺ£ CK ś őłřşęŋőśšĳ¿, şčőń AM_1B | ŕř£ňőľ, ă ∠AMB ⩽ ∠AM_1B). Ğŋăůĺš, MK ⩾ AK =^1_2 AB. Ŋő MK ⩾ M_1K =^1_3 CK, ŕő¡šőňş

AC + CB > 2CK = 6MK ⩾ 3AB:

8.6. Őšćěš: ŕřĺ ćśěţ ŕăřăţ ůĺśěń (m; n), łřőňě ŕăř (1; 1), (1; 3) ĺ (3; 1).

Ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ m ⩽ n.

Ŕşśšĳ ďń£ ŋěłőšőřőčő n ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě 1 × n śşźěśšćşěš ćěůŋő ęĺćă£ řăśśšăŋőćłă. Šőčďă šăłă£ řăśśšăŋőćłă śşźěśšćşěš ĺ ćő ćśěţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăţ m × n. Ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śńěďş¿źĺľ ćăřĺăŋš: ąěř-ěň ćěůŋő ęĺćş¿ řăśśšăŋőćłş 1 × n ĺ łőŕĺřşěň ě-ě ćő ćśě śšřőłĺ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă m × n. Šőčďă ć ŋ-ěň śšőńąűż ąşďşš ¡ćőń¿űĺőŋĺřőćăšĳ šăł ęě, łăł łńěšłĺ ć śőőšćěšśšćş¿źěň śšőńąűě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă 1 × n. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćśě łńěšłĺ ęĺćőčő śšőńąűă şňĺřă¿š, łăł ĺ śőőšćěšśšćş¿źă£ łńěšłă ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă 1 × n. Ş łăęďőľ łńěšłĺ ň-ěřšćőčő śšőńąűă śőśěďĺ śćěřţş ĺ śŋĺğş ňěřšćż, ŕő¡šőňş łőńĺůěśšćő ě-ě ęĺćżţ śőśěďěľ řăćŋő łőńĺůěśšćş ęĺćżţ śőśěďŋĺţ śšőńąűőć, ă ğŋăůĺš, ĺ łőńĺůěśšćş ęĺćżţ śőśěďěľ ş śőőšćěšśšćş¿źěľ łńěšłĺ ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě 1 × n. Ŕőśłőńĳłş ć ŋ-ěň ćśěčďă őśšă-ěšś£ ţőš£ ąż őďŋă ęĺćă£ łńěšłă, šő ć ŕőśšřőěŋŋőľ řăśśšăŋőćłě m × n ćśěčďă őśšă-ěšś£ ţőš£ ąż őďĺŋ ęĺćőľ śšőńąěű.

Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ n = 2 ĺ n ⩾ 4 ćěůŋő ęĺćżě řăśśšăŋőćłĺ 1×n śşźěśšćş¿š: łăęďă£ ĺğ ŋĺęěŕěřěůĺśńěŋŋżţ řăśśšăŋőćőł ĺňěěš ŕěřĺőď 2, šő ěśšĳ łăęďş¿ ćšőřş¿ ňĺŋşšş ćőğćřăźăěšś£ ć ĺśţőďŋőě śőśšő£ŋĺě (+ | ęĺćă£, − | ň-ěřšćă£):

n = 2 : + − ↔ − + ů-ěšŋőě n ⩾ 4 : (+−)(−+)(+−)(−+) · · · ↔ (−+)(+−)(−+)(+−) : : :

ŋěů-ěšŋőě n ⩾ 4 : (+−) − (−+)(+−)(−+) · · · ↔ (−+) − (+−)(−+)(+−) : : :

Łřőňě šőčő, ěśšĳ řăśśšăŋőćłă (šăłęě ŕěřĺőďă 2) ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě 3 × 3:

+ + − − − − − + + ↔ − − + + − + + − − Šěň śăňżň, ćő ćśěţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăţ, łřőňě 1 × 1 ĺ 1 × 3, ŕřĺňěřż ćěůŋő ęĺćżţ řăśśšăŋőćőł şęě ŕőśšřőěŋż. Ŕőłăęěň, ůšő ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăţ 1 × 1 ĺ 1 × 3 ń¿ąă£ řăśśšăŋőćłă řăŋő ĺńĺ ŕőğďŋő şňř-ěš. Śńşůăľ 1 × 1 őůěćĺďěŋ. Ďń£ śńşůă£ 1 × 3 ňőęŋő śůĺšăšĳ (ćőğňőęŋő, ŋăůĺŋă£ őšśů-ěš śő ćšőřőčő ÿăčă), ůšő ŕěřćă£ łńěšłă ňěřšćă. Šőčďă őśšă-ěšś£ 3 ćăřĺăŋšă, ć łőšőřżţ ěśšĳ ţőš£ ąż őďŋă ęĺćă£ łńěšłă. İćőń¿űĺ£ ćăřĺăŋšă − + + ćłń¿ůăěš ć śěą£ ĺ − + −: − + + → + − − → − + − → + − + → − − −; ă ćăřĺăŋš − − + śĺňňěšřĺůěŋ ćăřĺăŋšş + − −, łőšőřżľ šăłęě ćţőďĺš ć řăśśňőšřěŋŋżľ ćżÿě ŕřĺňěř.

9 łńăśś 9.1. Őšćěš: ćśěčďă.

Ďőčőćőřĺňś£ ć śńşůăě, łőčďă śěřęăŋš śšőĺš ć śšřő¿, őąőğŋăůăšĳ ąşłćőľ m łőńĺůěśšćő ůěńőćěł, śšő£źĺţ ğă śěřęăŋšőň ł ŋěňş ńĺűőň, ă ąşłćőľ n | łőńĺůěśšćő ůěńőćěł, śšő£źĺţ ŕěřěď śěřęăŋšőň ł ŋěňş ńĺűőň.

Ŕşśšĳ śŋăůăńă śěřęăŋš ćśšăŋěš ć łőŋěű śšřő£. Šőčďă ğă ŋĺň ŋĺłőčő ŋě ąşďěš (m = 0). Ěśńĺ ĺ ŕěřěď śěřęăŋšőň ŋĺłšő ŋě ąşďěš śšő£šĳ ł ŋěňş ńĺűőň (n = 0), šő ğăďăůă řěÿěŋă. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě (n > 0) ŕşśšĳ śěřęăŋš ĺď-ěš ćďőńĳ śšřő£ őš ůěńőćěłă ł ůěńőćěłş. Ěśńĺ őŋ ŕřőţőďĺš ŋőćőąřăŋűă, śšő£ćÿěčő ł ŋěňş śŕĺŋőľ, šő ůĺśńő m şćěńĺůĺćăěšś£ ŋă 1, ă ůĺśńő n ŋě ĺğňěŋ£ěšś£. Ěśńĺ śěřęăŋš ŕřőţőďĺš ŋőćőąřăŋűă, śšő£ćÿěčő ł ŋěňş ńĺűőň, šő ůĺśńő n şňěŋĳÿăěšś£ ŋă 1, ă ůĺśńő m ŋě ĺğňěŋ£ěšś£. Ĺŋăůě őąă ůĺśńă m ĺ n őśšă¿šś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ. Šěň śăňżň, ůĺśńő m − n śŋăůăńă őšřĺűăšěńĳŋő, ă ć ŕřőűěśśě ďćĺęěŋĺ£ śěřęăŋšă ćďőńĳ śšřő£ ňőęěš şćěńĺůĺćăšĳś£ ŋě ąőńěě ůěň ŋă 1 ŕřĺ ŕřőţőęďěŋĺĺ łăęďőčő ŋőćőąřăŋűă. Ŋő łőčďă śěřęăŋš ďőľď-ěš ďő ŋăůăńă śšřő£, şęě ůĺśńő n ąşďěš ŋşńěćżň, ă ğŋăůĺš, ůĺśńő m − n ąşďěš ŋěőšřĺűăšěńĳŋżň. Ĺšăł, ŋăůăć ś őšřĺűăšěńĳŋőčő ůĺśńă m − n ĺ ŕřĺąăćń££ ł ŋěňş ŋěśłőńĳłő řăğ ŕő ěďĺŋĺűě, ňż ŕőńşůĺńĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő. Ğŋăůĺš, ć łăłőľ-šő ňőňěŋš ňż ďőńęŋż ążńĺ ŕőńşůĺšĳ ŋőńĳ, šő ěśšĳ ć šőš ňőňěŋš m = n ĺ ś őąěĺţ śšőřőŋ őš śěřęăŋšă ńĺűőň ł ŋěňş ŋăţőďĺńőśĳ ŕőřőćŋş ŋőćőąřăŋűěć.

9.2. Ĺśŕőńĳğş£ ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă a + b > c ĺ šő, ůšő a^2 − ab + b^2 ⩾ 0, ŕőńşůăěň űěŕőůłş ŋěřăćěŋśšć:

a^3 + b^3 + 3abc = (a + b)(a^2 − ab + b^2) + 3abc > c(a^2 − ab + b^2) + 3abc = = c(a^2 + 2ab + b^2) = c(a + b)^2 > c · c^2 = c^3:

9.3. Őšřăğĺň šřěşčőńĳŋĺł ABC őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ DE. Ŕő śćőľśšćş ćŕĺśăŋŋżţ şčńőć ∠AED = ∠ACD = ∠BCD = ∠BED, ŕő¡šőňş ŕř£ňă£ AE ŕřĺ ¡šőň őšřăęěŋĺĺ ŕěřěľď-ěš ć ŕř£ňş¿ BE, ăŋăńőčĺůŋő ŕř£ňă£ CD ŕřĺ őšřăęěŋĺĺ ŕěřěľď-ěš ć ŕř£ňş¿ BD. Šőčďă šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AE ĺ CD, šő ěśšĳ šőůłă I, ŕěřěľď-ěš ŕřĺ őšřăęěŋĺĺ ć šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ BE ĺ BD, šő ěśšĳ ć šőůłş B. Šăłĺň őąřăğőň, šřěşčőńĳŋĺł IFG ŕěřěľď-ěš ŕřĺ ŋăÿěň őšřăęěŋĺĺ ć šřěşčőńĳŋĺł BFG, őšłşďă IF = BF , IG = BG ĺ ŕř£ňă£ BI ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă DE. Ŋő ńşů BI | ąĺśśěłšřĺśă şčńă FBG, ĺ ŕő¡šőňş △FBG řăćŋőąěďřěŋŋżľ, šő ěśšĳ FB = BG.

Ĺšăł, ćśě śšőřőŋż ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă BFIG řăćŋż, ğŋăůĺš, ¡šő řőňą.

9.4. Őšćěš: x = 1, y = 0 ĺńĺ x = −1, y = 0.

Ğŋăłĺ x ĺ y ňőęŋő ćżąĺřăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋő, ŕő¡šőňş ąşďěň ĺśłăšĳ šőńĳłő ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě řěÿěŋĺ£. §śŋő, ůšő x | ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő, x = 2t + 1. Ŕěřěŕĺÿěň şřăćŋěŋĺě ć ćĺďě

x^4 − 1 = (x − 1)(x + 1)(x^2 + 1) = 2t · (2t + 2) · (4t^2 + 4t + 2) = 2y^2:

Šěŕěřĳ ćĺďŋő, ůšő y | ů-ěšŋőě ůĺśńő, y = 2u. Ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě ŋă ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě t; u:

t(t + 1)(2t(t + 1) + 1) = u^2:

Ůĺśńă t, t + 1 ĺ 2t(t + 1) + 1 ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšż, ă ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě | ŕőńŋżľ łćăďřăš. Ğŋăůĺš, łăęďőě ĺğ ŋĺţ šăłęě £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň łćăďřăšőň. İšő ćőğňőęŋő šőńĳłő ŕřĺ t = 0 (ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŕăřă ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕőńŋżţ łćăďřăšőć | ¡šő 0 ĺ 1). Šőčďă ĺ u = 0. Ğŋăůĺš, x = ±1, y = 0.

9.5. Őšćěš: ŕřĺ ćśěţ n łřőňě 1 ĺ 3.

Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 8.6, čďě ďăŋŋőľ ğăďăůě śőőšćěšśšćşěš śńşůăľ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć 1 × n (čőř£źĺě ńăňŕőůłĺ | ¡šő ęĺćżě łńěšłĺ).

9.6. Őšćěš: ŋě ňőčşš.

Ďőłăęěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő łőńĺůěśšćş ĺňě¿źĺţś£ ůăśšěľ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě: ŕőśńě łăęďőčő řăğřěğăŋĺ£ ŋăľď-ěšś£ ůăśšĳ (ňŋőčőşčőńĳŋĺł) ţőš£ ąż ś šřěň£ ŋě šşŕżňĺ şčńăňĺ.

Ąăğă ĺŋďşłűĺĺ. Śŋăůăńă ěśšĳ őďŋă ůăśšĳ, ĺ ¡šő šřěşčőńĳŋĺł ś šřěň£ őśšřżňĺ şčńăňĺ.

Ÿăč ĺŋďşłűĺĺ. Ŕşśšĳ ŋă őůěřěďŋőň ÿăčě ĺňěěšś£ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M ţőš£ ąż ś šřěň£ ŋě šşŕżňĺ şčńăňĺ ĺ ňż ďěńăěň őůěřěďŋőě řăğřěğăŋĺě.

Ěśńĺ ňż řěęěň ŋě ňŋőčőşčőńĳŋĺł M, šő ÿăč ĺŋďşłűĺĺ ďőłăğăŋ. Ŕşśšĳ ňż řăğřěğăńĺ M ŕő ŕř£ňőľ ŋă ďćě ůăśšĺ. Őąőğŋăůĺň šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šőľ ŕř£ňőľ ś ňŋőčőşčőńĳŋĺłőň M ąşłćăňĺ A ĺ B.

Ěśńĺ šőůłă A ńěęĺš ćŋşšřĺ őďŋőľ ĺğ śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M, šő ńĺŋĺ£ řăğřěğă őąřăğşěš ś ¡šőľ śšőřőŋőľ ďćă śňěęŋżţ şčńă, ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ | ŋě šşŕőľ. Ěśńĺ ęě šőůłă A | ćěřÿĺŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, šő śőőšćěšśšćş¿źĺľ ěľ şčőń ňŋőčőşčőńĳŋĺłă řăğąĺćăěšś£ řăğřěğőň ŋă ďćă şčńă, śşňňă łőšőřżţ ňěŋĳÿě 180^∘. Ğŋăůĺš, šěň ąőńěě őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŋě šşŕőľ. Ŕřĺ ¡šőň şčőń A śăň ŋě ążń šşŕżň, šő, őůěćĺďŋő, őąă ŕőńşůĺćÿĺţś£ şčńă šăłęě ŋě šşŕżě. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśńě řăğřěğă ł šőůłě A ŕřĺňżłăěš ąőńĳÿě ŋě šşŕżţ şčńőć (ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă ěďĺŋĺűş). Ăŋăńőčĺůŋżě řăśśşęďěŋĺ£ ŕřő ćšőřőľ łőŋěű řăğřěğă ŕőłăğżćă¿š, ůšő ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ŋě šşŕőľ şčőń ŕő£ćń£ěšś£ ĺ šăň.

Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M ĺňěń ŋě ňěŋěě šř-ěţ ŋě šşŕżţ şčńőć. Ŕő¡šőňş ŕőśńě řăğřěğăŋĺ£ ş ďćşţ ŕőńşůĺćÿĺţś£ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć šăłĺţ şčńőć ć śşňňě ŋě ňěŋěě ŕ£šĺ. Ŋő śőčńăśŋő ŕřĺŋűĺŕş Ďĺřĺţńě ŕő łřăľŋěľ ňěřě ć őďŋőň ĺğ ŋĺţ ŋě šşŕżţ şčńőć ŋě ňěŋěě šř-ěţ. Ÿăč ĺŋďşłűĺĺ ďőłăğăŋ.

Šěň śăňżň, şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő. Ğŋăůĺš, ŕőśńě šőčő łăł ĺśţőďŋżľ šřěşčőńĳŋĺł řăśŕăď-ěšś£ ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ, ţőš£ ąż ş őďŋőčő ĺğ ŋĺţ ąşďěš ŋě ňěŋĳÿě šř-ěţ ŋě šşŕżţ şčńőć, šő ěśšĳ ćśě şčńż ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă ąşďşš ŋě šşŕżňĺ.

10 łńăśś 10.1. Őšćěš: šăŋčěŋśż şčńőć šřěşčőńĳŋĺłă řăćŋż 1, 2 ĺ 3.

Řěÿěŋĺě 1. Őąőğŋăůĺň şčńż šřěşčőńĳŋĺłă (ć ŕőř£ďłě ŋěşążćăŋĺ£) ůěřěğ ¸, ˛, ‚. Šőčďă 0 < ¸ ⩽^π_3 , ŕő¡šőňş 0 < tg ¸ ⩽ √ 3. Šăł łăł tg ¸ | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, šő őŋ řăćěŋ 1, ¸ =^π_4 . Šőčďă ˛ + ‚ =^{3π}_4 , őšłşďă

−1 = tg(˛ + ‚) = tg ˛ + tg ‚ 1 − tg ˛ tg ‚ ;

tg ˛ + tg ‚ = tg ˛ tg ‚ − 1;

(tg ˛ − 1)(tg ‚ − 1) = 2:

Ůĺśńő 2 | ŕřőśšőě, ŕő¡šőňş őďŋă śłőąłă řăćŋă 1, ă ďřşčă£ 2. Őšś¿ďă ŕőńşůăěň: tg ˛ = 2, tg ‚ = 3.

Řěÿěŋĺě 2. Ŋăřĺśşěň ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě šřěşčőńĳŋĺł ABC łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺśşŋłě. Ŕőďśůěšőň łńěšőůěł ńěčłő şąěďĺšĳś£, ůšő tg ∠BAC = 3, tg ∠ACB = 2. Őšňěšĺň šěŕěřĳ šőůłĺ H ĺ D (śň. řĺśşŋőł). Őŕ£šĳ-šăłĺ ĺğ ŕőďśů-ěšă łńěšőůěł śńěďşěš, ůšő ADBH | řőňą ś řăćŋżňĺ ďĺăčőŋăń£ňĺ, šő ěśšĳ łćăďřăš. Ŕő¡šőňş ∠ABC =^π_4 , ă tg ∠ABC = 1. Ĺšăł, ŋăřĺśőćăŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿.

Ŕőłăęěň, ůšő ďřşčĺţ ğŋăůěŋĺľ šăŋčěŋśőć ążšĳ ŋě ňőęěš. Łăł ążńő ďőłăğăŋő ć řěÿěŋĺĺ 1, ŋăĺňěŋĳÿĺľ ĺğ şčńőć šřěşčőńĳŋĺłă őą£ğăšěńĳŋő řăćěŋ^π_4 . Ŕřĺ ¡šőň őśšăńĳŋżě şčńż śšřőčő ąőńĳÿě: ěśńĺ ąż ćšőřőľ şčőń šăłęě řăćŋ£ńś£^π_4 , šő šřěšĺľ şčőń ążń ąż řăćěŋ ı − 2 ·^π_4 =^π_2 ĺ ěčő šăŋčěŋś ążń ąż ŋě őŕřěďěń-ěŋ. Šăłĺň őąřăğőň, őďĺŋ ĺğ šăŋčěŋśőć řăćěŋ 1, ă ďćă őśšăńĳŋżţ | ąőńĳÿě 1.

Ğŋăůĺš, łřőňě ćăřĺăŋšă 1, 2, 3 ĺňě¿šś£ ďćă śńşůă£: šăŋčěŋśż řăćŋż 1, 2, 2 ĺńĺ őďĺŋ ĺğ šăŋčěŋśőć řăćěŋ 1, ă ďćă ďřşčĺţ | ŋě ňěŋĳÿě 3. Ŋő ć ŕěřćőň ĺğ ŋĺţ ŋăň ŕřĺÿńőśĳ ąż şňěŋĳÿĺšĳ ∠BAC, ŋě ĺğňěŋĺć őśšăńĳŋżě ďćă şčńă, ŋő ¡šő ŕřőšĺćőřěůĺš šěőřěĺňě ő śşňňě şčńőć šřěşčőńĳŋĺłă. Ćő ćšőřőň ęě śńşůăě ŕřĺÿńőśĳ ąż şćěńĺůĺšĳ őďĺŋ ĺńĺ ďćă şčńă šřěşčőńĳŋĺłă ABC, őśšăćĺć šřěšĺľ ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ, ůšő ŋěćőğňőęŋő ŕő šěň ęě ŕřĺůĺŋăň. Ĺšăł, ćăřĺăŋš ŋă řĺśşŋłě | ěďĺŋśšćěŋŋżľ.

10.2. Şňŋőęă£ ŋěřăćěŋśšćő^1_a +^1_b +^1_c ⩾ a + b + c ŋă őąźĺľ ğŋăňěŋăšěńĳ, ŕőńşůăěň řăćŋőśĺńĳŋőě ŋěřăćěŋśšćő bc + ac + ab ⩾ (a + b + c)abc.

Šěŕěřĳ ďőłăęěň ćśŕőňőčăšěńĳŋőě ŋěřăćěŋśšćő (a + b + c)^2 ⩾ 3(ab + ac + bc):

(a − b)^2 + (b − c)^2 + (c − a)^2 ⩾ 0 ⇔

⇔ 2(a^2 + b^2 + c^2) ⩾ 2(ab + bc + ca) ⇔

⇔ a^2 + b^2 + c^2 ⩾ (ab + bc + ca) ⇔ ⇔ a^2 + b^2 + c^2 + 2(ab + bc + ca) ⩾ 3(ab + bc + ca) ⇔ ⇔ (a + b + c)^2 ⩾ 3(ab + bc + ca):

Őšś¿ďă ńěčłő ŕőńşůĺšĳ šřěąşěňőě ŋěřăćěŋśšćő:

(a + b + c)^2 ⩾ 3(ab + bc + ca) ⩾ 3(a + b + c)abc; a + b + c ⩾ 3abc:

10.3. Őšćěš: 6.

Ŕşśšĳ ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłőć řăćŋż n, n + 1, n + 2, n + 3. Šőčďă ŕńőźăďĳ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă ABCD śőśšăćń£ěš 4n + 6. Ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă BCD řăćŋă şůěšćěř-ěŋŋőľ ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłă ECF . Ğŋăůĺš, S△ABD = SABCD − S△BCD ⩽ (4n + 6) − 4n = 6: Řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£, ěśńĺ △EFC ĺňěěš ŋăĺňěŋĳÿş¿ ŕńőźăďĳ ĺğ şłăğăŋŋżţ ůěšżř-ěţ šřěşčőńĳŋĺłőć.

Őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ, ůšő ğŋăůěŋĺě 6 £ćń£ěšś£ ćőğňőęŋżň. Ŕřĺňěřőň śńşęĺš řăćŋőąěďřěŋŋă£ šřăŕěűĺ£ ś őśŋőćăŋĺ£ňĺ AD = 6, BC = 4 ĺ ćżśőšőľ 2 (ůĺśńă ŋă řĺśşŋłě őąőğŋăůă¿š ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłőć).

10.4. Őšćěš: ćśěčďă.

Ğăŋşňěřşěň ćśěţ ğřĺšěńěľ ŋőňěřăňĺ ĺţ ąĺńěšőć 1; : : :; n. Ŕşśšĳ, ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ, śăňőě ŕřăćőě ňěśšő ĺňěěš ŋőňěř n, ă śăňőě ńěćőě | ŋőňěř 1. Ąşďěň řěÿăšĳ ğăďăůş ĺŋďşłűĺěľ ŕő łőńĺůěśšćş ğřĺšěńěľ. Ňż śćěď-ěň ğăďăůş ł šőľ ęě ğăďăůě ś ňěŋĳÿĺň ůĺśńőň ğřĺšěńěľ, ŕěřěśăďĺć ğřĺšěń£ n ŋă śćő-ě ňěśšő.

Ŕşśšĳ ąĺńěš-ěř ďěľśšćşěš śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Őŋ ŕěřěśăęĺćăěš ğřĺšěń£ n ćŕřăćő, ěśńĺ ěčő ŕřăćżľ śőśěď ŕřĺ ¡šőň ŋě śăďĺšś£ ŋă śćő-ě ňěśšő. Ěśńĺ ğřĺšěń£ n ŋě şďă-ěšś£ ŕěřěśăďĺšĳ ŕřăćěě ś ňěśšă k, šő ŋă (k+1)-ň ňěśšě śĺďĺš ğřĺšěńĳ k. Ćżąěřěň ŋăĺąőńĳÿěě m šăłőě, ůšő ğřĺšěńĺ ś ŋőňěřăňĺ k; k+1; : : :; k+m−1 śĺď£š ŋă ňěśšăţ k+1; k+2; : : :; k+m śőőšćěšśšćěŋŋő. Ćőğňőęŋż ďćă śńşůă£: k + m < n ĺńĺ k + m = n.

Ć ŕěřćőň śńşůăě ŋă (k + m + 1)-ňěśšě śĺďĺš ğřĺšěńĳ j, j ≠ k + m. Ŕő¡šőňş ąěğőŕăśŋő ŕěřěśăďĺšĳ j ŋăńěćő, ŕőšőň ěź-ě řăğ ŋăńěćő ĺ š.ď., ŕőłă őŋ ŋě ŕőňěŋ£ěšś£ ňěśšăňĺ śő ğřĺšěńěň n. Ć řěğşńĳšăšě ąĺńěš-ěřş şďăśšś£ ŕěřěśăďĺšĳ ğřĺšěń£ n ŋă őďŋő ňěśšő ŕřăćěě, ĺ őŋ ňőęěš ŕőćšőř£šĳ ¡šş ŕřőűěďşřş ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě ŕřőĺğőľď-ěš őďŋő ĺğ ďćşţ: ğřĺšěńĳ n őłăęěšś£ ŋă śćő-ěň ňěśšě ĺńĺ ćśšřěšĺšś£ ćšőřőľ śńşůăľ.

Ćő ćšőřőň śńşůăě ąĺńěš-ěř ňőęěš řăśśăďĺšĳ ŕő śćőĺň ňěśšăň ğřĺšěńěľ k; k + 1; : : :; n, ŕěřěśăęĺćă£ ğřĺšěń£ n ćŕřăćő ďő ěčő ňěśšă.

Šăłĺň őąřăğőň, ŋěśłőńĳłő ğřĺšěńěľ ć ŕřăćőň łőŋűě ř£ďă ąşďşš śĺďěšĳ ŋă śćőĺţ ňěśšăţ, ă őśšăńĳŋżě | ŋěš. Ğăďăůă śćěďěŋă ł ĺśţőďŋőľ ś ňěŋĳÿĺň ůĺśńőň ğřĺšěńěľ.

10.5. Őšćěš: ă) k = 2001; ą) k = 1.

ă) Őśšăŕ ŋě ňőč ğăŋ£šĳ ŕőśńěďŋěě, 2002-ě, ňěśšő ć ŕěřćőň šşřě, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě őŋ śřăğş ęě ćżążń ąż ĺğ ůĺśńă łăŋďĺďăšőć.

Ŕşśšĳ łăŋďĺďăšż ć ŕěřćőň šşřě ŋăąřăńĺ 10^6, 10^6 + 1, : : : , 10^6 + 2001 čőńőś, ă Őśšăŕ ążń ŕřěďŕőśńěďŋĺň ĺ ŕőśńě łăęďőčő šşřă ŕőńşůăń ćśě čőńőśă ćżążćÿěčő łăŋďĺďăšă. Šőčďă ć 1001-ň šşřě ş ŋěčő ěź-ě ňěŋĳÿě ŕőńőćĺŋż čőńőśőć, ă ĺňěŋŋő: čőńőśă ćśěţ łăŋďĺďăšőć, ğăŋ£ćÿĺţ ŕőśńěďŋĺě 1001 ňěśšő ć ŕěřćőň šşřě. Őďŋăłő ć 1002-ň šşřě ş Őśšăŕă şęě ąőńěě ŕőńőćĺŋż ćśěţ čőńőśőć, ďěľśšćĺšěńĳŋő, ş Őśšăŕă

10^6+(10^6+1)+: : :+(10^6+1001) = 1002·10^6+

1001 · 1002 2 = 1002·10^6+1001·501 = 1 002 501 501

čőńőśőć, ă ćśěčő ĺğąĺřăšěńěľ

10^6+(10^6+1)+: : :+(10^6+2001) = 2002·10^6+

2001 · 2002 2 = 2002·10^6+2001·1001 = 2 004 003 001:

Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ¡šő ňěŋĳÿě şďćőěŋŋőčő ůĺśńă čőńőśőć Őśšăŕă.

ą) Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő k > 1. Łăŋďĺďăšă, ğăŋ£ćÿěčő ŕěřćőě ňěśšő ć ŕěřćőň šşřě, ŋăğőć-ěň ťăćőřĺšőň. Šěţ, łšő ćżążń ć ŕěřćőľ šżś£ůě šşřőć, ŋăğőć-ěň ăşšśăľďěřăňĺ, ă ćśěţ őśšăńĳŋżţ łăŋďĺďăšőć, łřőňě Őśšăŕă, | ńĺďěřăňĺ. Ŕőśłőńĳłş ůĺśńő ăşšśăľďěřőć 1000, ă ńĺďěřőć 1001, šő őďĺŋ ĺğ ńĺďěřőć ŋě ŕőńşůăń čőńőśőć ăşšśăľďěřőć. Ć ŕěřćőň šşřě (ĺ ŕőğęě) őŋ ĺňěń ąőńĳÿě čőńőśőć, ůěň ń¿ąőľ ăşšśăľďěř (šăł łăł ć łőŋěůŋőň śů-ěšě ćżążń ăşšśăľďěř, ă ŋě ¡šőš ńĺďěř). Ŕő¡šőňş ťăćőřĺš, ŋăąřăćÿĺľ ć ŕěřćőň šşřě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő čőńőśőć, ŋě ćţőďĺš ć ůĺśńő ăşšśăľďěřőć.

Ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő čőńőśőć, łőšőřőě ňőč śőąřăšĳ Őśšăŕ ł 1001- ňş šşřş, | ¡šő ćśě čőńőśă ăşšśăľďěřőć ŋă ňőňěŋš ćżńěšă łăęďőčő ĺğ ŋĺţ ĺ čőńőśă ŕěřćőŋăůăńĳŋżţ ĺğąĺřăšěńěľ Őśšăŕă. Ń¿ąőľ ĺğ ńĺďěřőć ć ń¿ąőň ĺğ ŕěřćőľ šżś£ůĺ šşřőć (ă šěň ąőńěě ć 1001-ň) ĺňěěš ąőńĳÿě čőńőśőć, ůěň ăşšśăľďěř ¡šőčő šşřă. Ťăćőřĺš ğăćěďőňő ĺňěěš ąőńĳÿě, ůěň ĺňěń Őśšăŕ ć ŕěřćőň šşřě. Ŕő¡šőňş ńĺďěřż ć śşňňě ĺňě¿š ć 1001- ň šşřě ąőńĳÿě čőńőśőć, ůěň Őśšăŕ, ĺ őŋ ŋě ňőęěš śšăšĳ ŕőąěďĺšěńěň.

Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ćőŕřőś: ĺğňěŋĺšś£ ńĺ őšćěš ć ğăďăůě, ěśńĺ čőńőśă ćżążćÿěčő łăŋďĺďăšă ŕřőĺğćőńĳŋő ďěń£šś£ ňěęďş őśšăćÿĺňĺś£?

10.6. Őšćěš: ňőęŋő.

Řăśśňőšřĺň šăłş¿ řăśłřăśłş łćăďřăšă: ćŕĺÿěň łřşč ć łćăďřăš ĺ řăśłřăśĺň ć ů-ěřŋżľ űćěš šőůłĺ łćăďřăšă, ńěęăźĺě ćŋě łřşčă; ćŕĺÿěň ć ŕőńşůěŋŋżľ łřşč łćăďřăš śő śšőřőŋăňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ śšőřőŋăň ĺśţőďŋőčő łćăďřăšă. Řăśłřăśĺň ć ąěńżľ űćěš šőůłĺ łřşčă, ńěęăźĺě ćŋě ÀňăńěŋĳłőčőÁ łćăďřăšă. Ŕő šăłőňş ęě ŕřăćĺńş řăśłřăśĺň ňăńěŋĳłĺľ łćăďřăš ĺ š.ď.. Ğăňěšĺň, ůšő ňż śůĺšăěň čřăŋĺůŋżě šőůłĺ ńěęăźĺňĺ

ÀćŋşšřĺÁ ťĺčşřż. Šăłĺň őąřăğőň, čřăŋĺűă łăęďőčő łćăďřăšă ŕőłřăÿěŋă ů-ěřŋżň, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ůěšżř-ěţ šőůěł łăśăŋĺ£ ćŕĺśăŋŋőčő ć łćăďřăš łřşčă, ă čřăŋĺűă łăęďőčő łřşčă | ąěńżň, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ůěšżř-ěţ ćěřÿĺŋ łćăďřăšă, ćŕĺśăŋŋőčő ć ¡šőš łřşč.

Ŕşśšĳ śšőřőŋă ĺśţőďŋőčő łćăďřăšă řăćŋă a, šőčďă śšőřőŋă ňăńěŋĳłőčő łćăďřăšă řăćŋă a= √ 2. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďńĺŋż śšőřőŋ łćăďřăšőć śšřěň£šś£ ł 0. Ŕő¡šőňş ćśě šőůłĺ, łřőňě űěŋšřă, ąşďşš řăśłřăÿěŋż. Űěŋšř řăśłřăśĺň ć ů-ěřŋżľ űćěš.

Őůěćĺďŋő, ůšő ňŋőęěśšćő ů-ěřŋżţ šőůěł łćăďřăšă ŕőďőąŋő ňŋőęěśšćş ů-ěřŋżţ šőůěł łřşčă, ćŕĺśăŋŋőčő ć ¡šőš łćăďřăš (ćšőřőě ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕěřćőčő čőňőšěšĺěľ ś űěŋšřőň ć űěŋšřě łćăďřăšă ĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň^1√_2 ). Ă ňŋőęěśšćő ąěńżţ šőůěł łćăďřăšă ŕřőśšő śőćŕăďăěš ś ňŋőęěśšćőň ąěńżţ šőůěł ćŕĺśăŋŋőčő ć ŋěčő łřşčă.

11 łńăśś 11.1. Śň. ğăďăůş 10.1.

11.2. Ŕőńőęĺň t = 100. Šőůłă B ś łőőřďĺŋăšăňĺ (t; c), čďě c = t^3 + t + 1, őůěćĺďŋő, ńěęĺš ŋă čřăťĺłě ťşŋłűĺĺ y = x^3 + |x| + 1.

Řăśśňőšřĺň ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő r =^3

√c − t. Šőčďă (t + r)^3 = c, śńěďőćăšěńĳŋő, šőůłă A ś łőőřďĺŋăšăňĺ (t + r; c) ńěęĺš ŋă čřăťĺłě ťşŋłűĺĺ y = x^3.

Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ A ĺ B řăćŋő r. Ŋő ĺğ řăćěŋśšćă (t + r)^3 = c = t^3 + t + 1 śńěďşěš, ůšő 3t^2r + 3tr^2 + r^3 = t + 1, 3t^2r < t + 1, r <^{t+1}_{3t}2 =^{101}_{3·100·100} <^1_{100} .

11.3. Śň. ğăďăůş 10.4.

11.4. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůăśšŋżţ k_n, n ⩾ 2002. Ŕşśšĳ ůăśšŋőě őš ďěńěŋĺ£ śşňňż ŕřěďżďşźĺţ ůńěŋőć S_{n−1} ŋă őůěřěďŋőľ ůńěŋ an řăćŋő kn, šő ěśšĳ Sn−1 = ankn. Šăł łăł śńěďş¿źĺľ ůńěŋ an+1 ďěńĺš śşňňş S_{n−1} + a_n ĺ a_{n+1} > a_n, šő Sn an+1 = Sn−1 + an an+1 < Sn−1 + an an = k^n + 1:

Šő ěśšĳ ůăśšŋżě ŋě ćőğřăśšă¿š: k_{n+1} ⩽ k_n. Ŕő¡šőňş, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ňěśšă (ŕřĺ n ⩾ N), k_n = k. Ŋő šőčďă ŕřĺ n ⩾ N ĺňěěň an+1 =^Sn�^{1 +a}n_k = an +^an_k , šő ěśšĳ ś ¡šőčő ňěśšă ŕőńşůăěň čěőňěšřĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿ a_{n+1} =^{k+1}_k a_n =^{(k+1)} n�N kn�N aN . Ŕőńşůăěň, ůšő aN ďěńĺšś£ ŋă śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿş¿ śšěŕěŋĳ k. Ğŋăůĺš, k = 1, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

11.5. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ I űěŋšř ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC, ă ůěřěğ r | ě-ě řăďĺşś. Ŕşśšĳ ∠BAC = ¸.

Ďőłăęěň, ůšő T_B O_A⊥AB. Ŋăţőďĺň AB_1 = AB cos ¸, AC_1 = AC cos ¸. Ć šřěşčőńĳŋĺłăţ BAC ĺ B_1AC_1 şčőń BAC őąźĺľ ĺ AB_1=AB = AC_1=AC = cos ¸. Šăłĺň őąřăğőň, šřěşčőńĳŋĺłĺ B_1AC_1 ĺ BAŚ ŕőďőąŋż ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň ŕőďőąĺ£, řăćŋżň cos ¸. Ŕşśšĳ X | ŕřőěłűĺ£ šőůłĺ O_A ŋă AB. Őšřěğłĺ AX ĺ AT_B | ¡šő őšřěğłĺ őš ćěřÿĺŋż A ďő šőůěł łăśăŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ śšőřőŋ śő ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿ ć ŕőďőąŋżţ šřěşčőńĳŋĺłăţ B_1AC_1 ĺ BAŚ, šő ěśšĳ AX ĺ AT_B | śőőšćěšśšćěŋŋżě ¡ńěňěŋšż ć ŕőďőąŋżţ šřěşčőńĳŋĺłăţ. Ŕő¡šőňş AX = AT_B cos ¸. Ŋő ěśńĺ Y | ŕřőěłűĺ£ šőůłĺ T_B ŋă AB, šő AY = AT_B cos ¸. İšő őğŋăůăěš, ůšő AX = AY , šő ěśšĳ šőůłĺ X ĺ Y śőćŕăďă¿š. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő T_B O_A⊥AB.

Ăŋăńőčĺůŋő ŕřĺćěď-ěŋŋőňş ćżÿě řăśśşęďěŋĺ¿ ďőłăęěň, ůšő T_AO_B⊥AB, T_C O_B⊥BC, T_B O_C ⊥BC, T_AO_C ⊥CA, T_C O_A⊥CA. Őůěćĺďŋő, IT_C ⊥AB, IT_A⊥BC, IT_B ⊥CA, ă šăłęě IT_A = IT_B = IT_C = r. Ć ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłě T_B O_AT_C I ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě śšőřőŋż ŕăřăńńěńĳŋż, śńěďőćăšěńĳŋő, T_B O_AT_C I | ŕăřăńńěńőčřăňň, ć łőšőřőň IT_B = IT_C = T_BO_A = T_C O_A = r. Ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůăěň, ůšő T_C O_B = T_AO_B = T_AO_C = T_B O_C = r, šăłĺň őąřăğőň, ćśě śšőřőŋż ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă T_AO_C T_B O_AT_C O_B řăćŋż r.

Ğăňěůăŋĺě. Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ÿěśšĺşčőńĳŋĺł T_AO_CT_B O_AT_C O_B űěŋšřăńĳŋő-śĺňňěšřĺůěŋ ĺ ěčő űěŋšř ńěęĺš ŋă ŕř£ňőľ, śőěďĺŋ£¿źěľ űěŋšřż ćŕĺśăŋŋőľ ĺ őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšěľ šřěşčőńĳŋĺłă ABC.

11.6. Śň. ğăďăůş 10.5.