
LXXVII Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

2 ìàðòà 2014 ãîäà • 8 êëàññ

Задача 1. Âèòÿ õî÷åò íàéòè âûðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç åäèíèö, ñêîáîê, çíà-
êîâ ¾+¿ è ¾×¿, òàêîå ÷òî
� åãî çíà÷åíèå ðàâíî 10;
� åñëè â ýòîì âûðàæåíèè çàìåíèòü âñå çíàêè ¾+¿ íà çíàêè ¾×¿, à çíàêè ¾×¿

íà çíàêè ¾+¿, âñ¼ ðàâíî ïîëó÷èòñÿ 10.
Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî âûðàæåíèÿ.

Задача 2. Áóäåì íàçûâàòü змейкой ëîìàíóþ, ó êîòîðîé âñå óã-
ëû ìåæäó ñîñåäíèìè çâåíüÿìè ðàâíû, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî íåêðàé -
íåãî çâåíà ñîñåäíèå ñ íèì çâåíüÿ ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñò ÿõ
îò ýòîãî çâåíà (ïðèìåð çìåéêè � íà ðèñ. ñïðàâà).

Áàðîí Ìþíõãàóçåí çàÿâèë, ÷òî îòìåòèë íà ïëîñêîñòè 6 òî÷åê è í àø¼ë 6 ðàç-
íûõ ñïîñîáîâ ñîåäèíèòü èõ (ïÿòèçâåííîé) çìåéêîé (âåðøèíû ê àæäîé èç çìå-
åê � îòìå÷åííûå òî÷êè). Ìîãóò ëè åãî ñëîâà áûòü ïðàâäîé?

Задача 3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 2014 êàê-òî ðàçáèëè íà ïàðû, ÷èñëà
â êàæäîé èç ïàð ñëîæèëè, à ïîëó÷åííûå 1007 ñóìì ïåðåìíîæèëè. Ìîã ëè
ðåçóëüòàò îêàçàòüñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

Задача 4. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû CD.
×åðåç òî÷êóC ïðîâåëè ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìîé BM , à ÷åðåç òî÷-
êó M � ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äèàãîíàëè BD. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ïðî-
âåäåííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AD.

Задача 5. Â ãîðîäå Ïëîñêîì íåò íè îäíîé áàøíè. Äëÿ ðàçâèòèÿ òóðèç-
ìà æèòåëè ãîðîäà ñîáèðàþòñÿ ïîñòðîèòü íåñêîëüêî áàøåí, îáù åé âûñîòîé
â 30 ýòàæåé.

Èíñïåêòîð Âûñîòíèêîâ, ïîäíèìàÿñü íà êàæäóþ áàøíþ, ñ÷èòàåò ÷èñëî áî-
ëåå íèçêèõ áàøåí, à ïîòîì ñêëàäûâàåò ïîëó÷èâøèåñÿ âåëè÷èíû . Ïîñëå ÷åãî
èíñïåêòîð ðåêîìåíäóåò ãîðîä òåì ñèëüíåå, ÷åì ïîëó÷èâøàÿñÿ âåëè÷èíà áîëü-
øå. Ñêîëüêî è êàêîé âûñîòû áàøåí íàäî ïîñòðîèòü æèòåëÿì, ÷òî áû ïîëó÷èòü
íàèëó÷øóþ âîçìîæíóþ ðåêîìåíäàöèþ?

Задача 6. Íà ñòîëå ëåæàò 9 ÿáëîê, îáðàçóÿ 10 ðÿäîâ
ïî 3 ÿáëîêà â êàæäîì (ñì. ðèñ.). Èçâåñòíî, ÷òî ó äåâÿòè
ðÿäîâ âåñà îäèíàêîâû, à âåñ äåñÿòîãî ðÿäà îòëè÷àåòñÿ.

Åñòü ýëåêòðîííûå âåñû, íà êîòîðûõ çà ðóáëü ìîæíî
óçíàòü âåñ ëþáîé ãðóïïû ÿáëîê. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî
ðóáëåé íàäî çàïëàòèòü, ÷òîáû óçíàòü, âåñ êàêîãî èìåííî
ðÿäà îòëè÷àåòñÿ?

XII устная городская олимпиада по геометрии для 8–11 классов
состоится 13 апреля. Подробная информация на сайте olympiads.mccme.ru/ustn/

Закрытие LXXVII Московской математической олимпиады
пройдёт в воскресенье 23 марта в Главном здании МГУ.

Подробная информация на сайте www.mccme.ru/mmo/



LXXVII Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

2 ìàðòà 2014 ãîäà • 9 êëàññ

Задача 1. Âñå êîýôôèöèåíòû êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà � íå÷¼òíûå öåëûå
÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ó íåãî íåò êîðíåé âèäà1/n, ãäån � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Задача 2. Â ìàãàçèíå â ðÿä âèñÿò 21 áåëàÿ è 21 ôèîëåòîâàÿ ðóáàøêà.
Íàéäèòå òàêîå ìèíèìàëüíîå k, ÷òî ïðè ëþáîì èçíà÷àëüíîì ïîðÿäêå ðóáàøåê
ìîæíî ñíÿòü k áåëûõ è k ôèîëåòîâûõ ðóáàøåê òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ áå-
ëûå ðóáàøêè âèñåëè ïîäðÿä è îñòàâøèåñÿ ôèîëåòîâûå ðóáàøêè òîæå âèñåëè
ïîäðÿä.

Задача 3. Äàíî n ïàëî÷åê. Èç ëþáûõ òð¼õ ìîæíî ñëîæèòü òóïîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå n?

Задача 4. Íà êâàäðàòíîì ñòîëå ëåæèò êâàäðàòíàÿ ñêàòåðòü òàê, ÷òî íè
îäèí óãîë ñòîëà íå çàêðûò, íî ñ êàæäîé ñòîðîíû ñòîëà ñâèñàåò òðåóãîëüíûé
êóñîê ñêàòåðòè. Èçâåñòíî, ÷òî êàêèå-òî äâà ñîñåäíèõ êóñêà ðàâíû. Äîêàæèòå,
÷òî è äâà äðóãèõ êóñêà òîæå ðàâíû. (Ñêàòåðòü íèãäå íå íàêëàäûâàåòñÿ ñàìà
íà ñåáÿ, å¼ ðàçìåðû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ðàçìåðîâ ñòîëà.)

Задача 5. Радикалом íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N (îáîçíà÷àåòñÿ rad(N)) íà-
çûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëàN , âçÿòûõ ïî îäíîìó
ðàçó. Íàïðèìåð, rad(120) = 2 · 3 · 5 = 30.

Ñóùåñòâóåò ëè òðîéêà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷ èñåëA, B, C
òàêèõ, ÷òîA + B = C è C > 1000 · rad(ABC)?

Задача 6. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 10 òî÷åê, çàíóìåðîâàííûå ïî ÷àñîâî é
ñòðåëêå:A1, A2, . . . , A10, ïðè÷¼ì èçâåñòíî, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû
ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè.

Èçíà÷àëüíî â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå ñèäèò ïî êóçíå÷èêó. Êà æäóþ ìè-
íóòó îäèí èç êóçíå÷èêîâ ïðûãàåò вдоль окружности ÷åðåç ñâîåãî ñîñåäà òàê,
÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå èçìåíèëîñü. Ïðè ýòîì íåëüçÿ ï ðîëåòàòü íàä
äðóãèìè êóçíå÷èêàìè è ïîïàäàòü â òî÷êó, ãäå óæå ñèäèò êóçíå÷èê.

×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îêàçàëîñü, ÷òî êàêèå-òî 9 êóçíå÷èêîâ ñèäÿò â òî÷-
êàõ A1, A2, . . . , A9, à äåñÿòûé êóçíå÷èê ñèäèò íà äóãåA9A10A1. Ìîæíî ëè
óòâåðæäàòü, ÷òî îí ñèäèò èìåííî â òî÷êå A10?

XII устная городская олимпиада по геометрии для 8–11 классов
состоится 13 апреля. Подробная информация на сайте olympiads.mccme.ru/ustn/

Закрытие LXXVII Московской математической олимпиады
пройдёт в воскресенье 23 марта в Главном здании МГУ.

Подробная информация на сайте www.mccme.ru/mmo/



LXXVII Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

2 ìàðòà 2014 ãîäà • 10 êëàññ

Задача 1. Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåíf(x) = ax2 +bx+c ïðèíèìàåò â òî÷êàõ
1
a

è c çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êîðíè òð¼õ÷ëåíà f(x) èìåþò
ðàçíûå çíàêè.

Задача 2. Â ìàãàçèíå â ðÿä âèñÿò 21 áåëàÿ è 21 ôèîëåòîâàÿ ðóáàøêà.
Íàéäèòå òàêîå ìèíèìàëüíîå k, ÷òî ïðè ëþáîì èçíà÷àëüíîì ïîðÿäêå ðóáàøåê
ìîæíî ñíÿòü k áåëûõ è k ôèîëåòîâûõ ðóáàøåê òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ áå-
ëûå ðóáàøêè âèñåëè ïîäðÿä è îñòàâøèåñÿ ôèîëåòîâûå ðóáàøêè òîæå âèñåëè
ïîäðÿä.

Задача 3. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ñåðåäèíó ñòîðî-
íû AC, à ÷åðåçP � ñåðåäèíó îòðåçêà CM . Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëü-
íèêà ABP ïåðåñåêàåò îòðåçîêBC âî âíóòðåííåé òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî
∠ABM = ∠MQP .

Задача 4. Äàíî íåñêîëüêî áåëûõ è íåñêîëüêî ÷¼ðíûõ òî÷åê. Èç êàæäîé
áåëîé òî÷êè èä¼ò ñòðåëêà â êàæäóþ ÷¼ðíóþ, íà êàæäîé ñòðåëêå íàïèñàíî
íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïðîéòè ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó ìàðøðóòó, òî ïðîèçâå-
äåíèå ÷èñåë íà ñòðåëêàõ, èäóùèõ ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, ðàâíî ïðîèçâå-
äåíèþ ÷èñåë íà ñòðåëêàõ, èäóùèõ ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.

Îáÿçàòåëüíî ëè òîãäà ìîæíî ïîñòàâèòü â êàæäîé òî÷êå íàòóðàë üíîå ÷èñëî
òàê, ÷òîáû ÷èñëî íà êàæäîé ñòðåëêå ðàâíÿëîñü ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë íà å¼
êîíöàõ?

Задача 5. Äàí òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî íåò ðàâíûõ óãëîâ. Ïåòÿ è Âàñÿ
èãðàþò â òàêóþ èãðó: çà îäèí õîä Ïåòÿ îòìå÷àåò òî÷êó íà ïëîñêî ñòè, à Âà-
ñÿ êðàñèò å¼ ïî ñâîåìó âûáîðó â êðàñíûé èëè ñèíèé öâåò. Ïåòÿ âûèãðàåò,
åñëè êàêèå-òî òðè èç îòìå÷åííûõ èì è ïîêðàøåííûõ Âàñåé òî÷åê îáðàçóþò
îäíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê, ïîäîáíûé èñõîäíîìó.

Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ Ïåòÿ ñìîæåò ãàðàíòèðîâàííî âûèãðàòü
(êàêîâ áû íè áûë èñõîäíûé òðåóãîëüíèê)?

Задача 6. Ìíîãî÷ëåí P (x) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: P (0) = 1,
(P (x))2 = 1 + x + x100 · Q(x), ãäåQ(x) � íåêèé ìíîãî÷ëåí. Äîêàæèòå, ÷òî
êîýôôèöèåíò ïðè x99 ìíîãî÷ëåíà (P (x) + 1)100 ðàâåí íóëþ.

XII устная городская олимпиада по геометрии для 8–11 классов
состоится 13 апреля. Подробная информация на сайте olympiads.mccme.ru/ustn/

Закрытие LXXVII Московской математической олимпиады
пройдёт в воскресенье 23 марта в Главном здании МГУ.

Подробная информация на сайте www.mccme.ru/mmo/



LXXVII Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

2 ìàðòà 2014 ãîäà • 11 êëàññ, ïåðâûé äåíü

Задача 1. Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåíf(x) = ax2 + bx + c ïðèíèìàåò â òî÷êàõ
c è 1

a çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êîðíè òð¼õ÷ëåíà f(x) èìåþò
ðàçíûå çíàêè.

Задача 2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ òàêèå x, y è z,
÷òî ÷èñëàcos x, cos y è cos z ïîïàðíî ðàçëè÷íû è îáðàçóþò â óêàçàííîì ïî-
ðÿäêå àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ïðè ýòîì ÷èñëà cos(x + a), cos(y + a) è
cos(z+a) òàêæå îáðàçóþò â óêàçàííîì ïîðÿäêå àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåñ ñèþ.

Задача 3. Íà ñòîðîíàõ AD è CD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ñ öåíòðîì O
îòìå÷åíû òàêèå òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ∠AOP = ∠COQ = ∠ABC.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ∠ABP = ∠CBQ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AQ è CP ïåðåñåêàþòñÿ íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêàABC.

Задача 4. Ñàøà îáíàðóæèë, ÷òî íà êàëüêóëÿòîðå îñòàëîñü ðîâíî n ðà-
áî÷èõ êíîïîê ñ öèôðàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷è ñëî îò 1 äî
99 999 999 ìîæíî ëèáî íàáðàòü, èñïîëüçóÿ ëèøü ðàáî÷èå öèôðû, ëèáî ïîëó-
÷èòü êàê ñóììó äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæ íî íàáðàòü,
èñïîëüçóÿ ëèøü ðàáî÷èå öèôðû. Êàêîâî íàèìåíüøåå n, ïðè êîòîðîì ýòî âîç-
ìîæíî?

Задача 5. Ìíîãî÷ëåí P (x) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: P (0) = 1,
(P (x))2 = 1 + x + x100Q(x) ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõx, ãäåQ(x) � íåêîòîðûé
ìíîãî÷ëåí. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè x99 ìíîãî÷ëåíà (P (x) + 1)100

ðàâåí íóëþ.

Задача 6. Â êîðîëåâñòâå íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû æåëåçíîé ä î-
ðîãîé. Ó êîðîëÿ åñòü ïîëíûé ñïèñîê, â êîòîðîì ïîèì¼ííî ïåðå÷ èñëåíû âñå
òàêèå ïàðû (êàæäûé ãîðîä èìååò ñâî¼ ñîáñòâåííîå èìÿ). Îêàçà ëîñü, ÷òî äëÿ
ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ãîðîäîâ ïðèíö ìîæåò ïåðåèìåíîâàò ü âñå ãîðîäà
òàê, ÷òîáû ïåðâûé ãîðîä îêàçàëñÿ íàçâàííûì èìåíåì âòîðîãî ã îðîäà, à êî-
ðîëü íå çàìåòèë áû èçìåíåíèé. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ãîð îäîâ ïðèíö
ìîæåò ïåðåèìåíîâàòü âñå ãîðîäà òàê, ÷òîáû ïåðâûé ãîðîä îêàç àëñÿ íàçâàí-
íûì èìåíåì âòîðîãî ãîðîäà, âòîðîé ãîðîä îêàçàëñÿ íàçâàííûì èìåíåì ïåð-
âîãî ãîðîäà, à êîðîëü íå çàìåòèë áû èçìåíåíèé?

Решение каждого пункта задачи 3 оценивается как решение отдельной задачи.

Закрытие LXXVII Московской математической олимпиады
пройдёт в воскресенье 23 марта в Главном здании МГУ.

Подробная информация на сайте www.mccme.ru/mmo/


