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Óðàâíåíèå Ìàðêîâà

Îïðåäåëåíèå

Óðàâíåíèå Ìàðêîâà � äèîôàíòîâî óðàâíåíèå âèäà

(∗) x21+ x22+ x23 = 3x1x2x3,

Òðîéêè Ìàðêîâà � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (*) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ

(x1 =m1, x2 =m2, x3 =m3).

×èñëà Ìàðêîâà � âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïîÿâëÿþùèåñÿ â ýòèõ
òðîéêàõ.
Ïðèìåð: (1,1,1), (2,1,1), (1,2,1), (1,1,2). Ýòî âñå ðåøåíèÿ, ó
êîòîðûõ mi =mj ïðè i , j. Îíè íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè.



Àíäðåé Àíäðååâè÷ Ìàðêîâ-ñòàðøèé. Ðóññêèé
ìàòåìàòèê (1856�1922). Ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è òåî-
ðèè ÷èñåë. Ó÷åíèê Ï. Ë. ×åáûø¼âà. Îòåö
À. À. Ìàðêîâà-ìëàäøåãî.



Ш Л

« i l  ~ Ш 7 ~  '

ЬЧ

M l О БИНАРНЫХЪ W

КВАДРАТИЧНЫХЪ ФОРМАХЪ

ПОЛОЖИТЕЛЬНАГО ОПРЕДѢ ЛИТЕЛЯ.

Р А З С У Ж Д Е Ш Е

А. М А Р К О В А .

 с-«««--- -, д

САН КТПЕТЕРБУРГЪ.

ТНПОГРАФЩ ИМПЕРАТОРСКОЙ АКАДЕМІП НАУКЪ. 

(Вас. Остр,, 9 ліи. №  12.)

1880.



Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìàðêîâà

(∗) x21+ x22+ x23 = 3x1x2x3

Ýëåìåíòàðíûå ïåðåñòðîéêè ðåøåíèé (ìóòàöèè)

Ôèêñèðóåì x1 =m1 è x2 =m2 è ðàññìàòðèâàåì (*) êàê êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x3.
Ïî ôîðìóëàì Âèåòà

m3+m′3 = 3m1m2, m3m
′
3 =m2

1+m2
2 =⇒

m′3

(m1,m2,m3) // (m1,m2,3m1m2 −m3)

Ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî íîâîå: åñëè m3 =m′3, òî

3m1m2 = 2m3 =⇒ m2
1+m2

2 =m2
3 =⇒ ïðîòèâîðå÷èå



�Ðàçìíîæàåì� ðåøåíèÿ:

Íà÷èíàåì ñ ðåøåíèÿ (m1,m2,m3). Ïðèìåíÿåì 3 ìóòàöèè ïî
êàæäîé ïåðåìåííîé

m′1 := 3m2m3 −m1, m′2 := 3m1m3 −m2, m′3 := 3m1m2 −m3

Ïîëó÷àåì

(m1,m
′
2,m3)

(m1,m2,m3)

(m′1,m2,m3) (m1,m2,m
′
3)



Ëåììà

Åñëè (m1,m2,m3) � íåñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå, òî âñå òðîéêè
(m′1,m2,m3), (m1,m

′
2,m3), (m1,m2,m

′
3) ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü m1 >m2 >m3. Ðàññìîòðèì

f(t) := t2 − 3tm2m3+m2
2+m2

3 = (t−m1)(t−m′1),

f(m2) := 2m2
2+m2

3 − 3m
2
2m3 < 0 =⇒ m1 >m2 >m

′
1.

m′2 = 3m1m3 −m2 >m1, m′3 = 3m1m2 −m3 > 3m1m3 −m2 =m′2.

m′3 >m
′
2 >m1 >m2 >m

′
1.



Ñëåäñòâèå

Ýëåìåíòàðíàÿ ïåðåñòðîéêà â ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòå òðîéêè
óìåíüøàåò ýòîò ýëåìåíò: m1 >m2 >m3 =⇒

(m1,m2,m3) 7−→ (m′1,m2,m3), m′1 <m2 <m1.

(m1,m
′
2,m3)

(m1,m2,m3)

(m′1,m2,m3) (m1,m2,m
′
3)

Âûâîä.

Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìàðêîâà ïîëó÷àåòñÿ èç (1,1,1)
ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ìóòàöèé.



Äåðåâî Ìàðêîâà

(5,13,194)

(1,5,13)

(1,13,34)

(1,1,1) (1,1,2) (1,2,5)

(2,29,169)

(2,5,29)

(5,29,433)



×èñëà Ôèáîíà÷÷è â äåðåâå Ìàðêîâà

Ïóñòü m3 = 1. Ìóòàöèÿ ïî 2-é íåèçâåñòíîé & ïåðåñòàíîâêà:

(m1, m2, 1) 7−→ (m1, m
′
2 = 3m1 −m2, 1) 7−→ (3m1 −m2, m1, 1).

Íà÷èíàåì ñ (1,1,1). Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (âåòêà
Ôèáîíà÷÷è):

(1,1,1) 7−→ (2,1,1) 7−→ (5,2,1) 7−→ (13,5,1) 7−→ (34,13,1) 7−→ · · ·

ai+2 = 3ai − ai+1.

×èñëà Ôèáîíà÷÷è:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . .

f1 = f2 = 1, fn+2 = fn+ fn+1 =⇒ f2i+5 = 3f2i+3 − f2i+1

âi := f2i+1, âi+1 := f2i+3, âi+2 := f2i+5 =⇒ âi+2 = 3âi − âi+1.



×èñëà Ïåëëÿ â äåðåâå Ìàðêîâà

Ïóñòü m3 = 2. Òîãäà m′2 = 6m1 −m2,

(m1, m2, 2) 7−→ (m1, m
′
2 = 6m1 −m2, 2) 7−→ (m′2 = 6m1 −m2, m1, 2)

Íà÷èíàåì ñ (1,1,2). Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (âåòêà Ïåëëÿ):

(1,1,2) 7−→ (5,1,2) 7−→ (29,5,2) 7−→ (169,29,2) 7−→ (985,169,2) 7−→ · · ·

bi+2 = 6bi − bi+1.

×èñëî Ïåëëÿ (÷èñëî y â ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 −2y2 = ±1):

1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378, . . .

p0 = 0, p1 = 1, pn+2 = 2pn+1+ pn =⇒ p2i+5 = 6p2i+3 −p2i+1

b̂i := p2i+1, b̂i+1 := p2i+3, b̂i+2 := p2i+5 =⇒ b̂i+2 = 6b̂i − b̂i+1.



Ñâîéñòâà ÷èñåë Ìàðêîâà

(m1,m2,m3) � òðîéêà Ìàðêîâà =⇒ m1,m2,m3 ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòû,

ëþáîå ÷èñëî Ìàðêîâà íå äåëèòñÿ íà 3,

ëþáîå ÷èñëî Ìàðêîâà íå äåëèòñÿ íà 4,

ëþáîå ÷èñëî Ìàðêîâà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â íåêîòîðîé
òðîéêå.

Ãèïîòåçà (ãèïîòåçà åäèíñòâåííîñòè, Ôðîáåíèóñ 1913)

Òðîéêà Ìàðêîâà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ìàêñèìàëüíûì
ýëåìåíòîì.



Ïðèáëèæåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè

Òåîðåìà (Äèðèõëå)

×èñëî θ èððàöèîíàëüíî ⇐⇒ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
p
q ∈Q òàêèõ, ÷òî ∣∣∣∣∣θ − pq

∣∣∣∣∣ < 1

q2
.

Òåîðåìà (Ãóðâèö)

Åñëè θ èððàöèîíàëüíî, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî p
q ∈Q

òàêèõ, ÷òî ∣∣∣∣∣θ − pq
∣∣∣∣∣ < 1
√
5q2

.

Êîíñòíàòó
√
5 íåëüçÿ çàìåíèòü íà á�îëüøóþ.



Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ðàçëîæåíèå â öåïíûå äðîáè: θ ∈R.

a0 = [θ], θ = a0+
1

θ1
, a1 = [θ1], θ1 = a1+

1

θ2
, a2 = [θ2], θ2 = · · ·

θ = a0+
1

a1+
1

a2+
1

a3+ · · ·

=: [a0;a1,a2,a3, . . . ]

Ïðèìåð

θ = [1,1,1, . . . ], θ = 1+ 1
θ =⇒ θ2 −θ − 1= 0, θ = 1+

√
5

2



Ïîäõîäÿùèå äðîáè:

sk := [a0;a1, . . . ,ak] =
pk
qk
, pk = akpk−1+ pk−2, qk = akqk−1+ qk−2

Ëåììà

pk
qk
− pk−1
qk−1

=
(−1)k+1

qkqk−1
,

pk
qk
− pk−2
qk−2

=
(−1)kak
qkqk−2

s2 ≤ s4 ≤ · · · ≤ s2i ≤ · · · ≤ θ ≤ · · · ≤ s2i−1 ≤ · · · ≤ s3 ≤ s1, θ = limsk

Ïðèìåð: sn = pn
qn

=
fn+1
fn

, {fn} � ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è

Ïðèíöèï: ïîäõîäÿùèå äðîáè � ëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíî èç ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ èìååò ðåøåíèå∣∣∣∣∣θ − pkqk
∣∣∣∣∣ < 1
√
5q2

k

,

∣∣∣∣∣θ − pk−1qk−1

∣∣∣∣∣ < 1
√
5q2

k−1
,

∣∣∣∣∣θ − pk−2qk−2

∣∣∣∣∣ < 1
√
5q2

k−2
.



Ñïåêòð Ëàãðàíæà

Îïðåäåëåíèå

×èñëî Ëàãðàíæà äëÿ θ ∈R � íàèáîëüøåå (òî÷íåå, âåðõíÿÿ ãðàíü)
λ= λ(θ) òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî p

q ∈Q òàêèõ, ÷òî∣∣∣∣∣θ − pq
∣∣∣∣∣ < 1

λq2
.

Ñïåêòð Ëàãðàíæà: L := { λ(θ) }.

Òàêèì îáðàçîì,

λ(θ) = 0 ⇐⇒ θ ∈Q,
θ <Q =⇒ λ(θ) ≥ 1√

5
.

Çàìå÷àíèå

Âîçìîæíî: λ(θ) = +∞



Âîïðîñ

Ïî÷åìó îöåíèâàåì âåëè÷èíîé 1
q2
?

Îïðåäåëåíèå

×èñëî θ íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè:

anθ
n+ an−1θ

n−1+ · · ·+ a1θ+ a0 = 0, ai ∈Q

Òåîðåìà (Ê. Ðîò, 1955 ã.)

Åñëè θ � èððàöèîíàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣θ − pq

∣∣∣∣∣ < 1

q2+ε
.

èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé.

Èñòîðèÿ âîïðîñà: Ãóðâèö � Ëèóâèëëü � Òóý � Çèãåëü � Ðîò.



Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Áèíàðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà:

f(x,y) = αx2+ βxy+γy2, α,β,γ ∈R.

Äèñêðèìèíàíò:
D := β2 − 4αγ

Ôîðìà f(x,y) íåîïðåäåëåííàÿ, åñëè îíà ìîæåò ïðèíèìàòü è
ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (⇐⇒ D > 0).
Àðèôìåòè÷åñêèé ìèíèìóì:

min′(f) := min
{
|f(x,y)|

∣∣∣ x,y ∈Z, (x,y) , (0,0)
}
.

Êîíñòàíòà Ìàðêîâà ôîðìû f:

µ(f) :=

√
D

min′(f)
.

Ñïåêòð Ìàðêîâà:
M := { µ(f) }.



Ýêâèâàëåíòíîñòü

Îïðåäåëåíèå

×èñëà θ, θ′ ∈R íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

θ′ =
aθ+ b

cθ+ d
, a,b,c,d ∈Z, ad− bc= ±1.

Ââåäåííîå îòíîøåíèå � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ÷èñåë θ, θ′ èìååì λ(θ) = λ(θ′).

Îïðåäåëåíèå

Ôîðìû f è f ′ ýêâèâàëåíòíû, åñëè ∃ a,b,c,d ∈Z òàêèå, ÷òî

f ′(x,y) = f(ax+ by, cx+ dy), ad−bc= ±1.

Ââåäåííîå îòíîøåíèå � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû èìåþò îäèí è òîò æå ìèíèìóì.



Ñâÿçü êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñ ïðèáëèæåíèÿìè

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü θ ∈R \Q ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ f(x,1) = 0, ãäå f �
áèíàðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Òîãäà

µ(f) ≥ λ(θ).

Åñëè êîýôôèöèåíòû f ðàöèîíàëüíû, òî µ(f) ≥ λ(θ).

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü θ′ � âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x,1) = 0. Èìååì

f(x,y) = α(x−θy)(x−θ′y) = α(θ −θ′)y(x−θy)+α(x−θy)2

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî D= 1. Òîãäà θ −θ′ = ±1/α.

f(x,y) = ±y(x−θy)+α(x−θy)2



Ñâÿçü êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñ ïðèáëèæåíèÿìè

Äîêàçàòåëüñòâî

f(x,y) = ±y(x−θy)+α(x−θy)2

Âîçüìåì λ0 < λ(θ). Òîãäà íåðàâåíñòâî

|y(x−θy)| < 1

λ0
⇐⇒

( ∣∣∣∣∣θ − xy
∣∣∣∣∣ < 1

λ0y2

)
èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (x,y) = (p,q) =⇒

1

µ(f)
= min′(f) ≤ |f(p,q)| ≤ 1

λ0
+ α

λ2
0
q2

Ìîæíî âçÿòü q→+∞ =⇒ µ(f) ≥ λ0 =⇒ µ(f) ≥ λ(θ).



Ôîðìû Ìàðêîâà

Ïóñòü (m1 =m, m2, m3) � òðîéêà Ìàðêîâà:

m2+m2
2+m2

3 = 3mm2m3, m ≥m2,m3

Òàê êàê ÍÎÄ(m,m2) = 1, òî ∃ u ∈Z

m2u ≡m3 modm, 0 < u <m.

Òàê êàê m2
2+m2

3 ≡ 0, òî u
2 ≡ −1. Çíà÷èò ∃ v ∈Z

u2+ 1=mv.

Ôîðìà Ìàðêîâà:

Fm(x,y) :=mx2+(3m− 2u)xy+(v− 3u)y2.



Ôîðìû Ìàðêîâà

Ïðèìåðû

Ïðèìåðû:

(m, m2, m3) = (1,1,1)  F1 = x2+ 3xy+ y2

(m, m2, m3) = (2,1,1)  F2 = 2x2+ 4xy− 2y2

(m, m2, m3) = (5,2,1)  F5 = 5x2+ 11xy− 5y2

(m, m2, m3) = (29,5,2)  F29 = 29x2+ 63xy− 31y2

Çàìå÷àíèå

Ïåðåñòàíîâêà m2 è m3 äàåò ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó Ìàðêîâà:

m3u
′ ≡m2 modm, u+ u′ =m, v′ = v

F′m(x,y) :=mx2+(3m− 2u′)xy+(v′ − 3u′)y2.



Ðåçóëüòàòû Ìàðêîâà

Òåîðåìà

Ïóñòü f(x,y) � íåîïðåäåëåííàÿ áèíàðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

µ(f) < 3 ⇐⇒ f ýêâèâàëåíòíà êðàòíîìó ôîðìû Ìàðêîâà.

Ïóñòü m1 = 1, m2 = 2, m3 = 5,. . . � óïîðÿäî÷åííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ÷èñåë Ìàðêîâà. Îïðåäåëèì

λn =

√
9m2

n − 4
mn

, λn < 3

Òåîðåìà

Ïóñòü θ � èððàöèîíàëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

λ(θ) < 3 ⇐⇒ θ = λn ⇐⇒ θ ýêâèâàëåíòíà êîðíþ
Fmn

(x,1) = 0, ãäå mn � ÷èñëî Ìàðêîâà.



Ñïåêòðû Ëàãðàíæà è Ìàðêîâà

Ñëåäñòâèå

Íà èíòåðâàëå [0,3) ñïåêòðû Ëàãðàíæà è Ìàðêîâà ñîâïàäàþò:

L∩ [0,3) =M∩ [0,3) = { λn }

Òåîðåìà

L ⊂M, L ,M

×èñëî Ôðåéìàíà: λf :=
2221564096+283748

√
462

491993569 ≈ 4.52

L=M= {λn} äèñêðåòíî L ,M ôðàìåíòàíòàðíî

L=M

ñïëîøíîå

λ1 λ2 λ3

3 λf

λ1 =
√
5 ≈ 2.2, λ2 =

√
8 ≈ 2.82, λ3 =

√
221

5
≈ 2.97, λ4 =

√
1517

13
≈ 2.99



Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü

Îáû÷íóþ ïëîñêîñòü A
2 äîïîëíÿåì áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé:

P
2 =A

2 ∪L∞. Òî÷êè íà L∞ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ. Êîîðäèíàòíàÿ ðåàëèçàöèÿ: òî÷êè íà P

2 � ýòî òðîéêè
÷èñåë (x : y : z) íå âñå ðàâíûå íóëþ, ïðè ýòîì ïðîïîðöèîíàëüíûå
îòîæäåñòâëÿþòñÿ:

(x : y : z) = (x′ : y′ : z′) ⇐⇒ ∃λ , 0 x′ = λx, y′ = λy, z′ = λz.

Áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ L∞ = {(x : y : 0)}= {z= 0}. Òî÷êè íà
A

2 = P
2 \L∞ � òî÷êè ñ íåíóëåâîé ïîñëåäíåé êîîðäèíàòîé z.

Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z= 1 =⇒ òî÷êè íà A
2 = P

2 \L∞
îäíîçíà÷íî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

(x : y : 1)←→ (x,y)

� îáû÷íûå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè. Àíàëîãè÷íî, ìîæíî
ðàññìîòðåòü

M∞ = {y = 0}, N∞ = {x= 0}

êàê áåñêîíå÷íûå ïðÿìûå è èõ äîïîëíåíèÿ P
2 \M∞ è P

2 \N∞ �
îáû÷íûå ïëîñêîñòè. Ýòî àôôèííûå êàðòû.



Âçâåøåííûå ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè

Çàôèêñèðóåì òðîéêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a,b,c) (âåñà).
Âçâåøåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü P(a,b,c) � ìíîæåñòâî òðîåê
÷èñåë (x : y : z) , (0 : 0 : 0) ñ îòîæäåñòâëåíèåì:

(x : y : z) = (x′ : y′ : z′) ⇐⇒ ∃λ , 0 x′ = λax, y′ = λby, z′ = λcz.

Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî âåñà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì P(3,2,1). Îòîæäåñòâëåíèÿ (x : y : z) = (λ3x : λ2y : λz).

L∞ = {z= 0}, êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z= 1 =⇒ òî÷êè íà P

2 \L∞ îäíîçíà÷íî
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (x : y : 1)←→ (x,y) =⇒ P

2 \L∞ =A
2.

M∞ = {y = 0}. Òî÷êè íà P
2 \M∞ íåëüçÿ îäíîçíà÷íî çàïèñàòü â

âèäå (x : 1 : z) ò.ê. äëÿ λ= −1 (x : 1 : z) = (−x : 1 : −z). Òî÷êè íà
P
2 \M∞ îïèñûâàþòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè t= x2, s= z2,

r= xz, êîòîðûå çàâèñèìû: ts= r2.



Âûðîæäåíèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

*

*

*



Âûðîæäåíèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

Âûðîæäåíèå (ñãëàæèâàíèå)

f : X −→ C (R)

äëÿ t , 0 èìååì f−1(t) = P
2,

f−1(0) = P(a,b,c).

Òåîðåìà

Ïóñòü P(a,b,c) � âûðîæäåíèå P
2. Òîãäà (a,b,c) = (m2

1,m
2
2,m

2
3), ãäå

(m1,m2,m3) � òðîéêà Ìàðêîâà. Îáðàòíî, êàæäàÿ âçâåøåííàÿ
ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü P(m2

1,m
2
2,m

2
3) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì P

2.



×èñëà Ìàðêîâà â àðèôìåòèêå è ãåîìåòðèè

Âîïðîñû ïðèáëèæåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Áèíàðíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

Âûðîæäåíèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Èñêëþ÷èòåëüíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íà P
2.

×èñëà Ìàðêîâà â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.

×èñëà Ìàðêîâà â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.


