I őńĺňŕĺăďă (1935)

Ŕěřćżľ šşř

1-ľ ćăřĺăŋš

Ğ-ůă 1. Őŕřěďěńĺšĳ őšŋőÿěŋĺě ďćşţ ůĺśěń, ěśńĺ őšŋőÿěŋĺě ĺţ śřěďŋěčő ăřĺťňěšĺůěśłőčő ł śřěďŋěňş čěőňěšřĺůěśłőňş řăćŋő 25 : 24.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ x ĺ y | ĺśłőňżě ůĺśńă. Ŕő şśńőćĺ¿^{x+y}_2 : √xy = 25 : 24, š.ě. √_x y + √_y x =^{25}_{12} . Ŕőńőęĺň q = √ x/y. Šőčďă q +^1_q =^{25}_{12} , š.ě. q^2 −^{25}_{12} q + 1 = 0. Řěÿă£ ¡šő łćăďřăšŋőě şřăćŋěŋĺě, ŋăţőďĺň q_1 = 4/3 ĺ q_2 = 3/4. Šăłĺň őąřăğőň, x : y = 16 : 9 ĺńĺ 9 : 16.

Ğ-ůă 2. Ŕőśšřőĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł ŕő ďăŋŋżň ďćşň śšőřőŋăň a ĺ b ĺ ąĺśśěłšřĺśě m şčńă ňěęďş ŋĺňĺ. Řěÿ 2. Ŕşśšĳ ABC | ĺśłőňżľ šřěşčőńĳŋĺł, CD | ěčő ąĺśśěłšřĺśă. Ćőğĳň-ěň ŋă ŕř£ňőľ AC šőůłş E šăł, ůšő BE‖CD. Šőčďă şčńż ŕřĺ śšőřőŋě BE šřěşčőńĳŋĺłă BCE řăćŋż, ŕő¡šőňş EC = CB = a. Łřőňě šőčő, EB : CD = EC : CA, ŕő¡šőňş EB =^{m(a+b)}_b . Ć šřěşčőńĳŋĺłě BCE ňż ğŋăěň ďńĺŋż ćśěţ śšőřőŋ, ŕő¡šőňş ňőęěň ěčő ŕőśšřőĺšĳ. Šěŕěřĳ ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ďőśšăšőůŋő őšńőęĺšĳ őšřěğőł b ŋă ŕřőďőńęěŋĺĺ śšőřőŋż EC ğă šőůłş C.

Ğ-ůă 3. Ŕĺřăňĺďă, ćśě ąőłőćżě řěąřă łőšőřőľ ŋăłńőŋěŋż ł ŕńőśłőśšĺ őśŋőćăŋĺ£ ŕőď şčńőň φ, ĺňěěš ć őśŋőćăŋĺĺ řăćŋőąěďřěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ś şčńőň α, ğăłń¿ůěŋŋżň ňěęďş řăćŋżňĺ śšőřőŋăňĺ. Őŕřěďěńĺšĳ ďćşčřăŋŋżľ şčőń ŕřĺ řěąřě, śőěďĺŋ£¿źěň ćěřÿĺŋş ŕĺřăňĺďż ś ćěřÿĺŋőľ şčńă α.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ ABC | őśŋőćăŋĺě ďăŋŋőľ ŕĺřăňĺďż (̸ BAC = α), S | ćěřÿĺŋă ŕĺřăňĺďż. Ąőłőćżě ř-ěąřă ŋăłńőŋěŋż ŕőď řăćŋżňĺ şčńăňĺ, ŕő¡šőňş őŋĺ řăćŋż. Ĺğ řăćěŋśšćă šřěşčőńĳŋĺłőć ASB ĺ ASC śńěďşěš, ůšő őśŋőćăŋĺ£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řőć, őŕşźěŋŋżţ ĺğ šőůěł B ĺ C ŋă ŕř£ňş¿ AS, śőćŕăďă¿š. Ŕşśšĳ D | őśŋőćăŋĺě ¡šĺţ ďćşţ ŕěřŕěŋďĺłşń£řőć, E | śěřěďĺŋă őšřěğłă BC. Šőčďă şčőń θ ≠ CDB ĺśłőňżľ. §śŋő, ůšő DE = AE sin φ ĺ EC = AE tg^α_2 . Ŕő¡šőňş tg^θ_2 =^{EC}_{DE} =^{tg α2}_{sin φ} .

2-ľ ćăřĺăŋš

Ğ-ůă 1. Ęěńěğŋőďőřőęŋżľ ŕőěğď ŕřőţőďĺš ňĺňő ŋăąń¿ďăšěń£ ć šěůěŋĺě t_1 śěłşŋď, ŕřĺ šőľ ęě śłőřőśšĺ őŋ ŕřőţőďĺš ůěřěğ ňőśš ďńĺŋőľ ć a ňěšřőć ć šěůěŋĺě t_2 śěłşŋď. Ŋăľšĺ ďńĺŋş ĺ śłőřőśšĳ ŕőěğďă.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ ďńĺŋă ŕőěğďă řăćŋă l ň. Ůšőąż ŕřőěţăšĳ ůěřěğ ňőśš, ŕěřěďŋĺľ ćăčőŋ ďőńęěŋ ćžěţăšĳ ŋă ňőśš, ŕřőěţăšĳ ŕő ŋěňş a ň, ă ŕőšőň ŕřőěţăšĳ ěź-ě l ň, ůšőąż ŕőśńěďŋĺľ ćăčőŋ ŕőłĺŋşń ňőśš. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ l = t_1v, l + a = t_2v. Řěÿă£ ě-ě, ŋăţőďĺň l =^{t1a}_{t2−t1} ň ĺ v =^a_{t2−t1} ň/ś.

Ğ-ůă 2. Ŕőśšřőĺšĳ łćăďřăš, šřĺ ćěřÿĺŋż łőšőřőčő ńěęăńĺ ąż ŋă šř-ěţ ďăŋŋżţ ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ. Řěÿ 2. Ŕşśšĳ a, b, c | ďăŋŋżě ŕř£ňżě, ŕřĺů-ěň ŕř£ňă£ b ńěęĺš ňěęďş a ĺ c. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćěřÿĺŋż A, B, C łćăďřăšă ABCD ńěęăš ŋă ŕř£ňżţ a, b, c śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ŕ ě ř ć ő ě ř ě ÿ ě ŋ ĺ ě. Ĺğ šőčő, ůšő̸ ABC = 90^∘ ĺ AB = BC ćżšěłăěš śńěďş¿źěě ŕőśšřőěŋĺě. Ćőğĳň-ěň ŋă ŕř£ňőľ b ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş B ĺ ŕőćěřŋ-ěň ŕř£ňş¿ a őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ B ŋă 90^∘ (ć őďŋş ĺńĺ ć ďřşčş¿ śšőřőŋş). Šőůłă C | ¡šő šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ c ĺ őąřăğă ŕř£ňőľ a ŕřĺ şłăğăŋŋőň ŕőćőřőšě.

Ć š ő ř ő ě ř ě ÿ ě ŋ ĺ ě. Ćőğĳň-ěň ŋă ŕř£ňőľ b ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş B ĺ őŕşśšĺň ĺğ ŋě-ě ŕěřŕěŋďĺłşń£ř BA_1 ŋă ŕř£ňş¿ a ĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř BC_1 ŋă ŕř£ňş¿ c. Ŕř£ňőşčőńĳŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ BA_1A ĺ CC_1B ĺňě¿š řăćŋżě čĺŕőšěŋşğż ĺ řăćŋż şčńż, ŕő¡šőňş őŋĺ řăćŋż. Ĺğ ¡šőčő ćżšěłăěš śńěďş¿źěě ŕőśšřőěŋĺě. Ŋă ŕř£ňőľ a śšřőĺň őšřěğőł A_1A, řăćŋżľ őšřěğłş BC_1. Ňż ŕőśšřőĺńĺ ćěřÿĺŋş A. Ćěřÿĺŋă C śšřőĺšś£ ăŋăńőčĺůŋő.

Ğ-ůă 3. Ŋăľšĺ őąžěň ŕřăćĺńĳŋőľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋőľ ŕĺřăňĺďż, śšőřőŋż őśŋőćăŋĺ£ łőšőřőľ a, ă ŕńőśłĺě şčńż ŕřĺ ćěřÿĺŋě řăćŋż şčńăň ŋăłńőŋă ąőłőćżţ ř-ěąěř ł ŕńőśłőśšĺ őśŋőćăŋĺ£.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ ďńĺŋă ąőłőćőčő řěąřă řăćŋă b, ă ćżśőšă ŕĺřăňĺďż řăćŋă h. Ĺśłőňżľ őąž-ěň V řăćěŋ a^2h/3. Ŕşśšĳ ŕńőśłĺě şčńż ŕřĺ ćěřÿĺŋě ĺ şčńż ŋăłńőŋă ąőłőćżţ řěąěř ł ŕńőśłőśšĺ őśŋőćăŋĺ£ řăćŋż α. Šőčďă b sin α = h, b cos α =^{√2}_2 a ĺ b sin^α_2 =^a_2 . Ŕő¡šőňş h = b sin α =^{a sin α}_{2 sin(α/2)} = a cos^α_2 , ă ğŋăůĺš,

V =^1_3 a^3 cos^α_2 . Łřőňě šőčő, sin^α_2 =^{1√}_2 cos α. Ŕşśšĳ cos^α_2 = x Šőčďă √ 1 − x^2 =^1√_2 (2x^2 − 1). Řěÿă£ ¡šő

şřăćŋěŋĺě ĺ őśšăćń££ šőńĳłő ŕőńőęĺšěńĳŋżľ łőřěŋĳ, ŕőńşůăěň x =^1_2 √ 1 + √ 5. 3-ľ ćăřĺăŋš

Ğ-ůă 1. Śőśšăćĺšĳ ďćě ŕřőčřěśśĺĺ: ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ĺ čěőňěšřĺůěśłş¿, łăęďş¿ ĺğ ůěšżř-ěţ ůńěŋőć; ŕřĺ

¡šőň, ěśńĺ śńőęĺšĳ őďŋőĺň-ěŋŋżě ůńěŋż őąěĺţ ŕřőčřěśśĺľ, šő ďőńęŋż ŕőńşůĺšĳś£ ůĺśńă: 27, 27, 39, 87.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ a, a + d, a + 2d, a + 3d | ĺśłőňă£ ăřĺťňěšĺůěśłă£ ŕřőčřěśśĺ£, b, bq, bq^2, bq^3 | ĺśłőňă£ čěőňěšřĺůěśłă£ ŕřőčřěśśĺ£. Ŕő şśńőćĺ¿ a + b = 27, a + d + bq = 27, a + 2d + bq^2 = 39, a + 3d + bq^3 = 87.

Ćżůšěň ĺğ ćšőřőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕěřćőě, ĺğ šřěšĳěčő ćšőřőě, ĺğ ůěšć-ěřšőčő šřěšĳě: d + b(q − 1) = 0, d + bq(q − 1) = 12, d + bq^2(q − 1) = 48.

Ĺğ ŕěřćőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕőńşůăěň b(q − 1) = −d; ŕőďśšăćĺň ¡šő ćżřăęěŋĺě ćő ćšőřőě ĺ šřěšĳě şřăćŋěŋĺ£: d − dq = 12, d − dq^2 = 48.

Ŕőďěńĺć ŕőśńěďŋěě şřăćŋěŋĺě ŋă ŕřěďŕőśńěďŋěě, ŕőńşůĺň q = 3. Śńěďőćăšěńĳŋő, d = −6, b = 3 ĺ a = 24. Šăłĺň őąřăğőň, ĺśłőňżě ŕřőčřěśśĺĺ | ¡šő 24, 18, 12, 6; 3, 9, 27, 81.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ: ěśńĺ śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă őąřăğş¿š ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿, šő řăďĺşś ćŕĺśăŋŋőčő łřşčă řăćěŋ^1_3 őďŋőľ ĺğ ćżśőš.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ a, a + d, a + 2d | śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă, h | ćżśőšă, őŕşźěŋŋă£ ŋă śšőřőŋş a + d. Ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă, ś őďŋőľ śšőřőŋż, řăćŋă^{(a+d)h}_2 , ă ś ďřşčőľ śšőřőŋż, őŋă řăćŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ŕőńőćĺŋż ŕěřĺňěšřă ŋă řăďĺşś ćŕĺśăŋŋőčő łřşčă:^{a+(a+d)+(a+2d)}_2 r. Ŕřĺřăćŋĺćă£ ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£, ŕőńşůăěň (a+d)h 2 =^{3(a+d)r}_2 , š.ě. r =^1_3 h.

Ğ-ůă 3. Ćżśőšă şśěůěŋŋőčő łőŋşśă řăćŋă řăďĺşśş ěčő ąőńĳÿěčő őśŋőćăŋĺ£; ŕěřĺňěšř ŕřăćĺńĳŋőčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă, őŕĺśăŋŋőčő őłőńő ňěŋĳÿěčő őśŋőćăŋĺ£, řăćěŋ ŕěřĺňěšřş řăćŋőśšőřőŋŋěčő šřěşčőńĳŋĺłă, ćŕĺśăŋŋőčő ć ąőńĳÿěě őśŋőćăŋĺě. Őŕřěďěńĺšĳ şčőń ŋăłńőŋă őąřăğş¿źěľ łőŋşśă ł ŕńőśłőśšĺ őśŋőćăŋĺ£.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ R | řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ ąőńĳÿěčő őśŋőćăŋĺ£, r | řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ ňěŋĳÿěčő őśŋőćăŋĺ£. Ŕěřĺňěšř ŕřăćĺńĳŋőčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă, őŕĺśăŋŋőčő őłőńő ňěŋĳÿěčő őśŋőćăŋĺ£, řăćěŋ^{12r}√_3 . Ŕěřĺňěšř ŕřăćĺńĳŋőčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă, ćŕĺśăŋŋőčő ć ąőńĳÿěě őśŋőćăŋĺě, řăćěŋ 3R √ 3. Ŕő şśńőćĺ¿^{12r}√_3 = 3R √ 3, š.ě.

r =^3_4 R. Ěśńĺ φ | ĺśłőňżľ şčőń ŋăłńőŋă, šő tg φ =^R_{R−r} = 4.

4-ľ ćăřĺăŋš Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ: x^2 + y^2 − 2z^2 = 2a^2, x + y + 2z = 4(a^2 + 1), z^2 − xy = a^2.

Řěÿ 1. Ğăŕĺÿěň ¡šĺ şřăćŋěŋĺ£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: x^2 + y^2 = 2z^2 + 2a^2, x + y = 4(a^2 + 1) − 2z, −xy = a^2 − z^2.

Ćšőřőě şřăćŋěŋĺě ćőğćěď-ěň ć łćăďřăš, ŕřĺąăćĺň ł ŋěňş šřěšĳě şřăćŋěŋĺě, şňŋőęěŋŋőě ŋă 2, ĺ ćżůšěň ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň: 0 = 16(a^2 + 1)^2 − 16(a^2 + 1)z, š.ě. z = a^2 + 1. Šěŕěřĳ ćšőřőě ĺ šřěšĳě şřăćŋěŋĺ£ ğăŕĺśżćă¿šś£ šăł: { x + y = 2(a^2 + 1), xy = a^4 + a^2 + 1.

Řěÿěŋĺě ¡šőľ śĺśšěňż śćőďĺšś£ ł řěÿěŋĺ¿ łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£; řěÿă£ ěčő, ŋăţőďĺň

x = a^2 ± a + 1, y = a^2 ∓ a + 1.

Ğ-ůă 2. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ D ŋă śšőřőŋě AB ŕřőćěďěŋż ďćě ŕř£ňżě, ŕăřăńńěńĳŋżě śšőřőŋăň AC ĺ BC, ŕěřěśěłă¿źĺě BC ĺ AC śőőšćěšśšćěŋŋő ć šőůłăţ F ĺ G. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ďńĺŋ őłřşęŋőśšěľ, őŕĺśăŋŋżţ őłőńő šřěşčőńĳŋĺłőć ADG ĺ BDF , řăćŋă ďńĺŋě őłřşęŋőśšĺ, őŕĺśăŋŋőľ őłőńő šřěşčőńĳŋĺłă ABC.

Řěÿ 2. Řăďĺşśż őŕĺśăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ ŕőďőąŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć ADG, DBF ĺ ABC ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż śőőšćěšśšćěŋŋżň śšőřőŋăň: R_1 AD = R_2 DB = R AB , ŕő¡šőňş^{R1+R2} AD+DB = R AB , ă ğŋăůĺš, R_1 + R_2 = R. Şňŋőęă£ ¡šő řăćěŋśšćő ŋă 2π, ŕőńşůăěň šřěąşěňőě.

Ğ-ůă 3. Řăğćěřšłă ąőłőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ łőŋşśă ŕřěďśšăćń£ěš śěłšőř ś şčńőň ć 120^∘; ć łőŋşś ćŕĺśăŋă šřěşčőńĳŋă£ ŕĺřăňĺďă, şčńż őśŋőćăŋĺ£ łőšőřőľ śőśšăćń£¿š ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿ ś řăğŋőśšĳ¿ 15^∘. Őŕřěďěńĺšĳ şčőń ŋăłńőŋă ł ŕńőśłőśšĺ őśŋőćăŋĺ£ ŋăĺňěŋĳÿěľ ĺğ ąőłőćżţ čřăŋěľ.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ l | ďńĺŋă őąřăğş¿źěľ łőŋşśă. Ďńĺŋă őłřşęŋőśšĺ őśŋőćăŋĺ£ řăćŋă ďńĺŋě ďşčĺ řăğć-ěřšłĺ, ŕő¡šőňş řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ őśŋőćăŋĺ£ řăćěŋ l/3. Şůĺšżćă£, ůšő śşňňă şčńőć ń¿ąőčő šřěşčőńĳŋĺłă řăćŋă 180^∘, ŕőńşůăěň, ůšő őśŋőćăŋĺě ŕĺřăňĺďż | šřěşčőńĳŋĺł ABC ś şčńăňĺ 45^∘, 60^∘, 75^∘. Ŕşśšĳ BC | ňěŋĳÿă£ śšőřőŋă, O | űěŋšř őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Šőčďă̸ BOC = 2·45^∘ = 90^∘, ŕő¡šőňş BOC | řăćŋőąěďřěŋŋżľ ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ś łăšěšăňĺ l/3. Ğŋăůĺš, BC = l √ 2/3. Ŕşśšĳ D | śěřěďĺŋă őšřěğłă BC, S | ćěřÿĺŋă łőŋşśă. Šőčďă OD =^l_3√_2 ĺ SD = √ SB^2 − DB^2 = √ l^2 −^{l2}_{18} =^{l√17}_3^√_2 .

Ěśńĺ φ | ĺśłőňżľ şčőń, šő cos φ =^{OD}_{SD} =^1√_{17} .

Ćšőřőľ šşř

Śěřĺ£ A

Ğ-ůă 1. Ďăŋă őłřşęŋőśšĳ ĺ ŋă ŋěľ 3 šőůłĺ M, N, P , ć łőšőřżţ ŕěřěśěłă¿šś£ ś őłřşęŋőśšĳ¿ (ŕřĺ ŕřőďőńęěŋĺĺ) ćżśőšă, ąĺśśěłšřĺśă ĺ ňěďĺăŋă, ćżţőď£źĺě ĺğ őďŋőľ ćěřÿĺŋż ćŕĺśăŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ŕőśšřőĺšĳ ¡šőš šřěşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 1. Śŋăůăńă ŕő šőůłăň M, N ĺ P ŕőśšřőĺň őŕĺśăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ. Ŕşśšĳ O | ě-ě űěŋšř. Ŕř£- ňă£ ON ŕăřăńńěńĳŋă ŕř£ňőľ AM (A | ćěřÿĺŋă šřěşčőńĳŋĺłă ABC, ĺğ łőšőřőľ ŕřőćěďěŋż ňěďĺăŋă, ąĺśśěłšřĺśă ĺ ćżśőšă). Ĺğ ¡šőčő ćżšěłăěš śńěďş¿źěě ŕőśšřőěŋĺě. Ůěřěğ šőůłş M ŕřőćőďĺň ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ ŕř£ňőľ ON. Ćěřÿĺŋă A | ¡šő šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕőśšřőěŋŋőľ ŕř£ňőľ ś őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿. Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ őśšăńĳŋżě ćěřÿĺŋż, ŋăľď-ěň šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AP ĺ ON; ĺğ ¡šőľ šőůłĺ ćőśśšăćĺň ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł ŕř£ňőľ ON. Őŋ ŕěřěśěłăěš őłřşęŋőśšĳ ć ĺśłőňżţ šőůłăţ.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ łşąă ŋăľšĺ šőůłĺ, ĺğ łőšőřżţ ďĺăčőŋăńĳ ćĺďŋă ŕőď ŋăĺňěŋĳÿĺň şčńőň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ őśšăńĳŋżţ šőůěł ŕőćěřţŋőśšĺ łşąă ďĺăčőŋăńĳ ćĺďŋă ŕőď ą«őńĳÿĺň şčńőň, ůěň ĺğ ŋăľďěŋŋżţ.

Řěÿ 2. Ňŋőęěśšćő šőůěł, ĺğ łőšőřżţ ďĺăčőŋăńĳ łşąă ćĺďŋă ŕőď şčńőň 90^∘, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őŕĺśăŋŋş¿ śťěřş łşąă (łőŋűż ďĺăčőŋăńĺ ĺśłń¿ůěŋż). Ŕěřěśěůěŋĺě ¡šőčő ňŋőęěśšćă ś ŕőćěřţŋőśšĳ¿ łşąă śőśšőĺš ĺğ 6 šőůěł, őšńĺůŋżţ őš łőŋűőć ďăŋŋőľ ďĺăčőŋăńĺ. Ćśě őśšăńĳŋżě šőůłĺ ŕőćěřţŋőśšĺ łşąă ńěęăš śšřőčő ćŋşšřĺ őŕĺśăŋŋőľ śťěřż, ŕő¡šőňş ĺğ ŋĺţ ďĺăčőŋăńĳ ćĺďŋă ŕőď šşŕżň şčńőň.

Ğ-ůă 3. Ć ďćşţ řăğńĺůŋżţ ŕńőśłőśš£ţ ńěęăš ďćă šřěşčőńĳŋĺłă: ABC ĺ A_1B_1C_1. Ŕř£ňă£ AB ŕěřěśěłăěšś£ ś ŕř£ňőľ A_1B_1, ŕř£ňă£ BC | ś ŕř£ňőľ B_1C_1, ŕř£ňă£ CA | ś ŕř£ňőľ C_1A_1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕř£ňżě AA_1, BB_1 ĺ CC_1 ĺńĺ ćśě šřĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě, ĺńĺ ŕăřăńńěńĳŋż ďřşč ďřşčş.

Řěÿ 3. Řăśśňőšřĺň ŕńőśłőśšĺ ABA_1B_1, BCB_1C_1 ĺ ACA_1C_1. Ŕěřěśěůěŋĺěň ŕěřćżţ ďćşţ ŕńőśłőśšěľ śńşęĺš ŕř£ňă£ BB_1. Ěśńĺ šřěšĳ£ ŕńőśłőśšĳ ŕěřěśěłăěš ŕř£ňş¿ BB_1 ć ŋěłőšőřőľ šőůłě, šő ¡šă šőůłă £ćń£ěšś£ łăł šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ šř-ěţ şłăğăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ, šăł ĺ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AA_1, BB_1 ĺ CC_1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕř£ňżě AA_1 ĺ CC_1 £ćń£¿šś£ ŕěřěśěůěŋĺ£ňĺ ŕăř ŕńőśłőśšěľ, ŕő¡šőňş šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ šř-ěţ ŕńőśłőśšěľ ĺň ŕřĺŋăďńěęĺš. Ěśńĺ ęě šřěšĳ£ ŕńőśłőśšĳ ŕăřăńńěńĳŋă ŕř£ňőľ BB_1, šő ŕř£ňżě AA_1, BB_1 ĺ CC_1 ŕăřăńńěńĳŋż ďřşč ďřşčş. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕăř ŕńőśłőśšěľ £ćń£¿šś£ šřěň£ ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ŕř£ňżňĺ.

Śěřĺ£ B Ğ-ůă 1. Śłőńĳłő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ řěÿěŋĺľ ĺňěěš śĺśšěňă ďćşţ şřăćŋěŋĺľ ś šřěň£ ŋěĺğćěśšŋżňĺ: { x + y = 2, xy − z^2 = 1?

Řěÿ 1. Ĺğ ćšőřőčő şřăćŋěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő xy ¿ 1. Ůĺśńă x ĺ y ŋě ňőčşš ążšĳ őąă őšřĺűăšěńĳŋż, ŕőśłőńĳłş ĺţ śşňňă řăćŋă 2. Ğŋăůĺš, ůĺśńă x ĺ y ŕőńőęĺšěńĳŋż ĺ x + y ¿ 2√xy ¿ 2, ŕřĺů-ěň řăćěŋśšćő x + y = 2 ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă x = y = 1. Ć šăłőň śńşůăě z = 0.

Ğ-ůă 2. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ: { x^3 − y^3 = 26, x^2y − xy^2 = 6.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ y = kx. Śřăğş őšňěšĺň, ůšő k ≠ 1. Ĺğ şřăćŋěŋĺľ

x^3 − k^3x^3 = 26, kx^3y − k^2x^3 = 6

ŕőńşůăěň x^3 =^{26}_{1−k3} ĺ x^3 =^6_{k−k2} . Śńěďőćăšěńĳŋő, 26 1 − k^3 = 6 k − k^2 . İšő şřăćŋěŋĺě ňőęŋő şňŋőęĺšĳ ŋă 1 − k. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň 26 1 + k + k^2 = 6 k , őšłşďă k = 3 ĺńĺ^1_3 . Ŕő¡šőňş x^3 = −1 ĺńĺ x^3 = 27. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺě řěÿěŋĺ£: (−1, −3), (_{1±i√3} 2 ,^3_2 (1 ± i √ 3) ) , (3, 1), (_{−3±3i√3} 2 ,^1_2 (−1 ± i √ 3) ) . Ğ-ůă 3. Ŋăľšĺ śşňňş 1^3 + 3^3 + 5^3 + · · · + (2n − 1)^3.

Řěÿ 3. Ĺŋďşłűĺěľ ŕő m ńěčłő ďőłăğăšĳ, ůšő 1^3 + 2^3 + 3^3 + · · · + m^3 =

(_{m(m+1)} 2 )_2 . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ąăğă ĺŋďşłűĺĺ őůěćĺďŋă, ŕő¡šőňş ŋşęŋő ńĺÿĳ ŕřőćěřĺšĳ řăćěŋśšćő

m^2(m + 1)^2 2 + (m + 1)^3 =

(m + 1)^2(m + 2)^2 . Ŕőśńě śőłřăźěŋĺ£ ŋă m + 1 ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă 4 ŕőńşůăěň őůěćĺďŋőě řăćěŋśšćő m^2 + 4(m + 1) = (m + 2)^2* Šăłĺň őąřăğőň, 1^3 + 2^3 + 3^3 + · · · + (2n − 1)^3 + (2n)^3 =

(_{2n(2n+1)} 2 ) , š.ě. 1^3 + 3^3 + 5^3 + · · · + (2n −

1)^3 + 2^3(1^3 + 2^3 + · · · + n^3) =

(_{2n(2n+1)} 2 )_2

. Ŕřěőąřăğşěň ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő, ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ šěň, ůšő

1^3 + 2^3 + · · · + n^3 =

(_{n(n+1)} 2 )_2

. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň 1^3 + 3^3 + 5^3 + · · · + (2n − 1)^3 = n^2(2n^2 − 1).

Śěřĺ£ C Ğ-ůă 1. Ćżąřăŋż 6 řăğńĺůŋżţ űćěšőć; šřěąşěšś£ řăśłřăśĺšĳ 6 čřăŋěľ łşąă, łăęďş¿ ć őśőążľ űćěš ĺğ ůĺśńă ĺğąřăŋŋżţ. Śłőńĳłĺňĺ čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő ¡šő śďěńăšĳ? Čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋżňĺ ŋăğżćă¿šś£ ďćě šăłĺě řăśűćěšłĺ, łőšőřżě ŋěńĳğ£ śőćňěśšĺšĳ őďŋş ś ďřşčőľ ŕřĺ ŕőňőźĺ ćřăźěŋĺľ łşąă ćőłřşč ěčő űěŋšřă.

Řěÿĺšĳ šş ęě ğăďăůş ďń£ śńşůă£ řăśłřăśłĺ čřăŋěľ ŕřăćĺńĳŋőčő ďćěŋăďűăšĺčřăŋŋĺłă ć ďćěŋăďűăšĳ řăğńĺůŋżţ űćěšőć.

(İšă ğăďăůă ŋě ążńă řěÿěŋă ŋĺłěň ĺğ şůăśšŋĺłőć őńĺňŕĺăďż.)

Řěÿ 1. Łşą ňőęŋő ŕőćěřŋşšĳ šăł, ůšőąż čřăŋĳ, őłřăÿěŋŋă£ ŕěřćżň űćěšőň, ğăŋ£ńă ğăďăŋŋőě ŕőńőęěŋĺě. Ďń£ őłřăśłĺ ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ ěľ čřăŋĺ ěśšĳ 5 řăğńĺůŋżţ ćăřĺăŋšőć; řăğŋżě řăśłřăśłĺ ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ čřăŋĺ ďă¿š čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋżě řăśłřăśłĺ łşąă.

Śřěďĺ őśšăćÿĺţś£ ůěšżř-ěţ čřăŋěľ ňőęŋő ćżąřăšĳ čřăŋĳ, őłřăÿěŋŋş¿ ďăŋŋżň űćěšőň ĺ ŕěřěćěśšĺ ě-ě ć ďăŋŋőě ŕőńőęěŋĺě (ŋě ňěŋ££ ŕřĺ ¡šőň ŕőńőęěŋĺě ŕěřćżţ ďćşţ čřăŋěľ). Řăğŋżě řăśłřăśłĺ šř-ěţ őśšăćÿĺţś£ čřăŋěľ ďă¿š čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋżě řăśłřăśłĺ łşąă. Őďŋş ĺğ ¡šĺţ čřăŋěľ ňőęŋő őłřăśĺšĳ šřěň£ śŕőśőąăňĺ, őďŋş ĺğ őśšăćÿĺţś£ | ďćşň£. Ćśěčő ŕőńşůăěň 5·3·2 = 30 čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋżţ řăśłřăśőł.

Řěÿĺň šěŕěřĳ ğăďăůş ďń£ 12-čřăŋŋĺłă (ďőďěłă¡ďřă). Łőńĺůěśšćő ćśěţ ćőğňőęŋżţ řăśłřăśőł ďőďěłă- ¡ďřă řăćŋő 12! = 1·2·· · ··12. Ůšőąż ŋăľšĺ ůĺśńő čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋżţ řăśłřăśőł, ŋşęŋő ŕőďěńĺšĳ 12! ŋă ůĺśńő śăňőśőćňěźěŋĺľ ďőďěłă¡ďřă. Ń¿ąş¿ ĺğ 12 čřăŋěľ ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿. Łřőňě šőčő, ěśšĳ 5 ŕőćőřőšőć (ćłń¿ůă£ šőęďěśšćěŋŋżľ), śőţřăŋ£¿źĺţ ďăŋŋş¿ čřăŋĳ. Ćśěčő ŕőńşůăěšś£ 60 śăňőśőćňěźěŋĺľ. Ŕő¡šőňş łőńĺůěśšćő čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋżţ řăśłřăśőł ďőďěłă¡ďřă řăćŋő 12!/60 = 7 983 360.

Ğ-ůă 2. Śłőńĳłĺňĺ řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő řăğńőęĺšĳ űěńőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő n ŋă śşňňş šřěţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ űěńżţ śńăčăěňżţ? Ŕřĺ ¡šőň ďćă řăğńőęěŋĺ£, őšńĺůă¿źĺěś£ šőńĳłő ŕőř£ďłőň śńăčăěňżţ, śůĺšă¿šś£ ğă řăğńĺůŋżě.

Řěÿ 2. Ő š ć ě š :^{(n−1)(n−2)}_2 .

Ŕ ě ř ć ő ě ř ě ÿ ě ŋ ĺ ě. Ŕşśšĳ n = x + y + z. Ůĺśńő x ňőęěš ążšĳ řăćŋő 1, 2, 3, . . . , n − 2. Ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň x ůĺśńő y ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ őďŋő ĺğ n − x − 1 ğŋăůěŋĺľ. Ćśěčő ŕőńşůăěň (n − 2) + (n − 3) + · · ·+ 1 = (n−1)(n−2) 2 ćăřĺăŋšőć.

Ć š ő ř ő ě ř ě ÿ ě ŋ ĺ ě. Ğăŕĺÿěň n łăł śşňňş ěďĺŋĺű: n = 1 + 1 + · · · + 1. Śřěďĺ n − 1 ğŋăłőć ŕń¿ś ňż ďőńęŋż ćżąřăšĳ ďćă: šő, ůšő śšőĺš ŕěřěď ŕěřćżň ŕő ŕőř£ďłş ćżąřăŋŋżň ğŋăłőň ŕń¿ś | ¡šő ůĺśńő x, ă šő, ůšő śšőĺš ŕőśńě ćšőřőčő ğŋăłă ŕń¿ś | ¡šő ůĺśńő z. Ćśěčő ŕőńşůăěň (_{n−1} 2 ) =^{(n−1)(n−2)}_2 ćăřĺăŋšőć.

Ğ-ůă 3. Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ M(a, b) | őąźěě ŋăĺňěŋĳÿěě łřăšŋőě ďćşţ ůĺśěń a ĺ b, D(a, b) | őąźĺľ ŋăĺąőńĳÿĺľ ďěńĺšěńĳ ďćşţ ůĺśěń a ĺ b.

Ďőłăğăšĳ ťőřňşńş M(a, b) · D(a, b) = ab. Ďń£ šřěţ ůĺśěń ďőłăğăšĳ ťőřňşńş M(a, b, c) · D(a, b) · D(b, c) · D(c, a) D(a, b, c) = abc. Řěÿ 3. Ďőłăęěň śŋăůăńă ťőřňşńş ďń£ ďćşţ ůĺśěń. Ŕşśšĳ a = p^{α1}_1 · · · p^{αk}_k ĺ b = p^{β1}_1 · · · p^{βk}_k . Šőčďă D(a, b) = p^{min{α1,β1}} 1 · · · p^{min{αk ,βk }} k , M(a, b) = p^{max{α1,β1}} 1 · · · p^{max{αk ,βk }} k . Ŕő¡šőňş ďőłăğăšěńĳśšćő ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ďń£ łăęďőčő ŕřőśšőčő ňŋőęĺšěń£ őšďěńĳŋő.

Ěśńĺ a = p^α ĺ b = p^β , ŕřĺů-ěň α 6 β, šő D(a, b) = p^α ĺ M(a, b) = p^β. Ŕő¡šőňş M(a, b) · D(a, b) = p^αp^β = ab. Ďőłăęěň šěŕěřĳ ťőřňşńş ďń£ šř-ěţ ůĺśěń. Ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ, łőčďă a = p^α, b = p^β , c = p^γ , ŕřĺů-ěň α 6 β 6 γ. Ć ¡šőň śńşůăě M(a, b, c)D(a, b)D(b, c)D(c, a) D(a, b, c) = p^γ p^αp^β p^α p^α = abc.

II őńĺňŕĺăďă (1936)

Ćšőřőľ šşř

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ: { x + y = a, x^5 + y^5 = b^5.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ xy = t. Ŋěśńőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő

x^5 + y^5 = (x + y)^5 − 5(x + y)^3xy + 5(x + y)x^2y^2 = a^5 − 5a^3t + 5at^2

Ďń£ t ŕőńşůăěň łćăďřăšŋőě şřăćŋěŋĺě t^2 − a^2t +^{a5−b5}_{5a} = 0. Řěÿă£ ěčő, ŋăţőďĺň t =^1_2 ( a^2 ±

√_{a5+4b5} 5a ) . Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ { x + y = a, xy = t. Řěÿěŋĺě ¡šőľ śĺśšěňż šőęě śćőďĺšś£ ł řěÿěŋĺ¿ łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋ şčőń, őąřăğőćăŋŋżľ ďćşň£ ńşůăňĺ a ĺ b, ĺ ŋěłőšőřă£ šőůłă M. Ŕřőćěśšĺ ůěřěğ šőůłş M ŕř£ňş¿ c šăł, ůšőąż šřěşčőńĳŋĺł, őąřăğőćăŋŋżľ ŕř£ňżňĺ a, b ĺ c, ĺňěń ŕěřĺňěšř ďăŋŋőľ ćěńĺůĺŋż.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ A, B, C | šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ b ĺ c, c ĺ a, a ĺ b. Řăśśňőšřĺň ćŕĺśăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ŕşśšĳ őŋă łăśăěšś£ śšőřőŋ CA ĺ CB ć šőůłăţ K ĺ L. Šőčďă CK = CL = p, čďě p | ŕőńşŕěřĺňěšř. Ĺğ ¡šőčő ćżšěłăěš śńěďş¿źěě ŕőśšřőěŋĺě. Ŕőśšřőĺň ŋă śšőřőŋăţ CA ĺ CB şčńă ACB šőůłĺ K ĺ L šăł, ůšő CK = CL = p. Ğăšěň ŕőśšřőĺň őłřşęŋőśšĳ S, łăśă¿źş¿ś£ ŕř£ňżţ b ĺ a ć šőůłăţ K ĺ L. Ŋăłőŋěű, ŕřőćěď-ěň ĺğ šőůłĺ M łăśăšěńĳŋżě ł őłřşęŋőśšĺ S. Šă łăśăšěńĳŋă£, ďń£ łőšőřőľ őłřşęŋőśšĳ S ąşďěš ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿ šřěşčőńĳŋĺłă ABC, £ćń£ěšś£ ĺśłőňőľ ŕř£ňőľ c.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ďńĺŋż śšőřőŋ ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ćżřăęă¿šś£ űěńżňĺ ůĺśńăňĺ, šő ŕřőĺğćěďěŋĺě ůĺśěń, ćżřăęă¿źĺţ ďńĺŋż łăšěšőć, ďěńĺšś£ ŋă 12.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ a ĺ b | łăšěšż ďăŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, c | ěčő čĺŕőšěŋşğă. Šőčďă a^2 + b^2 = c^2. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 3 łćăďřăš űěńőčő ůĺśńă ďă-ěš őśšăšőł 0 ĺńĺ 1. Ŕő¡šőňş ěśńĺ a^2 + b^2 | łćăďřăš űěńőčő ůĺśńă, šő őďŋő ĺğ ůĺśěń a ĺ b ďěńĺšś£ ŋă 3. Šő ęě śăňőě śŕřăćěďńĺćő ĺ ďń£ őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£ ŋă 4, ŕő¡šőňş őďŋő ĺğ ůĺśěń a ĺ b ďěńĺšś£ ŋă 4. Śńěďőćăšěńĳŋő, ab ďěńĺšś£ ŋă 12.

Ğ-ůă 4. Śłőńĳłĺňĺ řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ 1 000 000 ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ šř-ěţ ŋăšşřăńĳŋżţ^1 ůĺśěń? Ŕřőĺğćěďěŋĺ£, őšńĺůă¿źĺěś£ ńĺÿĳ ŕőř£ďłőň śőňŋőęĺšěńěľ, śůĺšă¿šś£ šőęďěśšćěŋŋżňĺ.

(İšă ğăďăůă ŋě ążńă řěÿěŋă ŋĺłěň ĺğ şůăśšŋĺłőć őńĺňŕĺăďż.)

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ ňŋőęĺšěńĺ ĺňě¿š ćĺď 2^{a1} 5^{b1} , 2^{a2} 5^{b2} ĺ 2^{a3} 5^{b3} . Šőčďă a_1 + a_2 + a_3 = 6 ĺ b_1 + b_2 + b_3 = 6. Ŕřĺ ¡šőň ůĺśńă a_i ĺ b_i ňőčşš ążšĳ řăćŋż ŋşń¿. Ěśńĺ a_1 = k, šő ďń£ řăğńőęěŋĺ£ a_2 + a_3 = 6 − k ŕőńşůăěň 7 − k ćăřĺăŋšőć. Ŕő¡šőňş ďń£ řăğńőęěŋĺ£ a_1 + a_2 + a_3 = 6 ŕőńşůăěň 7+6+5+4+3+2+1 = 28 ćăřĺăŋšőć. Ćśěčő ŕőńşůăěň (28)^2 = 784 śŕőśőąă.

Ŋő ŕőłă ůšő ňż ŋě şůńĺ šőęďěśšćěŋŋőśšĳ řăğńőęěŋĺľ, őšńĺůă¿źĺţś£ ńĺÿĳ ŕőř£ďłőň ňŋőęĺšěńěľ. Ěśšĳ řőćŋő őďŋő řăğńőęěŋĺě, ŋě ğăćĺś£źěě őš ŕőř£ďłă ňŋőęĺšěńěľ, ć łőšőřőň ćśě ňŋőęĺšěńĺ řăćŋż 100. Šě řăğńőęěŋĺ£, ć łőšőřżţ ěśšĳ ďćă řăćŋżţ ňŋőęĺšěń£, ňż ŕőśůĺšăńĺ šřĺęďż. Ć łăęďżľ ĺğ řăćŋżţ ňŋőęĺšěńěľ 2 ňőęěš ćţőďĺšĳ ć śšěŕěŋĺ 0, 1, 2 ĺńĺ 3, š.ě. ćśěčő ůěšżřĳň£ řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ; śšőńĳłĺňĺ ęě śŕőśőąăňĺ ňőęěš ćţőďĺšĳ 5. Ćśěčő ŕőńşůăěň 16 řăğńőęěŋĺľ šăłőčő ćĺďă, ŋő őďŋő ĺğ ŋĺţ | řăśśňőšřěŋŋőě ćżÿě řăğńőęěŋĺě ś šřěň£ řăćŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ. Őśšă-ěšś£ 15 řăğńőęěŋĺľ, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ňż ŕőśůĺšăńĺ šřĺęďż. Łőńĺůěśšćő řăğńőęěŋĺľ ś ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ řăćŋő 784 − 1 − 45 = 738. Łăęďőě ĺğ ŋĺţ ňż ŕőśůĺšăńĺ 6 řăğ, ŕő¡šőňş śřěďĺ ŋĺţ ąşďěš 738/6 = 123 řăğńĺůŋżţ řăğńőęěŋĺ£. Ćśěčő ŕőńşůăěň 1 + 15 + 123 = 139 řăğńőęěŋĺľ.

Ğ-ůă 5. Ć ŕřőśšřăŋśšćě řăśŕőńőęěŋż 3 ŕńőśłőśšĺ ĺ ÿăř. Śłőńĳłĺňĺ řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő ŕőňěśšĺšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě ćšőřőľ ÿăř šăł, ůšőąż őŋ łăśăńś£ šřěţ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ ĺ ŕěřćőčő ÿăřă? (Ć ¡šőľ ğăďăůě řěůĳ ťăłšĺůěśłĺ ĺď-ěš ő łăśăŋĺĺ śťěř, š.ě. ŋě ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ÿăřż ňőčşš łăśăšĳś£ šőńĳłő ćŋěÿŋĺň őąřăğőň | ŕřĺň. řěď.)

1Ć őřĺčĺŋăńĳŋőľ ťőřňşńĺřőćłě ćňěśšő ŋăšşřăńĳŋżţ čőćőřĺńőśĳ űěńżţ, ŋő ĺňěńĺśĳ ć ćĺďş ĺňěŋŋő ŋăšřşřăńĳŋżě ůĺśńă | ŕřĺň. řěď.

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : őš 0 ďő 16 (ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš řăśŕőńőęěŋĺ£ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ ĺ ÿăřă). Ŕşśšĳ O ĺ R | űěŋšř ĺ řăďĺşś ďăŋŋőľ śťěřż S. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śťěřă S_1 ś űěŋšřőň O_1 łăśăěšś£ ďăŋŋőľ śťěřż ĺ šř-ěţ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ. Śőŕőśšăćĺň śťěřě S_1 śťěřş S^′_1 ś űěŋšřőň O_1 ĺ řăďĺşśőň O_1O. Śťěřă S^′_1 ŕřőţőďĺš ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş O ĺ łăśăěšś£ šř-ěţ ŕńőśłőśšěľ, şďăń-ěŋŋżţ őš ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ ŋă řăśśšő£ŋĺě R. Ďń£ łăęďőľ ŕńőśłőśšĺ ěśšĳ řőćŋő ďćě ŕńőśłőśšĺ, şďăń-ěŋŋżţ őš ŋě-ě ŋă řăśśšő£ŋĺě R. Ŕő¡šőňş śťěřă S^′_1 ŕřőţőďĺš ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş O ĺ łăśăěšś£ šřőľłĺ ŕńőśłőśšěľ, ŕřĺů-ěň ěśšĳ 2^3 = 8 řăğńĺůŋżţ šăłĺţ šřőěł.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ŋě ąőńěě ďćşţ śťěř, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş ĺ łăśă¿źĺţś£ šř-ěţ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ. Ć śńşůăě, łőčďă šřĺ ďăŋŋżě ŕńőśłőśšĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě, ¡šő ďőłăğżćăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ćŕĺÿěň śťěřş ć šőš šř-ěţčřăŋŋżľ şčőń, łőšőřżľ őąřăğőćăŋ ďăŋŋżňĺ ŕńőśłőśš£ňĺ ĺ śőďěřęĺš ďăŋŋş¿ šőůłş. Ŕřőćěď-ěň ŕř£ňş¿, śőěďĺŋ£¿źş¿ ďăŋŋş¿ šőůłş ĺ šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ. Ĺśłőňżě śťěřż śőőšćěšśšćş¿š šőůłăň ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šőľ ŕř£ňőľ ś ďăŋŋőľ śťěřőľ, ă šăłĺţ šőůěł ŋě ąőńěě ďćşţ. Őšďěńĳŋő řăśśňăšřĺćăěšś£ śńşůăľ, łőčďă ďăŋŋă£ šőůłă ńěęĺš ŋă őďŋőľ ĺğ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ. Łřőňě šőčő, ŋşęŋő řăśśňőšřěšĳ ďćă ąőńěě ŕřőśšżţ śńşůă£: 1) ěśšĳ ďćě ŕăřăńńěńĳŋżě ŕńőśłőśšĺ ĺ ĺţ ŕěřěśěłăěš šřěšĳ£ ŕńőśłőśšĳ; 2) ŕř£ňżě ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕńőśłőśšěľ ŕăřăńńěńĳŋż. (Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ěśńĺ ćśě šřĺ ŕńőśłőśšĺ ŕăřăńńěńĳŋż ĺńĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő őďŋőľ ŕř£ňőľ, šő śťěřă ŋě ňőęěš łăśăšĳś£ šř-ěţ šăłĺţ ŕńőśłőśšěľ.)

Ć ĺšőčě ňż ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćşěš ŋě ąőńěě 16 śťěř S^′_1. Ŕő śťěřě S^′_1 śťěřă S_1 ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŋě őďŋőğŋăůŋő. Ůšőąż ě-ě ćőśśšăŋőćĺšĳ, ŋşęŋő ćğ£šĳ šőůłş O^′, ć łőšőřőľ ŕř£ňă£ OO_1 ŕěřěśěłăěš śťěřş S; śťěřă S_1 | ¡šő śťěřă ś űěŋšřőň O_1 ĺ řăďĺşśőň O_1O^′. Šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ śťěřż ś ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£- źěľ ůěřěğ ě-ě űěŋšř, ďćě, ŕő¡šőňş ňż ŕőńşůăěň ďćě śťěřż. Ŋő ńĺÿĳ őďŋă ĺğ ŋĺţ ňőęěš łăśăšĳś£ šř-ěţ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ (ćšőřă£ śťěřă łăśăěšś£ ďřşčĺţ ŕńőśłőśšěľ). Ŕő¡šőňş śşźěśšćşěš ŋě ąőńěě 16 śťěř, łăśă¿źĺţś£ ďăŋŋőľ śťěřż ĺ šř-ěţ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ.

Ŕőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő ŕřĺ řăğńĺůŋżţ řăśŕőńőęěŋĺ£ţ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ ĺ ďăŋŋőľ śťěřż łőńĺůěśšćő śťěř, łăśă¿źĺţś£ ĺţ, ňőęěš ążšĳ ń¿ążň űěńżň ůĺśńőň őš 0 ďő 16. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ďăŋŋżě ŕńőśłőśšĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő šř-ěň ŕăřăńńěńĳŋżň ŕř£ňżň, ŕřĺů-ěň řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş ¡šĺňĺ ŕř£ňżňĺ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż. Śťěřż, łăśă¿źĺěś£ šř-ěţ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ, ğăňěšă¿š ůěšżřě űĺńĺŋďřă, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ćŕĺśăŋŋőľ ĺ šř-ěň ćŋěćŕĺśăŋŋżň őłřşęŋőśš£ň šřěşčőńĳŋĺłă, łőšőřżľ őąřăğşěšś£ ŕřĺ ŕěřěśěůěŋĺĺ ďăŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ ŕńőśłőśšĳ¿, őřšőčőŋăńĳŋőľ ćśěň šř-ěň ďăŋŋżň ŕńőśłőśš£ň. İšĺ űĺńĺŋďřż ŋě ĺňě¿š őąźĺţ šőůěł, ć šőň ůĺśńě ĺ šőůěł łăśăŋĺ£.

Řăśśňőšřĺň űĺńĺŋďř ĺ šőůłş ćŋě ěčő. Řăśśňőšřĺň śěňěľśšćő śťěř S_R ś űěŋšřőň ć ćżąřăŋŋőľ šőůłě. Ŋăś ĺŋšěřěśş¿š śťěřż, ćŕĺśăŋŋżě ć űĺńĺŋďř ĺ łăśă¿źĺěś£ śťěřż S_R. Ěśńĺ řăďĺşś R śťěřż S_R ňăń, šő šăłĺţ śťěř ŋěš. Ąşďěň şćěńĺůĺćăšĳ řăďĺşś R ďő šěţ ŕőř, ŕőłă śťěřă S_R ŋě łőśŋ-ěšś£ űĺńĺŋďřă. Ć ¡šőň śńşůăě łőńĺůěśšćő ĺśłőňżţ śťěř řăćŋő 1. Ąşďěň śŋőćă şćěńĺůĺćăšĳ řăďĺşś R. Łőčďă śťěřă S_R ŕěřěśěů-ěš űĺńĺŋďř, łőńĺůěśšćő ĺśłőňżţ śťěř śšăŋěš řăćŋő 2. Ğăšěň śťěřă S_R ąşďěš ŕěřěśěłăšĳ űĺńĺŋďř ĺ ěź-ě łăśăšĳś£ ěčő ć őďŋőľ šőůłě. Ć ¡šőň śńşůăě łőńĺůěśšćő ĺśłőňżţ śťěř řăćŋő 3. Ěśńĺ ęě řăďĺşś R şćěńĺůĺšĳ ěź-ě ąőńĳÿě, šő łőńĺůěśšćő ĺśłőňżţ śťěř ąşďěš řăćŋő 4.

İšĺ ğăňěůăŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ěśńĺ ňż ćżąěřěň šőůłş ćŋě ďăŋŋżţ ůěšżř-ěţ űĺńĺŋďřőć ĺ řăśśňőšřĺň śěňěľśšćő śťěř S_R ś űěŋšřőň ć ćżąřăŋŋőľ šőůłě, šő ŕřĺ ŕőśšěŕěŋŋőň şćěńĺůěŋĺĺ řăďĺşśă R ňż ŕőńşůĺň łőŋťĺčşřăűĺĺ, ďń£ łőšőřżţ ůĺśńő ĺśłőňżţ śťěř ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ĺğňěŋ£ěšś£ őš 0 ďő 16. Ŋşęŋő ńĺÿĳ ŕőğăąőšĺšĳś£ ő šőň, ůšőąż ŋě ŕő£ćń£ńĺśĳ őďŋőćřěňěŋŋő ďćě šőůłĺ łăśăŋĺ£ śťěřż S_R ś űĺńĺŋďřăňĺ.

III őńĺňŕĺăďă (1937)

Ŕěřćżľ šşř

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş: x + y + z = a, x^2 + y^2 + z^2 = a^2, x^3 + y^3 + z^3 = a^3.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : (0, 0, a), (0, a, 0) ĺ (a, 0, 0).

Šőęďěśšćő (x + y + z)^2 − (x^2 + y^2 + z^2) = 2(xy + yz + xz) ŕőłăğżćăěš, ůšő xy + yz + xz = 0. (1) Šőęďěśšćő (x + y + z)^3 − (x^3 + y^3 + z^3) = 3(x + y)(y + z)(z + x) ŕőłăğżćăěš, ůšő (x + y)(y + z)(z + x) = 0. Şůĺšżćă£ řăćěŋśšćő (1), ŕőńşůăěň 3xyz = 0. Ěśńĺ x = 0, šő řăćěŋśšćő (1) ŕőłăğżćăěš, ůšő yz = 0. Ŕő¡šőňş ńĺąő y = 0 ĺ z = a, ńĺąő z = 0 ĺ y = a. Ăŋăńőčĺůŋő řăğąĺřă¿šś£ őśšăńĳŋżě ćăřĺăŋšż. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺě řěÿěŋĺ£: (0, 0, a), (0, a, 0) ĺ (a, 0, 0).

Ğ-ůă 2. Ďăŋż ŕř£ňă£ ĺ ďćě šőůłĺ A ĺ B ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŋě-ě. Ŋăľšĺ ŋă ŕř£ňőľ šăłş¿ šőůłş M, ůšőąż śşňňă MA + MB řăćŋ£ńăśĳ ğăďăŋŋőňş őšřěğłş.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ l | ďăŋŋă£ ŕř£ňă£, a | ďăŋŋżľ őšřěğőł. Ŕşśšĳ, ďăńěě, S | őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă a ś űěŋšřőň B, S^′ | őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă AM ś űěŋšřőň M, A^′ | šőůłă, śĺňňěšřĺůŋă£ šőůłě A őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ l. Šőčďă őłřşęŋőśšĳ S^′ łăśăěšś£ őłřşęŋőśšĺ S, ă šőůłă A^′ ńěęĺš ŋă őłřşęŋőśšĺ S^′. Őśšă-ěšś£ ŕřőćěśšĺ ůěřěğ ďăŋŋżě šőůłĺ A ĺ A^′ őłřşęŋőśšĳ S^′, łăśă¿źş¿ś£ ďăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ S, ĺ ŋăľšĺ ě-ě űěŋšř M. Őłřşęŋőśšĳ S^′ śšřőĺšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő űěŋšř őłřşęŋőśšĺ S ŋě ńěęĺš ŋă śěřěďĺŋŋőň ŕěřŕěŋďĺłşń£řě ł őšřěğłş AA^′ (ĺŋăůě ŕőśšřőěŋĺě őůěćĺďŋő). Ćőğĳň-ěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş C őłřşęŋőśšĺ S ĺ ŕőśšřőĺň őŕĺśăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ šřěşčőńĳŋĺłă AA^′C; őŋă ŕěřěśěłăěš S ć ŋěłőšőřőľ šőůłě D. Ŕşśšĳ X | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AA^′ ĺ CD. Ŕřőćěď-ěň ł őłřşęŋőśšĺ S łăśăšěńĳŋżě XP ĺ XQ. Šőčďă őŕĺśăŋŋżě őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłőć AA^′P ĺ AA^′Q ĺśłőňżě, šăł łăł XP^2 = XQ^2 = XA · XA^′.

Ğ-ůă 3. Ŕő ďćşň śłřěźĺćă¿źĺňś£ ŕř£ňżň śłőńĳğ£š ďćă őšřěğłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő őąžěň šěšřă¡ďřă ś ćěřÿĺŋăňĺ ć łőŋűăţ ¡šĺţ őšřěğłőć ŋě ğăćĺśĺš őš ŕőńőęěŋĺ£ ŕőśńěďŋĺţ.

Řěÿ 3. Ŕőłăęěň, ůšő őąž-ěň šăłőčő šěšřă¡ďřă řăćěŋ^1_6 abd sin φ, čďě a ĺ b | ďńĺŋż őšřěğłőć, d | řăśśšő£ŋĺě ňěęďş śłřěźĺćă¿źĺňĺś£ ŕř£ňżňĺ, φ | şčőń ňěęďş ŋĺňĺ. Řăśśňőšřĺň ŕăřăńńěńěŕĺŕěď, őąřăğőćăŋŋżľ ŕńőśłőśš£ňĺ, ŕřőţőď£źĺňĺ ůěřěğ ř-ěąřă šěšřă¡ďřă ŕăřăńńěńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżň ř-ěąřăň. Ŕńőśłőśšĺ čřăŋěľ ĺśţőďŋőčő šěšřă¡ďřă őšśěłă¿š őš ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă 4 šěšřă¡ďřă, őąž-ěň łăęďőčő ĺğ łőšőřżţ śőśšăćń£ěš 1/6 őąž-ěňă ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă. Ŕő¡šőňş őąž-ěň šěšřă¡ďřă śőśšăćń£ěš 1/3 őąž-ěňă ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă. Ă őąž-ěň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă ńěčłő ćżůĺśń£ěšś£, ŕőśłőńĳłş ěčő čřăŋĳ £ćń£ěšś£ ŕăřăńńěńőčřăňňőň ś ďĺăčőŋăń£ňĺ a ĺ b ş şčńőň φ ňěęďş ŋĺňĺ, ă ćżśőšă, őŕşźěŋŋă£ ŋă ¡šş čřăŋĳ řăćŋă d.

Ćšőřőľ šşř

Ğ-ůă 1. Ďăŋż šřĺ šőůłĺ, ŋě ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ůěřěğ łăęďżě ďćě ĺğ ŋĺţ ŕřőćěśšĺ őłřşęŋőśšĳ šăł, ůšőąż šřĺ ŕřőćěďěŋŋżě őłřşęŋőśšĺ ĺňěńĺ ć šőůłăţ ŕěřěśěůěŋĺ£ ćğăĺňŋő ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżě łăśăšěńĳŋżě.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ A, B, C | ďăŋŋżě šőůłĺ, A^′, B^′, C^′ | űěŋšřż šřěąşěňżţ őłřşęŋőśšěľ (A^′ | űěŋšř őłřşęŋőśšĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłĺ B ĺ C ĺ š.ď.). Šřěşčőńĳŋĺłĺ BA^′C, AB^′C, AC^′B řăćŋőąěďřěŋŋżě. Ŕşśšĳ x, y, z | şčńż ŕřĺ ĺţ őśŋőćăŋĺ£ţ. Šőčďă

y + z +̸ A = ±90^∘, z + x +̸ B = ±90^∘, x + y +̸ C = ±90^∘.

İšă śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ ńěčłő řěÿăěšś£. Ŋăŕřĺňěř, ůšőąż ŋăľšĺ x, ŋşęŋő śńőęĺšĳ ďćă ŕőśńěďŋĺţ şřăćŋěŋĺ£ ĺ ćżůěśšĳ ĺğ ŋĺţ ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě. Ěśńĺ ęě ňż ğŋăěň (őřĺěŋšĺřőćăŋŋżě) şčńż x, y, z, šő šřěąşěňżě őłřşęŋőśšĺ śšřő£šś£ őůěćĺďŋżň őąřăğőň.

Ğ-ůă 2. Ć ŕřőśšřăŋśšćě řăśŕőńőęěŋ ŕřăćĺńĳŋżľ ďőďěłă¡ďř. Śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ŕńőśłőśšĳ šăł, ůšőąż őŋă ćżśěłńă ŋă ďőďěłă¡ďřě ŕřăćĺńĳŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 30 śŕőśőąăňĺ. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ďń£ łăęďőľ ĺğ 10 ąőńĳÿĺţ ďĺăčőŋăńěľ ďőďěłă¡ďřă ěśšĳ řőćŋő šřĺ řăğńĺůŋżţ ŕńőśłőśšĺ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżţ ¡šőľ ďĺăčőŋăńĺ ĺ ćżśěłă¿źĺţ ŕřăćĺńĳŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ąşďěň ďćĺčăšĳ ŕńőśłőśšĳ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋş¿ ďĺăčőŋăńĺ, őš őďŋőľ ćěřÿĺŋż ł ďřşčőľ. Śŋăůăńă ć śěůěŋĺĺ ąşďěš ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł, ŕőšőň ŋěŕřăćĺńĳŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł, łőšőřżľ ć őŕřěďěń-ěŋŋżľ ňőňěŋš śšăŋěš ŕřăćĺńĳŋżň, ŕőšőň śŋőćă ŋěŕřăćĺńĳŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł, łőšőřżľ śšăŋěš ŕřăćĺńĳŋżň, łőčďă ňż ďőľď-ěň ďő űěŋšřă ďőďěłă¡ďřă; ŕőśńě ¡šőčő ćś-ě ŕőćšőřĺšś£ ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě. Őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕńőśłőśšĳ, ŋě ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă£ ąőńĳÿĺň ďĺăčőŋăń£ň ďőďěłă¡ďřă, ŋě ňőęěš ćżśěłăšĳ ŕřăćĺńĳŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł. Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő řăśśňőšřěšĳ śńěďş¿źĺě śńşůăĺ: 1) ŕăřăńńěńĳŋżě śšőřőŋż ŕřăćĺńĳŋőčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă ńěęăš ŋă ďćşţ śňěęŋżţ čřăŋ£ţ; 2) ŕăřăńńěńĳŋżě śšőřőŋż ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă ńěęăš ŋă ďćşţ ŋěśňěęŋżţ čřăŋ£ţ, čřăŋĺůăźĺţ ś őďŋőľ ĺ šőľ ęě čřăŋĳ¿; 3) ŕăřăńńěńĳŋżě śšőřőŋż ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă ńěęăš ŋă ďćşţ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ čřăŋ£ţ. Ŕěřćżľ śńşůăľ ŋěćőğňőęěŋ. Ćšőřőľ śńşůăľ ńěčłő řăğąĺřăěšś£. Ć šřěšĳěň śńşůăě, ěśńĺ şůěśšĳ ćšőřőľ, šő őłăęěšś£, ůšő łăęďă£ ŕăřă ŕăřăńńěńĳŋżţ śšőřőŋ ńěęĺš ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ čřăŋ£ţ. İšőš śńşůăľ šěŕěřĳ šőęě ŋěśńőęŋő řăğőąřăšĳ.

Ğ-ůă 3. Ŋă śłőńĳłő ůăśšěľ řăğďěń£¿š n-şčőńĳŋĺł ěčő ďĺăčőŋăńĺ, ěśńĺ ŋĺłăłĺě šřĺ ďĺăčőŋăńĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě?

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : ŋă^{n(n−1)(n−2)(n−3)}_{24} +^{n(n−3)}_2 + 1 ůăśšěľ.

Ąşďěň ŕőőůěř-ěďŋő ŕřőćőďĺšĳ ďĺăčőŋăńĺ. Łőčďă ňż ŕřőćőďĺň ŋőćş¿ ďĺăčőŋăńĳ, ůĺśńő ůăśšěľ, ŋă łőšőřżě ŕřőćěď-ěŋŋżě řăŋěě ďĺăčőŋăńĺ ďěń£š ňŋőčőşčőńĳŋĺł, şćěńĺůĺćăěšś£ ŋă m + 1, čďě m | ůĺśńő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ ŋőćőľ ďĺăčőŋăńĺ ś řăŋěě ŕřőćěď-ěŋŋżňĺ, š.ě. łăęďă£ ŋőćă£ ďĺăčőŋăńĳ ĺ łăęďă£ ŋőćă£ šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ďĺăčőŋăńěľ şćěńĺůĺćă¿š ůĺśńő ůăśšěľ ŋă 1. Ŕő¡šőňş őąźěě ůĺśńő ůăśšěľ, ŋă łőšőřżě ďĺăčőŋăńĺ ďěń£š n-şčőńĳŋĺł, řăćŋő D + P + 1, čďě D | ůĺśńő ďĺăčőŋăńěľ, P | ůĺśńő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ ďĺăčőŋăńěľ. §śŋő, ůšő D =^{n(n−3)}_2 . Őśšă-ěšś£ ćżůĺśńĺšĳ P . Ń¿ąőľ šőůłě ŕěřěśěůěŋĺ£ ďĺăčőŋăńěľ śőőšćěšśšćş¿š ďćě ďĺăčőŋăńĺ, łőŋűż łőšőřżţ ğăďă¿š ůěšżřě ćěřÿĺŋż n-şčőńĳŋĺłă. Ŋăőąőřőš, ůěšżřě ćěřÿĺŋż n-şčőńĳŋĺłă őŕřěďěń£¿š őďŋş šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ďĺăčőŋăńěľ. Ŕő¡šőňş P řăćŋő łőńĺůěśšćş śŕőśőąőć ćżąőřă ůěšżř-ěţ šőůěł ĺğ n, š.ě. P =^{n(n−1)(n−2)(n−3)}_{24} .

IV őńĺňŕĺăďă (1938)

Ćšőřőľ šşř

Ğ-ůă 1. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ďăŋż šőůłĺ O_1, O_2, O_3 ĺ šőůłă A. Šőůłă A śĺňňěšřĺůŋő őšřăęăěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ O_1, ŕőńşůěŋŋă£ šőůłă A_1 | őšŋőśĺšěńĳŋő O_2, ŕőńşůěŋŋă£ šőůłă A_2 | őšŋőśĺšěńĳŋő O_3.

Ŕőńşůăěň ŋěłőšőřş¿ šőůłş A_3, łőšőřş¿ šăłęě ŕőśńěďőćăšěńĳŋő őšřăęăěň őšŋőśĺšěńĳŋő O_1, O_2, O_3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńşůěŋŋă£ šőůłă śőćŕăďăěš ś A.

Řěÿ 1. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő −−→AA_2 = 2−−−→O_1O_2, −−−→A_2A_4 = 2−−−→O_3O_1 ĺ −−→AA_6 = 2−−−→O_2O_3. Ŕő¡šőňş −−→AA_6 = −→0 , š.ě. A = A_6.

Ğ-ůă 2. Ŋă śłőńĳłő ůăśšěľ ňőčşš řăğďěńĺšĳ ŕřőśšřăŋśšćő n ŕńőśłőśšěľ?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : ŋă (n^3 +5n +6)/6 ůăśšěľ. (Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ŋăąőř ŕńőśłőśšěľ ŋěćżřőęďěŋŋżľ ć šőň śňżśńě, ůšő ń¿ążě šřĺ ŕńőśłőśšĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě ĺ ŋĺłăłĺě ůěšżřě ŕńőśłőśšĺ ŋě ĺňě¿š őąźěľ šőůłĺ. Ěśńĺ ęě řăśśňăšřĺćăšĳ ćżřőęďěŋŋżě ŋăąőřż ŕńőśłőśšěľ, šő ćőğŋĺłăěš ňŋőčő ćăřĺăŋšőć. Őŕĺśăšĳ ćśě ćőğňőęŋżě őšćěšż ć ¡šőň śńşůăě őůěŋĳ šřşďŋő. | Ŕřĺň. řěď. ) Ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő n ŕř£ňżţ, ŋĺłăłĺě ďćě ĺğ łőšőřżţ ŋě ŕăřăńńěńĳŋż ĺ ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ŕřőţőď£š ůěřěğ őďŋş šőůłş, řăğąĺćă¿š ŕńőśłőśšĳ ŋă (n^2 + n + 2)/2 ůăśšěľ. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőćěď-ěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő n. Ďń£ n = 0 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő őŋő ďőłăğăŋő ďń£ n ŕř£ňżţ, ĺ ďőłăęěň ěčő ďń£ n + 1 ŕř£ňżţ. Ćżďěńĺň śřěďĺ ŋĺţ őďŋş ŕř£ňş¿. Őśšăńĳŋżě ŕř£ňżě ďěń£š ě-ě ŋă n + 1 ůăśšěľ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ ďěńĺš ŋă ďćě ůăśšĺ łăłş¿-ńĺąő ĺğ šěţ ůăśšěľ, ŋă łőšőřżě ďěń£š ŕńőśłőśšĳ n ŕř£ňżţ. Ŕő¡šőňş ŕőśńě ŕřőćěďěŋĺ£ őďŋőľ ŕř£ňőľ ůĺśńő ůăśšěľ şćěńĺůĺńőśĳ ŋă n + 1. Őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő

(n+1)^2+(n+1)+2

2 =^{n2+n+2}_2 + n + 1.

Ďń£ ŕńőśłőśšěľ ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőćőďĺšś£ ŕőůšĺ šăł ęě, łăł ĺ ďń£ ŕř£ňżţ. Ŋşęŋő ńĺÿĳ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěň, ůšő n ŕńőśłőśšěľ ŕěřěśěłă¿š ćżďěńěŋŋş¿ ŕńőśłőśšĳ ŕő n ŕř£ňżň, š.ě. őŋĺ řăğąĺćă¿š ě-ě ŋă (n^2 + n + 1)/2 ůăśšěľ. Ďń£ n = 0 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő; řăćěŋśšćő

(n + 1)^3 + 5(n + 1) + 6 6 = n^3 + 5n + 6 6 + n^2 + n + 2 2 ŕřőćěř£ěšś£ ŕřőśšżňĺ ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ.

Ğ-ůă 3. Ŕőśšřőĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł ŕő őśŋőćăŋĺ¿, ćżśőšě ĺ řăğŋőśšĺ şčńőć ŕřĺ őśŋőćăŋĺĺ. Řěÿ 3. Ŕşśšĳ ŋăďő ŕőśšřőĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł ABC ŕő őśŋőćăŋĺ¿ c, ćżśőšě h_c ĺ řăğŋőśšĺ şčńőć A ĺ B. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ABC ŕőśšřőěŋ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ C^′ šőůłş, śĺňňěšřĺůŋş¿ C őšŋőśĺšěńĳŋő śěřěďĺŋŋőčő ŕěřŕěŋďĺłşń£řă ł śšőřőŋě AB, ůěřěğ B^′ | šőůłş, śĺňňěšřĺůŋş¿ B őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ CC^′. Ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő AC < BC. Šőčďă̸ ACB^′ ≠ ACC^′ +̸ C^′CB = 180^∘ −̸ A +̸ C^′CB = 180^∘ − (̸ A −̸ B), š.ě. şčőń ACB^′ ĺğćěśšěŋ.

Šřěşčőńĳŋĺł ABB^′ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ, šăł łăł AB = c, BB^′ = 2h_c ĺ̸ ABB^′ = 90^∘. Šőůłă C £ćń£ěšś£ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ śěřěďĺŋŋőčő ŕěřŕěŋďĺłşń£řă ł őšřěğłş BB^′ ĺ ďşčĺ őłřşęŋőśšĺ, ĺğ łőšőřőľ őšřěğőł AB^′ ćĺďěŋ ŕőď şčńőň 180^∘ − (̸ A −̸ B).

Ğ-ůă 4. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš ŋăšşřăńĳŋżţ^2 ůĺśěń, ňěŋĳÿĺţ šżś£ůĺ, łőšőřżě ŋě ďěń£šś£ ŋĺ ŋă 5, ŋĺ ŋă 7?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : 686 ůĺśěń. Śŋăůăńă ćżůěřłŋěň ĺğ ŋăąőřă ůĺśěń 1, 2, . . . , 999 ůĺśńă, łřăšŋżě 5; ĺţ łőńĺůěśšćő řăćŋő

[_{999} 5 ] = 199. Ğăšěň ĺğ šőčő ęě ŋăąőřă ůĺśěń 1, 2, . . . , 999 ćżůěřłŋěň ůĺśńă, łřăšŋżě 7;

ĺţ łőńĺůěśšćő řăćŋő

[_{999} 7 ] = 142. Ŕřĺ ¡šőň ůĺśńă, łřăšŋżě 35, ąşďşš ćżůěřłŋşšż ďćăęďż. Ĺţ łőńĺůěśšćő řăćŋő

[_{999} 35 ] = 28. Ğŋăůĺš, ćśěčő ňż ćżůěřłŋşńĺ 199 + 142 − 28 = 313 ůĺśěń, ă őśšăńőśĳ 999 − 313 = 686 ůĺśěń.

2Ć őřĺčĺŋăńĳŋőľ ťőřňşńĺřőćłě ćňěśšő ŋăšşřăńĳŋżţ čőćőřĺńőśĳ űěńżţ, ŋő ĺňěńĺśĳ ć ćĺďş ĺňěŋŋő ŋăšřşřăńĳŋżě ůĺśńă | ŕřĺň. řěď.

V őńĺňŕĺăďă (1939) Ŕěřćżľ šşř

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ:

3xyz − x^3 − y^3 − z^3 = b^3, x + y + z = 2b, x^2 + y^2 − z^2 = b^2.

Řěÿ 1. Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă śńşůăľ, łőčďă b = 0. Ć ¡šőň śńşůăě ŕőśńěďŋĺě ďćă şřăćŋěŋĺ£ ğăŕĺÿşšś£ ć ćĺďě z = −x − y ĺ z^2 = x^2 + y^2. Ćőğćěď£ ŕěřćőě ĺğ ŋĺţ ć łćăďřăš, ŕőńşůĺň xy = 0. Ğŋăůĺš, x = 0, z = −y ĺńĺ y = 0, z = −x. Ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě ĺśţőďŋőľ śĺśšěňż ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋ£ěšś£.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă b ≠ 0. Ćőśŕőńĳğşěňś£ šőęďěśšćőň

3xyz − x^3 − y^3 − z^3 = (x + y + z)(xy + yz + xz − x^2 − y^2 − z^2).

Ĺğ ŕěřćőčő ĺ ćšőřőčő şřăćŋěŋĺľ śńěďşěš, ůšő xy +yz +xz −x^2 −y^2 −z^2 =^{b2}_2 . Ćőğćěď£ ć łćăďřăš şřăćŋěŋĺě x+y +z = 2b, ŕőńşůĺň x^2 +y^2 +z^2 +2xy +2yz +2xz = 4b^2. Śńěďőćăšěńĳŋő, x^2 +y^2 +z^2 = b^2 ĺ xy +yz +xz = 3 2 b^2. Śřăćŋĺćă£ ŕěřćőě ĺğ ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ ś ŕőśńěďŋĺň şřăćŋěŋĺěň ĺśţőďŋőľ śĺśšěňż, ŕőńşůăěň z = 0.

Šăłĺň őąřăğőň, x^2 + y^2 = b^2 ĺ xy =^3_2 b^2. Řěÿă£ ¡šş śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ, ŋăţőďĺň x = ( 1 ± √_{−1} 2 ) b, y = ( 1 ∓ √_{−1} 2 ) b. Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő cos^{2π}_5 + cos^{4π}_5 = −^1_2 .

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ ABCDE | ŕřăćĺńĳŋżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł, ćŕĺśăŋŋżľ ć őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă 1 ś űěŋšřőň O. Śşňňă ćěłšőřőć, ĺďşźĺţ ĺğ šőůłĺ O ć ćěřÿĺŋż ¡šőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă, řăćŋă ŋşń¿, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ ŕőćőřőšě ŋă şčőń^{2π}_5 ¡šă śşňňă ŕěřěţőďĺš śăňă ć śěą£. Ŕő¡šőňş śşňňă ŕřőěłűĺľ ćěłšőřőć −→OB, −→OC, −→OD, −→OE ŋă őřĺěŋšĺřőćăŋŋş¿ ŕř£ňş¿ OA řăćŋă −1. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ¡šă śşňňă ŕřőěłűĺľ řăćŋă 2 cos_{2π5} +

2 cos^{4π}_5 .

Ğ-ůă 3. Ďăŋż šřĺ šőůłĺ A, B, C. Ůěřěğ šőůłş A ŕřőćěśšĺ ŕř£ňş¿ šăł, ůšőąż śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš šőůěł B ĺ C ďő ¡šőľ ŕř£ňőľ ążńă řăćŋă ğăďăŋŋőňş őšřěğłş.

Řěÿ 3. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šřěąşěňă£ ŕř£ňă£ l ŕőśšřőěŋă. Řăśśňőšřĺň ďćă śńşůă£.

Śńşůăľ 1. Ŕř£ňă£ l ŕěřěśěłăěš őšřěğőł BC.

Ŕřőćěď-ěň ĺğ šőůłĺ B ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł ŕř£ňőľ l, ă ĺğ šőůłĺ C ŕřőćěď-ěň ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ l. Ŕşśšĳ A^′ | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ďćşţ ŕřőćěď-ěŋŋżţ ŕř£ňżţ. Šřěşčőńĳŋĺł A^′BC ŕř£ňőşčőńĳŋżľ. Ć ŋ-ěň ĺğćěśšŋż čĺŕőšěŋşğă BC ĺ łăšěš A^′B. Ĺğ ¡šőčő ćżšěłăěš śńěďş¿źěě ŕőśšřőěŋĺě. Ŕőśšřőĺň šřěşčőńĳŋĺł A^′BC, ă ğăšěň ŕřőćěď-ěň ŕř£ňş¿ l, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋş¿ BA^′. Ěśńĺ ŕř£ňă£ l ŕěřěśěłăěš őšřěğőł BA^′, šő ¡šă ŕř£ňă£ ĺśłőňă£.

Śńşůăľ 2. Ŕř£ňă£ l ŋě ŕěřěśěłăěš őšřěğőł BC.

Ďőśšřőĺň šřěşčőńĳŋĺł ABC ďő ŕăřăńńěńőčřăňňă ABA^′C. Śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš šőůěł B ĺ C ďő ŕř£ňőľ l řăćŋă řăśśšő£ŋĺ¿ őš šőůłĺ A^′ ďő ŕř£ňőľ l. Ĺğ ¡šőčő ćżšěłăěš śńěďş¿źěě ŕőśšřőěŋĺě. Ŕőśšřőĺň ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł AA^′H ś ğăďăŋŋőľ čĺŕőšěŋşğőľ AA^′ ĺ łăšěšőň A^′H, ďńĺŋă łőšőřőčő řăćŋă ďńĺŋě ďăŋŋőčő őšřěğłă. Ěśńĺ ŕř£ňă£ l = AH ŋě ŕěřěśěłăěš őšřěğőł BC, šő ¡šă ŕř£ňă£ ĺśłőňă£.

Ğ-ůă 4. Řěÿĺšĳ şřăćŋěŋĺě √ a − √ a + x = x.

Řěÿ 4. Ĺğąăćń££śĳ őš řăďĺłăńőć, ŕřĺţőďĺň ł şřăćŋěŋĺ¿

x^4 − 2ax^2 − x + a^2 − a = 0.

Őšŋőśĺšěńĳŋő a ¡šő şřăćŋěŋĺě łćăďřăšŋőě. Řěÿă£ ěčő, ŕőńşůăěň ďćă řěÿěŋĺ£:

a = x^2 + x + 1; a = x^2 − x. Řěÿă£ ¡šĺ łćăďřăšŋżě şřăćŋěŋĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő x, ŕőńşůăěň ůěšżřě řěÿěŋĺ£:

x_{1,2} = −^1_2 ± √ a −^3_4 ;

x_{3,4} =^1_2 ± √ a +^1_4 .

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćő ćś£łőň šřěşčőńĳŋĺłě ąĺśśěłšřĺśă ńěęĺš ňěęďş ňěďĺăŋőľ ĺ ćżśőšőľ, ŕřőćěďěŋŋżňĺ ĺğ šőľ ęě ćěřÿĺŋż.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ AD, AM ĺ AH | ąĺśśěłšřĺśă, ňěďĺăŋă ĺ ćżśőšă šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ŕşśšĳ, ďăńěě, D^′ | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ AD ś őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿ ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Šőčďă D^′ | śěřěďĺŋă ďşčĺ BC, ŕő¡šőňş MD^′ ‖ AH. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő šőůłă D ńěęĺš ŋă őšřěğłě MH.

Ćšőřőľ šşř

Ğ-ůă 1. Řăğńőęĺšĳ ŋă űěńżě řăűĺőŋăńĳŋżě ňŋőęĺšěńĺ ćżřăęěŋĺě

a^{10} + a^5 + 1.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : (a^2 + a + 1)(a^8 − a^7 + a^5 − a^4 + a^3 − a + 1).

Ğ-ůă 2. Ďăŋż ďćă ňŋőčőůńěŋă őš ŕěřěňěŋŋőľ x ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺţ ěśšĳ ňŋőčőůńěŋ őš ŕěřěňěŋŋőľ x ś ů-ěšŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ŋě ćśě ĺğ łőšőřżţ ďěń£šś£ ŋă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć őďŋőň ĺğ ňŋőčőůńěŋőć ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ů-ěšŋżě, ă ć ďřşčőň | ţőšĳ őďĺŋ ŋěů-ěšŋżľ.

Řěÿ 2. Ĺğ šőčő, ůšő ŋě ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďěń£šś£ ŋă 4, śńěďşěš, ůšő ş őďŋőčő ňŋőčőůńěŋă ěśšĳ ŋěů-ěšŋżľ łő¡ťťĺűĺěŋš. Ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ş ďřşčőčő ňŋőčőůńěŋă ŋěš ŋěů-ěšŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ş őąőĺţ ňŋőčőůńěŋőć ěśšĳ ŋěů-ěšŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż. Ğăňěŋĺň łăęďżľ łő¡ťťĺűĺěŋš ŋă ěčő őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă 2. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ňŋőčőůńěŋż a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + x^r ĺ b_mx^m + b_{m−1}x^{m−1} + · · · + x^s. Ěśńĺ ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ďăŋŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ňż ğăňěŋĺň łăęďżľ łő¡ťťĺűĺěŋš ŋă ěčő őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă 2, šő ŕőńşůĺň ňŋőčőůńěŋ a_nb_mx^{n+m} + · · · + x^{r+s}. Šăłĺň őąřăğőň ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ďăŋŋżţ ňŋőčőůńěŋőć łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^{r+s} ŋěů-ěšěŋ, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš şśńőćĺ¿.

Ğ-ůă 3. Ďăŋż ďćě šőůłĺ A ĺ B ĺ őłřşęŋőśšĳ. Ŋăľšĺ ŋă őłřşęŋőśšĺ šőůłş X šăł, ůšőąż ŕř£ňżě AX ĺ BX őšśěłńĺ ŋă őłřşęŋőśšĺ ţőřďş CD, ŕăřăńńěńĳŋş¿ ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ MN.

Řěÿ 3. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňż ŕőśšřőĺńĺ šřěąşěňş¿ šőůłş X. Ŕşśšĳ ŕř£ňă£ AX ŕěřěśěłăěš ďăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ S ć šőůłě C, ă ŕř£ňă£ BX | ć šőůłě D. Ŕřőćěď-ěň ůěřěğ šőůłş D ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ ŕř£ňőľ AB; őŋă ŕěřěśěłăěš őłřşęŋőśšĳ S ć ŋěłőšőřőľ šőůłě K. Ŕşśšĳ ŕř£ňă£ KC ŕěřěśěłăěš ŕř£ňş¿ AB ć šőůłě P . Šřěşčőńĳŋĺłĺ AP C ĺ AXB ŕőďőąŋż, ŕőśłőńĳłş şčőń A ş ŋĺţ őąźĺľ ĺ̸ AP C ≠ CKD = ̸CXD. Ĺğ ŕőďőąĺ£ ¡šĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć śńěďşěš, ůšő AP · AB = AC · AX.

Ĺğ ¡šőčő ćżšěłăěš śńěďş¿źěě ŕőśšřőěŋĺě. Ŕřőćěď-ěň ůěřěğ šőůłş A ŕř£ňş¿, ŕěřěśěłă¿źş¿ őłřşęŋőśšĳ S ć ŋěłőšőřżţ šőůłăţ C^′ ĺ X^′. Šőčďă AP ·AB = AC ·AX = AC^′ ·AX^′, ŕő¡šőňş ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ šőůłş P . Ďăńěě, ŋăň ĺğćěśšěŋ şčőń CDK (őŋ řăćěŋ şčńş ňěęďş ŕř£ňżňĺ AB ĺ MN). Ŕő¡šőňş ňż ğŋăěň ďńĺŋş ţőřďż KC, ă ğŋăůĺš, ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ őłřşęŋőśšĳ S^′, łőšőřă£ ĺňěěš šőš ęě śăňżľ űěŋšř, ůšő ĺ őłřşęŋőśšĳ S, ĺ łăśăěšś£ ţőřďż KC. Ŕřőćěď£ ĺğ šőůłĺ P łăśăšěńĳŋş¿ ł őłřşęŋőśšĺ S^′, ŋăţőďĺň šőůłş C.

Ğ-ůă 4. Ŋăľšĺ őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă 7 ůĺśńă

10^{10} + 10^{(102)} + 10^{(103)} + · · · + 10^{(1010)}.

Řěÿ 4. Ğăňěšĺň, ůšő 10^6 ≡ 1 (mod 7), ŕőśłőńĳłş 10^3 + 1 ďěńĺšś£ ŋă 7, ĺ 10^k ≡ 4 (mod 6) ŕřĺ k ¿ 1, ŕőśłőńĳłş ůĺśńő 99 . . . 96 ů-ěšŋő ĺ ďěńĺšś£ ŋă 3. Ğŋăůĺš, 10^{10k} ≡ 10^4 (mod 7) ŕřĺ k ¿ 1. Ŕő¡šőňş šřěąşěňżľ őśšăšőł řăćěŋ őśšăšłş őš ďěńěŋĺ£ ůĺśńă 10 · 10^4 = 10^5 ŋă 7. İšőš őśšăšőł řăćěŋ 5.

Ğ-ůă 5. Ďăŋă ŕřăćĺńĳŋă£ ŕĺřăňĺďă. Ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ P ě-ě őśŋőćăŋĺ£ ćőśśšăćńěŋ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł ŕńőśłőśšĺ őśŋőćăŋĺ£. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă őšřěğłőć őš šőůłĺ P ďő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řă ś ŕńőśłőśš£ňĺ čřăŋěľ ŕĺřăňĺďż ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ P ŋă őśŋőćăŋĺĺ.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ ˝ | ŕńőśłőśšĳ őśŋőćăŋĺ£ ŕĺřăňĺďż, Q | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řă ł ŕńőśłőśšĺ ˝, ćőśśšăćńěŋŋőčő ĺğ šőůłĺ P , ś ŕńőśłőśšĳ¿ čřăŋĺ ŕĺřăňĺďż, R | őśŋőćăŋĺě ŕěřŕěŋďĺłşń£řă, őŕşźěŋŋőčő ŋă řěąřő ¡šőľ čřăŋĺ, ńěęăźěě ć ŕńőśłőśšĺ ˝. Šőčďă P Q = P R tg φ, čďě φ ≠ P RQ. Şčőń φ | ¡šő şčőń ŋăłńőŋă ŕńőśłőśšĺ čřăŋĺ ł ŕńőśłőśšĺ őśŋőćăŋĺ£. Ďń£ ćśěţ čřăŋěľ ŕĺřăňĺďż őŋ őďĺŋ ĺ šőš ęě. Ŕő¡šőňş ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ŕřăćĺńĳŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ńěęăźěčő ć őśŋőćăŋĺĺ ŕĺřăňĺďż, ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě: ÀĎń£ ń¿ąőľ šőůłĺ P , ńěęăźěľ ćŋşšřĺ ŕřăćĺńĳŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš P ďő śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă őďŋă ĺ šă ęě.Á Ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šő şšćěřęďěŋĺě, řăğřěęěň ŕřăćĺńĳŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ, ŕřőćěď£ őšřěğłĺ ĺğ šőůłĺ P ć ćěřÿĺŋż. Ś őďŋőľ śšőřőŋż, śşňňă ŕńőźăďěľ ¡šĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć ŕőśšő£ŋŋă (őŋă řăćŋă ŕńőźăďĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, őŋă řăćŋă ŕőńőćĺŋě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ śşňňż řăśśšő£ŋĺľ őš šőůłĺ P ďő śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă ďńĺŋş śšőřőŋż ŕřăćĺńĳŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

Ğ-ůă 6. Ŋă łăłőě śăňőě ąőńĳÿěě ůĺśńő ůăśšěľ ňőęŋő řăğąĺšĳ ŕřőśšřăŋśšćő ŕ£šĳ¿ śťěřăňĺ? Řěÿ 6. Ő š ć ě š : ŋă 30 ůăśšěľ.

Ŕşśšĳ a_n | ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ůăśšěľ, ŋă łőšőřżě řăğąĺćă¿š śťěřş n őłřşęŋőśšěľ, b_n | ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ůăśšěľ, ŋă łőšőřżě řăğąĺćă¿š ŕřőśšřăŋśšćő n śťěř. §śŋő, ůšő a_2 = 2 ĺ b_2 = 2. Ŕőłăęěň, ůšő a_n = a_{n−1} +2(n − 1) ĺ b_n = b_{n−1} + a_{n−1}. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ůĺśńő ůăśšěľ ąşďěš ŋăĺąőńĳÿĺň ć šőň śńşůăě, łőčďă ŋĺłăłĺě šřĺ őłřşęŋőśšĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě ĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋĺłăłĺě ůěšżřě śťěřż ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě ĺ ŋĺłăłĺě šřĺ śťěřż ŋě ĺňě¿š őąźěľ őłřşęŋőśšĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺŋăůě ůĺśńő ůăśšěľ ćśěčďă ňőęŋő şćěńĺůĺšĳ, śńěčłă ŕőÿěćěńĺć őłřşęŋőśšĺ (śťěřż). Ŕşśšĳ ŋă śťěřě ďăŋő n őłřşęŋőśšěľ, ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ łőšőřżţ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ťĺłśĺřşěň őďŋş ĺğ ŋĺţ. Őśšăćÿĺěś£ őłřşęŋőśšĺ řăğąĺćă¿š śťěřş ŋě ąőńěě ůěň ŋă a_{n−1} ůăśšěľ, ŕřĺů-ěň ćőğňőęŋă łőŋťĺčşřăűĺ£, łőčďă őŋĺ řăğąĺćă¿š śťěřş ŋă a_{n−1} ůăśšěľ. Ťĺłśĺřőćăŋŋă£ őłřşęŋőśšĳ ŕěřěśěłăěš őśšăńĳŋżě őłřşęŋőśšĺ ŋě ąőńěě ůěň ć 2n − 2 šőůłăţ, ŕřĺů-ěň śńşůăľ, łőčďă ůĺśńő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ řăćŋő 2n − 2, ćőğňőęěŋ. Šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ řăğąĺćă¿š ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ ŋă 2n−2 ůăśšěľ; łăęďă£ ĺţ ¡šĺţ ůăśšěľ őłřşęŋőśšĺ ďőąăćń£ěš őďŋş ŋőćş¿ ůăśšĳ řăğąĺěŋĺ£ śťěřż. Ŕő¡šőňş a_n = a_{n−1} + 2(n − 1). Řăćěŋśšćő b_n = b_{n−1} + a_{n−1} ďőłăğżćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő. Šăłĺň őąřăğőň, a_2 = 4, a_3 = 8, a_4 = 14 ĺ b_2 = 4, b_3 = 8, b_4 = 16, b_5 = 30.

VI őńĺňŕĺăďă (1940)

Ŕěřćżľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Řăğńőęĺšĳ ŋă ňŋőęĺšěńĺ: (b − c)^3 + (c − a)^3 + (a − b)^3.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : 3(b − c)(c − a)(a − b).

Ğ-ůă 2. Ŕăřőţőď őš Čőřĳłőčő ďő Ăśšřăţăŋĺ ĺď-ěš 5 śşšőł, ă őš Ăśšřăţăŋĺ ďő Čőřĳłőčő 7 śşšőł. Śłőńĳłő ďŋěľ ąşďşš ŕńżšĳ ŕő šěůěŋĺ¿ ŕńőšż őš Čőřĳłőčő ďő Ăśšřăţăŋĺ?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 35. Ŕşśšĳ v | śłőřőśšĳ šěůěŋĺ£ řěłĺ, u | śłőřőśšĳ ŕăřőţőďă, l | řăśśšő£ŋĺě őš Čőřĳłőčő ďő Ăśšřăţăŋĺ. Ŕő şśńőćĺ¿^l_{u+v} = 5 ĺ^l_{u−v} = 7; šřěąşěšś£ ŋăľšĺ l/v. Ĺğ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ l = 5u + 5v, l = 7u − 7v ŋăţőďĺň l/v = 35.

Ğ-ůă 3. Śłőńĳłĺňĺ ŋşń£ňĺ őłăŋůĺćăěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ űěńżţ ůĺśěń őš 1 ďő 100 ćłń¿ůĺšěńĳŋő? Řěÿ 3. Ő š ć ě š : 24. Śřěďĺ ůĺśěń őš 1 ďő 100 ěśšĳ 20 ůĺśěń, ďěń£źĺţś£ ŋă 5, ĺ 4 ůĺśńă, ďěń£źĺţś£ ŋă 25 (ůĺśěń, ďěń£źĺţś£ ŋă 125, śřěďĺ ŋĺţ ŋěš). Ŕő¡šőňş řăśśňăšřĺćăěňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ďěńĺšś£ ŋă 5^{24} ĺ ŋě ďěńĺšś£ ŋă 5^{25}. §śŋő šăłęě, ůšő őŋő ďěńĺšś£ ŋă 2^{24}.

Ğ-ůă 4. Ŕřőćěśšĺ ďăŋŋżň řăďĺşśőň őłřşęŋőśšĳ, łăśă¿źş¿ś£ ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ ĺ ďăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ. Śłőńĳłő řěÿěŋĺľ ĺňěěš ¡šă ğăďăůă?

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ r | ďăŋŋżľ řăďĺşś, R ĺ O | řăďĺşś ĺ űěŋšř ďăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ. Űěŋšř ĺśłőňőľ őłřşęŋőśšĺ ńěęĺš ŋă őłřşęŋőśšĺ S řăďĺşśă |R ± r| ś űěŋšřőň O. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ě-ě űěŋšř ńěęĺš ŋă ŕř£ňőľ l, ŕăřăńńěńĳŋőľ ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ ĺ şďăń-ěŋŋőľ őš ŋě-ě ŋă řăśśšő£ŋĺě r; šăłĺţ ŕř£ňżţ ďćě. Ń¿ąă£ šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ őłřşęŋőśšĺ S ĺ ŕř£ňőľ l ňőęěš śńşęĺšĳ űěŋšřőň ĺśłőňőľ őłřşęŋőśšĺ. Ğăďăůă ňőęěš ĺňěšĳ őš 0 ďő 8 řěÿěŋĺľ.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ: { (x^3 + y^3)(x^2 + y^2) = 2b^5, x + y = b. Řěÿ 1. Ŕşśšĳ xy = t. Šőčďă x^2 +y^2 = b^2 −2t ĺ x^3 +y^3 = b(b^2 −3t). Ŕő¡šőňş b(b^2 −2t)(b^2 −3t) = 2b^5. Ěśńĺ b = 0, šő ŕőńşůăěň řěÿěŋĺě x = −y. Ěśńĺ b ≠ 0, šő ďń£ t ŕőńşůăěň łćăďřăšŋőě şřăćŋěŋĺě (b^2 −2t)(b^2 −3t) = 2b^4. Řěÿĺć ěčő, ŋăţőďĺň t_1 = b^2, t_2 = −b^2/6. Őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő x ĺ y £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ X^2 − bX + t = 0.

Ğ-ůă 2. Ćśě űěńżě ůĺśńă ćżŕĺśăŋż ŕőďř£ď, ŋăůĺŋă£ őš ěďĺŋĺűż. Őŕřěďěńĺšĳ, łăłă£ űĺťřă śšőĺš ŋă 206 788-ň ňěśšě.

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : űĺťřă 7. Őďŋőğŋăůŋżţ ůĺśěń řőćŋő 9, ďćşğŋăůŋżţ 99 − 9 = 90, šř-ěţğŋăůŋżţ 999 − 99 − 9 = 900, ůěšżř-ěţğŋăůŋżţ 9000 ĺ š.ď. Őďŋőğŋăůŋżě ůĺśńă ğăľňşš ć ćżŕĺśăŋŋőň ř£ďş ŕěřćżě 9 ňěśš, ďćşğŋăůŋżě 90 · 2 = 180 ňěśš, šř-ěţğŋăůŋżě 900 · 3 = 2700 ňěśš, ůěšżř-ěţğŋăůŋżě 9000 · 4 = 36 000 ňěśš, ŕ£šĺğŋăůŋżě 90000 · 5 = 450 000 ňěśš. Ŕő¡šőňş ĺŋšěřěśş¿źă£ ŋăś űĺťřă ŕřĺŋăďńěęĺš ŕ£šĺğŋăůŋőňş ůĺśńş.

Űĺťřż, ŕřĺŋăďńěęăźĺě ŋě ąőńěě ůěň ůěšżř-ěţğŋăůŋżň ůĺśńăň, ĺňě¿š ŋőňěřă őš 1 ďő 9 + 180 + 2700 + 36 000 = 38 889. Řăğŋőśšĳ 206 788 − 38 889 = 167 899 ŋşęŋő řăğďěńĺšĳ ŋă 5 ś őśšăšłőň: 167 899 = 5 · 33 579+4. Ĺŋšěřěśş¿źă£ ŋăś űĺťřă ŕřĺŋăďńěęĺš 33 580-ňş ŕ£šĺğŋăůŋőňş ůĺśńş, š.ě. ůĺśńş 43 579 (ŕěřćőě ŕ£šĺğŋăůŋőě ůĺśńő | ¡šő ůĺśńő 10 000). Ć ¡šőň ůĺśńě ĺŋšěřěśş¿źă£ ŋăś űĺťřă śšőĺš ŋă 4-ň ňěśšě.

Ğ-ůă 3. Ŕőśšřőĺšĳ őłřşęŋőśšĳ, řăćŋőşďăńěŋŋş¿ őš ůěšżřěţ šőůěł ŕńőśłőśšĺ. Śłőńĳłő řěÿěŋĺľ ĺňěěš ğăďăůă?

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : 7 řěÿěŋĺľ (ć ŋěćżřőęďěŋŋőň śńşůăě).

Ŕşśšĳ A, B, C, D | ďăŋŋżě šőůłĺ, S | ĺśłőňă£ őłřşęŋőśšĳ. Ŕő őďŋş śšőřőŋş őš S ńěęĺš k ďăŋŋżţ šőůěł, ŕő ďřşčş¿ śšőřőŋş ńěęĺš 4−k ďăŋŋżţ šőůěł. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ďăŋŋżě šőůłĺ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ (ĺŋăůě ć łăůěśšćě S ňőęŋő ćğ£šĳ ń¿ąş¿ őłřşęŋőśšĳ ś šěň ęě űěŋšřőň; ŕőńşůăěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řěÿěŋĺľ). Šăłĺň őąřăğőň, 1 6 k 6 3. Ňż ŕőńşůăěň ďćă śşźěśšćěŋŋő řăğńĺůŋżţ řăśŕőńőęěŋĺ£ šőůěł ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł S: 2 + 2 ĺ 1 + 3.

Ŕşśšĳ śŋăůăńă šőůłĺ A ĺ B ńěęăš ŕő őďŋş śšőřőŋş őš őłřşęŋőśšĺ S, ă šőůłĺ C ĺ D | ŕő ďřşčş¿. Űěŋšřőň őłřşęŋőśšĺ S £ćń£ěšś£ šőůłă O ŕěřěśěůěŋĺ£ śěřěďĺŋŋżţ ŕěřŕěŋďĺłşń£řőć ł őšřěğłăň AB ĺ

CD. Řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ S řăćěŋ śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş ďńĺŋ őšřěğłőć OA ĺ OC. Ůěšżřě šőůłĺ ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă ŕăřż šřěň£ śŕőśőąăňĺ, ŕő¡šőňş ňż ŕőńşůăěň 3 řěÿěŋĺ£.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ šőůłĺ A, B ĺ C ńěęăš ŕő őďŋş śšőřőŋş őš őłřşęŋőśšĺ S, ă šőůłă D | ŕő ďřşčş¿. Ŕřőćěď-ěň ůěřěğ šőůłĺ A, B ĺ C őłřşęŋőśšĳ. Ŕşśšĳ O ĺ R | ě-ě űěŋšř ĺ řăďĺşś. Šőůłă O £ćń£ěšś£ űěŋšřőň ĺśłőňőľ őłřşęŋőśšĺ, ă řăďĺşś ĺśłőňőľ őłřşęŋőśšĺ řăćěŋ śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş R ĺ OD. Őďŋş šőůłş ĺğ ůěšżř-ěţ ňőęŋő ćżąřăšĳ ůěšżřĳň£ śŕőśőąăňĺ, ŕő¡šőňş ňż ŕőńşůăěň 4 řěÿěŋĺ£.

Ğ-ůă 4. Ć ŕńőśłőśšĺ ďăŋż ďćě ŕř£ňżě. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł, řăğŋőśšĳ řăśśšő£ŋĺľ łőšőřżţ őš ¡šĺţ ŕř£ňżţ řăćŋă ğăďăŋŋőňş őšřěğłş.

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ a | ğăďăŋŋżľ őšřěğőł. Ŕşśšĳ, ďăńěě, šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ďăŋŋżţ ŕř£ňżţ l_1 ĺ l_2 ś ŕř£ňżňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ l_1 ĺ l_2 ĺ şďăń-ěŋŋżňĺ őš ŋĺţ ŋă řăśśšő£ŋĺě a, őąřăğş¿š ŕř£ňőşčőńĳŋĺł M_1M_2M_3M_4. Ŕőłăęěň, ůšő ĺśłőňőě ČŇŠ | ŕřőďőńęěŋĺ£ śšőřőŋ ¡šőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă. Őŕşśšĺň ĺğ šőůłĺ X ŕěřŕěŋďĺłşń£řż XA_1 ĺ XA_2 ŋă ďăŋŋżě ŕř£ňżě l_1 ĺ l_2. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, XA_1 − XA_2 = a. Ćőğĳň-ěň ŋă ńşůě A_1X šőůłş B šăł, ůšő A_1B = a. Šőčďă BX = XA_2. Ŕşśšĳ M | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ l_2 ĺ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłş B ŕăřăńńěńĳŋő ŕř£ňőľ l_1 (M | ¡šő őďŋă ĺğ šőůěł M_1, M_2, M_3, M_4). Šőčďă MX | ąĺśśěłšřĺśă şčńă BMA_2.

Ğ-ůă 5. Ťăłšőřĺăńőň ůĺśńă n ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ űěńżţ ůĺśěń őš 1 ďő n ćłń¿ůĺšěńĳŋő. Ŋăľšĺ ćśě šř-ěţğŋăůŋżě ůĺśńă, řăćŋżě śşňňě ťăłšőřĺăńőć śćőĺţ űĺťř.

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : 145. Ŕşśšĳ N = 100x + 10y + z | ĺśłőňőě ůĺśńő, ďń£ łőšőřőčő N = x! + y! + z!. Ůĺśńő 7! = 5040 ůěšżř-ěţğŋăůŋőě, ŕő¡šőňş ŋĺ őďŋă űĺťřă ůĺśńă N ŋě ŕřěćőśţőďĺš 6. Ŕő¡šőňş ůĺśńő N ňěŋĳÿě 700. Ŋő šőčďă ŋĺ őďŋă űĺťřă ůĺśńă N ŋě ŕřěćőśţőďĺš 5, ŕőśłőńĳłş 6! = 720. Ŋěřăćěŋśšćő 3 · 4! = 72 < 100 ŕőłăğżćăěš, ůšő ţőš£ ąż őďŋă űĺťřă ůĺśńă N řăćŋă 5. Ŕřĺ ¡šőň x ≠ 5, ŕőśłőńĳłş 3 · 5! = 360 < 500. İšő ŋěřăćěŋśšćő ŕőłăğżćăěš šăłęě, ůšő x 6 3. Ąőńěě šőčő, x 6 2, ŕőśłőńĳłş 3! + 2 · 5! = 246 < 300. Ůĺśńő 255 ŋě şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ ğăďăůĺ, ă ěśńĺ ńĺÿĳ őďŋă űĺťřă ĺśłőňőčő ůĺśńă řăćŋă 5, šő x 6 1, ŕőśłőńĳłş 2! + 5! + 4! = 146 < 200. Šăł łăł 1! + 5! + 4! = 145 < 150, ŕőńşůăěň y 6 4. Śńěďőćăšěńĳŋő, z = 5. Şůĺšżćă£, ůšő x = 1 ĺ 0 6 y 6 4, ŋăţőďĺň ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě N = 145.

Ćšőřőľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ůěšżř-ěţğŋăůŋőě ůĺśńő, £ćń£¿źěěś£ šőůŋżň łćăďřăšőň, ĺ šăłőě, ůšő ďćě ŕěřćżě űĺťřż őďĺŋăłőćż ňěęďş śőąőľ ĺ ďćě ŕőśńěďŋĺě šăłęě.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ a | ŕěřćă£ ĺ ćšőřă£ űĺťřż, b | šřěšĳ£ ĺ ůěšć-ěřšă£. Šőčďă ďăŋŋőě ůĺśńő řăćŋő 11(b + 100a), ŕő¡šőňş b + 100a = 11x^2 ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă x. Łřőňě šőčő, 100 6 b + 100a 6 908, ă ğŋăůĺš, 3 6 x 6 9. Ćżůĺśń££ łćăďřăšż ůĺśěń 33, 44, . . . , 99, ŕőńşůăěň, ůšő řőćŋő őďŋő ĺğ ŋĺţ ĺňěěš šřěąşěňżľ ćĺď: 88^2 = 7744.

Ğ-ůă 2. Šőůłĺ A, B, C | ćěřÿĺŋż ćŕĺśăŋŋőčő ć őłřşęŋőśšĳ řăćŋőśšőřőŋŋěčő šřěşčőńĳŋĺłă. Šőůłă D ńěęĺš ŋă ňěŋĳÿěľ ďşčě AB. DC = AD + BD. Ďőłăğăšĳ.

Řěÿ 2. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő̸ ADC ≠ ABC = 60^∘, ŕőśłőńĳłş ¡šĺ şčńż őŕĺřă¿šś£ ŋă őďŋş ĺ šş ęě ďşčş. Ăŋăńőčĺůŋő̸ BDC = 60^∘. Őšńőęĺň ŋă őšřěğłě CD šőůłĺ K ĺ L šăł, ůšőąż šřěşčőńĳŋĺłĺ BDK ĺ ADL ążńĺ ŕřăćĺńĳŋżňĺ. Šřěşčőńĳŋĺłĺ ADB ĺ ALC řăćŋż ŕő ďćşň śšőřőŋăň ĺ şčńş ňěęďş ŋĺňĺ. Ŕő¡šőňş CL = DB, ă ğŋăůĺš, DC = DL + LC = AD + BD.

Ğ-ůă 3. Ďăŋŋżň ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłőň ŋěŕřăćĺńĳŋőľ ťőřňż ŋăśšńăšĳ ŕăřłěš, š.ě. ŕőłřżšĳ ćś¿ ŕńőśłőśšĳ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłăňĺ, řăćŋżňĺ ďăŋŋőňş, ąěğ ŕřőňěęşšłőć ĺ ŕěřěłřżšĺľ.

Řěÿ 3. Śőśšăćĺň ĺğ ůěšżř-ěţ ¡łğěňŕń£řőć ďăŋŋőčő ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă ťĺčşřş, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺś.???. Ŕřĺ ¡šőň ABCD | ŕăřăńńěńőčřăňň ĺ ŕřĺ śďćĺčăţ ŋă ćěłšőřż −→AB ĺ −→BC őďŋă ŕăřă śšőřőŋ ťĺčşřż ŕěřěţőďĺš ć ďřşčş¿ ŕăřş śšőřőŋ.

Őůěćĺďŋő, ůšő ŕăřăńńěńőčřăňňăňĺ ňőęŋő ŕőłřżšĳ ćś¿ ŕńőśłőśšĳ, ŕő¡šőňş ŕőńşůěŋŋżňĺ ťĺčşřăňĺ šőęě ňőęŋő ŕőłřżšĳ ćś¿ ŕńőśłőśšĳ.

Ğ-ůă 4. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš ŕăř űěńżţ ůĺśěń x, y, ğăłń¿ů-ěŋŋżţ ňěęďş 1 ĺ 1000, šăłĺţ, ůšő x^2 + y^2 ďěńĺšś£ ŋă 7.

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : 142^2 = 20164. Ůĺśńő x^2 + y^2 ďěńĺšś£ ŋă 7 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őąă ůĺśńă x ĺ y ďěń£šś£ ŋă 7. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łćăďřăš űěńőčő ůĺśńă ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 7 ďă-ěš őśšăšłĺ 0, 2 ĺ 4. Łőńĺůěśšćő űěńżţ ůĺśěń, ğăłń¿ůěŋŋżţ ňěęďş 1 ĺ 1000 ĺ ďěń£źĺţś£ ŋă 7, řăćŋő 142. Ŕő¡šőňş ĺśłőňőě ůĺśńő řăćŋő 142^2 = 20164.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ŋă ąěśłőŋěůŋőň łőŋşśě, şčőń řăğć-ěřšłĺ łőšőřőčő řăćěŋ α, ćğ£šă šőůłă. Ĺğ ¡šő šőůłĺ ć őąě śšőřőŋż ŕřőćőďĺšś£ ńĺŋĺ£ šăł, ůšő ŕőśńě řăğć-ěřšłĺ őŋă ŕřěćřăźăěšś£ ć őšřěğłĺ ŕř£ňżţ. Őŕřěďěńĺšĳ ůĺśńő ěě śăňőŕěřěśěůěŋĺľ.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : ůĺśńő śăňőŕěřěśěůěŋĺľ řăćŋő n, čďě n | ŋăĺąőńĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ďń£ łőšőřőčő nα < 180^∘.

Řăśśňőšřĺň ŋă ŕńőśłőśšĺ šőůłĺ S ĺ A, śőőšćěšśšćş¿źĺě ćěřÿĺŋě łőŋşśă ĺ ćğ£šőľ šőůłě ŕřĺ řăğć-ěřšłě łőŋşśă ŋă ¡šş ŕńőśłőśšĳ. Ćőśśšăćĺň ĺğ šőůłĺ A ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł ŕř£ňőľ SA ĺ ćőğĳň-ěň ŋă ¡šőň ŕěřŕěŋďĺłşń£řě ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŕř£ňőľ SA šőůłĺ B_1, . . . , B_n šăł, ůšő̸ ASB_k = k^α_2 Ăŋăńőčĺůŋő ŕő ďřşčş¿ śšőřőŋş őš ŕř£ňőľ SA ćőğĳň-ěň šőůłĺ C_1, . . . , C_n šăł, ůšő̸ ASC_k = k^α_2 . Ŋă łőŋşśě šőůłă B_k śőćŕăďăěš ś šőůłőľ C_k ; ďřşčĺţ šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőćěď-ěŋŋőľ ńĺŋĺĺ ŋěš.

Ğ-ůă 2. Ůšő ąőńĳÿě: 300! ĺńĺ 100^{300}? Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 300! > 100^{300}. Śŋăůăńă ďőłăęěň, ůšő ( 1 +^1_n )_n < 3 ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő n. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ( 1 + 1 n )_n = 1 + n · 1 n + n(n − 1) 2 · 1 n^2 + n(n − 1)(n − 2) 2 · 3 · 1 n^3 + · · · < < 1 + 1 + 1 2 + 1 4 + 1 8 + . . . , ŕőśłőńĳłş^{n−1}_{2n} <^1_2 ,^{n−2}_{3n} <^1_2 ,^{n−3}_{4n} <^1_2 ĺ š.ď.

Ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ŋěřăćěŋśšćă śńěďşěš, ůšő ( n + 1 3 )_{n+1} : ( n 3 )_n = ( n + 1 n )_n · n + 1 3 < n + 1. Ŕő¡šőňş ĺŋďşłűĺěľ ŕő n ŕőńşůăěň ŋěřăćěŋśšćő (_n 3 )_n < n!. Őśšă-ěšś£ ŕőďśšăćĺšĳ ć ŋěčő n = 300.

Ğ-ůă 3. Űěŋšř O őŕĺśăŋŋőľ őłőńő šřěşčőńĳŋĺłă ABC őłřşęŋőśšĺ őšřăęăěšś£ śĺňňěšřĺůŋő őšŋőśĺšěńĳŋő łăęďőľ ĺğ śšőřőŋ. Ŕő šřěň ŕőńşůěŋŋżň šőůłăň O_1, O_2, O_3 ćőśśšăŋőćĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł ABC, ěśńĺ ćśě őśšăńĳŋőě śš-ěřšő.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ šőůłĺ O_1, O_2 ĺ O_3 śĺňňěšřĺůŋż šőůłě O őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ BC, CA ĺ AB śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŕşśšĳ, ďăńěě, A_1, B_1 ĺ C_1 | śěřěďĺŋż śšőřőŋ BC, CA ĺ AB. Šőčďă BC‖B_1C_1‖O_2O_3 ĺ OA_1⊥BC. Ŕő¡šőňş OO_1⊥O_2O_3. Ăŋăńőčĺůŋő OO_2⊥O_1O_3 ĺ OO_3⊥O_1O_2. Šăłĺň őąřăğőň, O | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ćżśőš šřěşčőńĳŋĺłă O_1O_2O_3. Ŕőśšřőĺć šőůłş O, ŕřőćőďĺň śěřěďĺŋŋżě ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ł őšřěğłăň OO_1, OO_2, OO_3. İšĺ ŕř£ňżě őąřăğş¿š šřěşčőńĳŋĺł ABC.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ ŋěřăćěŋśšćő:

a_1 a_2 + a_2 a_3 + a_3 a_4 + · · · + a_{n−1} a_n + a_n a_1 ¿ n; (a_1, a_2, . . . , a_n | ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă).

Řěÿ 4. Ůĺśńă b_1 = a_1/a_2, b_2 = a_2/a_3, . . . , b_n = a_n/a_1 ŕőńőęĺšěńĳŋż ĺ ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě řăćŋő 1. Ŕő¡šőňş ĺţ śřěďŋěě čěőňěšřĺůěśłőě řăćŋő 1. Śőčńăśŋő ŋěřăćěŋśšćş ňěęďş śřěďŋĺň ăřĺťňěšĺůěśłĺň ĺ śřěďŋĺň čěőňěšřĺůěśłĺň śřěďŋěě ăřĺťňěšĺůěśłőě ¡šĺţ ůĺśěń ŋě ňěŋĳÿě 1, š.ě. ĺţ śşňňă ŋě ňěŋĳÿě n.

Ğ-ůă 5. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš ŕőńőęĺšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń x, ňěŋĳÿĺţ 10 000, ďń£ łőšőřżţ 2^x − x^2 ďěńĺšś£ ŋă 7?

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : 2857. Őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă 7 ůĺśěń 2^x ĺ x^2 ŕőćšőř£¿šś£ ś ŕěřĺőďăňĺ 3 ĺ 7, ŕő¡šőňş őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă 7 ůĺśńă 2^x − x^2 ŕőćšőř£¿šś£ ś ŕěřĺőďőň 21. Śřěďĺ ůĺśěń x őš 1 ďő 21 řăćŋżě őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă 7 ůĺśěń 2^x ĺ x^2 ďă¿š řőćŋő 6 ůĺśěń. Ŕő¡šőňş śřěďĺ ůĺśěń őš 1 ďő 9996 = 7 · 476 ěśšĳ 476 · 6 = 2856 šřěąşěňżţ ůĺśěń. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋă£ ŕřőćěřłă ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ŕőńşůěŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őśšăšłőć ŕőłăğżćăěš, ůšő ĺğ őśšăćÿĺţś£ ůĺśěń 9997, 9998 ĺ 9999 šőńĳłő ůĺśńő 9998 őąńăďăěš šřěąşěňżň śćőľśšćőň.

VII őńĺňŕĺăďă (1941)

Ŕěřćżľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ŕőśšřőĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł ŕő ćżśőšě ĺ ňěďĺăŋě, ćżţőď£źĺň ĺğ őďŋőľ ćěřÿĺŋż, ĺ řăďĺşśş őŕĺśăŋŋőčő łřşčă.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ ABC | ĺśłőňżľ šřěşčőńĳŋĺł, AH | ćżśőšă, AM | ňěďĺăŋă, R | řăďĺşś őŕĺśăŋŋőčő łřşčă, O | ěčő űěŋšř. Ŕőśšřőĺň ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł AHM ŕő łăšěšş ĺ čĺŕőšěŋşğě. Ćőśśšăćĺň ĺğ šőůłĺ M ŕěřŕěŋďĺłşń£ř l ł ŕř£ňőľ MH. Šőůłă O £ćń£ěšś£ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ l ś őłřşęŋőśšĳ¿ řăďĺşśă R ś űěŋšřőň A. Ćěřÿĺŋż B ĺ C £ćń£¿šś£ šőůłăňĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ MH ś őłřşęŋőśšĳ¿ řăďĺşśă R ś űěŋšřőň O.

Ğ-ůă 2. Ďőŕĺśăšĳ ł 523 . . . šřĺ űĺťřż šăł, ůšőąż ŕőńşůěŋŋőě ÿěśšĺğŋăůŋőě ůĺśńő ďěńĺńőśĳ ŋă 7, 8 ĺ 9. Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 523 152 ĺńĺ 523 656.

Ŕőńşůěŋŋőě ůĺśńő ďőńęŋő ďěńĺšĳś£ ŋă 7 · 8 · 9 = 504. Ŕőďěńĺň 523 000 ŋă 504 ś őśšăšłőň: 523 000 = 1037 · 504 + 352. Ŕőśłőńĳłş 504 − 352 = 152, ŋă 504 ďěń£šś£ ůĺśńă 523 152 ĺ 523 152 + 504 = 523 656. Ďřşčĺţ ůĺśěń, ďěń£źĺţś£ ŋă 504, śřěďĺ ůĺśěń őš 523 000 ďő 523 999 ŋěš.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł; A, B, C, D | ŕőśńěďőćăšěńĳŋżě śěřěďĺŋż ěčő śšőřőŋ, P , Q | śěřěďĺŋż ďĺăčőŋăńěľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł BCP řăćěŋ šřěşčőńĳŋĺłş ADQ.

Řěÿ 3. Őšřěğłĺ AD ĺ CB ŕăřăńńěńĳŋż őďŋőľ ĺğ ďĺăčőŋăńěľ, ă ĺţ ďńĺŋă řăćŋă ŕőńőćĺŋě ě-ě ďńĺŋż. Őšřěğłĺ DQ ĺ BP ŕăřăńńěńĳŋż őďŋőľ ĺğ śšőřőŋ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă, ă ĺţ ďńĺŋă řăćŋă ŕőńőćĺŋě ě-ě ďńĺŋż. Őšřěğłĺ AQ ĺ CP šőęě ŕăřăńńěńĳŋż śšőřőŋě ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă ĺ ĺţ ďńĺŋă řăćŋă ŕőńőćĺŋě ďńĺŋě ¡šőľ śšőřőŋż.

Ğ-ůă 4. Ůěřěğ šőůłş P , ńěęăźş¿ ćŋě őłřşęŋőśšĺ, ŕřőćőď£šś£ ćśěćőğňőęŋżě ŕř£ňżě, ŕěřěśěłă¿źĺě ¡šş őłřşęŋőśšĳ. Ŋăľšĺ ňŋőęěśšćő śěřěďĺŋ ţőřď, őšśěłăěňżţ őłřşęŋőśšĳ¿ ŋă ¡šĺţ ŕř£ňżţ.

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ O | űěŋšř ďăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ, M | śěřěďĺŋă ţőřďż, őšśěłăěňőľ őš őłřşęŋőśšĺ ŕř£- ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłş P . Šőčďă̸ P MO = 90^∘. Ŕő¡šőňş ĺśłőňőě ňŋőęěśšćő | ůăśšĳ őłřşęŋőśšĺ ś ďĺăňěšřőň OP , ńěęăźă£ ćŋşšřĺ ďăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ůěšżřěţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń ć śşňňě ś ěďĺŋĺűěľ ďă-ěš ŕőńŋżľ łćăďřăš.

Řěÿ 5. Ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő

n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 1 = ( n(n + 3) + 1

)_2 .

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 | 8 łńăśśőć.

Ğ-ůă 2. Ŋă śšőřőŋăţ ŕăřăńńěńőčřăňňă ćŋě ěčő ŕőśšřőěŋż łćăďřăšż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺţ űěŋšřż ńěęăš ć ćěřÿĺŋăţ ŋěłőšőřőčő łćăďřăšă.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ P , Q ĺ R | űěŋšřż łćăďřăšőć, ŕőśšřőěŋŋżţ ŋă śšőřőŋăţ DA, AB ĺ BC ŕăřăńńěńőčřăňňă ś őśšřżň şčńőň α ŕřĺ ćěřÿĺŋě A. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő̸ P AQ = 90^∘ + α ≠ RBQ, ă ğŋăůĺš, ´P AQ = ´RBQ. Śšőřőŋż AQ ĺ BQ ¡šĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż, ŕő¡šőňş P Q⊥QR.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ

a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n,

ŕřĺŋĺňă¿źĺľ ŕřĺ x = 0 ĺ x = 1 ŋěů-ěšŋżě ğŋăůěŋĺ£, ŋě ĺňěěš űěńżţ łőřŋěľ.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ P (x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n. Ŕő şśńőćĺ¿ ůĺśńă a_n = P (0) ĺ a_0 + a_1 + · · · + a_n = P (1) ŋěů-ěšŋż. Ěśńĺ x | ů-ěšŋőě ůĺśńő, šő P (x) ≡ a_n (mod 2). Ěśńĺ x | ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő, šő P (x) ≡ a_0 + a_1 + · · · + a_n (mod 2). Ć őąőĺţ śńşůă£ţ ŕőńşůăěň, ůšő ůĺśńő P (x) ŋěů-ěšŋő, ŕő¡šőňş őŋő ŋě ňőęěš ążšĳ řăćŋő ŋşń¿.

Ğ-ůă 4. Ŕőśšřőĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł ABC ŕő šőůłăň M ĺ N | őśŋőćăŋĺ£ň ćżśőš AM ĺ BN | ĺ ŕř£ňőľ, ŋă łőšőřőľ ńěęĺš śšőřőŋă AB.

Řěÿ 4. Šőůłĺ M ĺ N ńěęăš ŋă őłřşęŋőśšĺ ś ďĺăňěšřőň AB. Űěŋšř O ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ £ćń£ěšś£ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ AB ĺ śěřěďĺŋŋőčő ŕěřŕěŋďĺłşń£řă ł őšřěğłş NM, ŕő¡šőňş ňż ňőęěň ěčő ŕőśšřőĺšĳ. Šőůłĺ A ĺ B £ćń£¿šś£ šőůłăňĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ AB ĺ őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň O, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłş M. Ŕő¡šőňş šőůłĺ A ĺ B ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ. Šőůłă C ŕőśńě ¡šőčő śšřőĺšś£ łăł šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AN ĺ BM.

Ğ-ůă 5. Řěÿĺšĳ şřăćŋěŋĺě: |x + 1| − |x| + 3|x − 1| − 2|x − 2| = x + 2. Řěÿ 5. Ő š ć ě š : x = −2 ĺńĺ x ¿ 2. Ěśńĺ x ¿ 2, ŕőńşůăěň šőęďěśšćő.

Ěśńĺ 1 6 x < 2, ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě 4x = 8, łőšőřőě ŋě ĺňěěš łőřŋěľ ŋă ďăŋŋőň ĺŋšěřćăńě. Ěśńĺ 0 6 x < 1, ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě −2x = 2, łőšőřőě ŋě ĺňěěš łőřŋěľ ŋă ďăŋŋőň ĺŋšěřćăńě. Ěśńĺ −1 6 x < 0, ŕőńşůăěň 0 = 2, ůěčő ŋě ňőęěš ążšĳ. Ěśńĺ x < −1, ŕőńşůăěň łőřěŋĳ x = −2. Ğ-ůă 6. Śłőńĳłő łőřŋěľ ĺňěěš şřăćŋěŋĺě

sin x = x 100 ? Řěÿ 6. Ő š ć ě š : 63.

Ŕřěęďě ćśěčő őšňěšĺň, ůšő ůĺśńő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ łőřŋěľ řăćŋő ůĺśńş őšřĺűăšěńĳŋżţ łőřŋěľ, ă ěź-ě ěśšĳ łőřěŋĳ 0. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ůĺśńő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ łőřŋěľ řăćŋő 31. Ěśńĺ sin x =^x_{100} , šő |x| = 100| sin x| 6 100. Řăśśňőšřĺň čřăťĺłĺ ťşŋłűĺľ y = x/100 ĺ y = sin x. Şůăśšőł őśĺ Ox őš 0 ďő 100 śőďěřęĺš 15 őšřěğłőć ďńĺŋőľ 2π ĺ őďĺŋ őšřěğőł ďńĺŋőľ ňěŋĳÿě 2π. Řăśśňăšřĺćă£ şłăğăŋŋżě čřăťĺłĺ, ńěčłő şąěďĺšĳś£, ůšő ŋă ŕěřćőň őšřěğłě ďńĺŋőľ 2π ěśšĳ őďĺŋ łőřěŋĳ ďăŋŋőčő şřăćŋěŋĺ£, ă ŋă łăęďőň ĺğ őśšăńĳŋżţ 14 őšřěğłőć ďńĺŋőľ 2π ěśšĳ ďćă łőřŋ£. Ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ďńĺŋă ŕőśńěďŋěčő őšřěğłă ąőńĳÿě π, ŕő¡šőňş ŋă ŋ-ěň šőęě ěśšĳ ďćă łőřŋ£. Ćśěčő ŕőńşůăěň 31 ŕőńőęĺšěńĳŋżľ łőřěŋĳ.

Ćšőřőľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ 5 ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ŕő ćěńĺůĺŋě łćăďřăšőć ŋěńĳğ£ śńőęĺšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ŕő ćěńĺůĺŋě łćăďřăšőć śńőęěŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł. Řăśśňőšřĺň śăňżľ ňăńěŋĳłĺľ łćăďřăš Q. Ś őďŋőľ ĺğ ěčő śšőřőŋ ĺňěěš őąźş¿ ůăśšĳ śšőřőŋă ŋěłőšőřőčő ąőńĳÿěčő łćăďřăšă A. Śšőřőŋă łćăďřăšă A ćżţőďĺš ğă ŕřěďěńż śšőřőŋż łćăďřăšă Q. Őąřăğőćăćÿĺľś£ şčőń ďőńęěŋ ążšĳ ğăŕőńŋěŋ ŋěłőšőřżň łćăďřăšőň B, śšőřőŋă łőšőřőčő śŋőćă ąőńĳÿě śšőřőŋż łćăďřăšă Q. Ŕőńşůăěň ěź-ě őďĺŋ şčőń, łőšőřżľ ďőńęěŋ ążšĳ ğăŕőńŋěŋ łćăďřăšőň C, ă ğăšěň ěź-ě őďĺŋ şčőń, łőšőřżľ ďőńęěŋ ążšĳ ğăŕőńŋěŋ łćăďřăšőň D. Ŕřĺ ¡šőň ňěęďş łćăďřăšăňĺ A ĺ D ŋě ňőęěš ążšĳ ÀłőńőďűăÁ (š.ě. łćăďřăšż A ĺ D ďőńęŋż ĺňěšĳ őąźş¿ čřăŋĺűş), ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě ďń£ ğăŕőńŋěŋĺ£ ÀłőńőďűăÁ ŕőšřěąőćăńś£ ąż łćăďřăš, łőšőřżľ ňěŋĳÿě śăňőčő ňăńěŋĳłőčő łćăďřăšă Q.

Ĺšăł, ěśńĺ ĺğ ŕ£šĺ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ŕő ćěńĺůĺŋě łćăďřăšőć ňőęŋő śńőęĺšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł, šő ňż ğŋăěň, łăł őŋĺ ďőńęŋż ążšĳ śńőęěŋż: śăňżľ ňăńěŋĳłĺľ łćăďřăš ŋăţőďĺšś£ ć űěŋšřě, ă ł ŋěňş ŕřĺňżłă¿š ůěšżřě ďřşčĺţ łćăďřăšă, őąřăğş£ śńěďş¿źş¿ łőŋťĺčşřăűĺ¿ (ĺńĺ śĺňňěšřĺůŋş¿ ěľ):

-------------|
| A | |
|-------| D |
| | Q | |
| B |--------|
| | C |
|------------|

Ŕşśšĳ q, a, b, c, d | ďńĺŋż śšőřőŋ łćăďřăšőć. Šőčďă a = b + q, b = c + q, c = d + q, d = a + q. Śńőęĺć ¡šĺ řăćěŋśšćă, ŕőńşůĺň 5q = 0. İšőčő ŋě ňőęěš ążšĳ.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Šřěąşěšś£ řăğřěğăšĳ ěčő ŋă ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ůăśšěľ šăł, ůšőąż, ŕěřěćěřŋşć ¡šĺ ůăśšĺ ŋă ďřşčş¿ śšőřőŋş, ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ążńő śńőęĺšĳ šőš ęě šřěşčőńĳŋĺł ABC.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Šőůłă M, ńěęăźă£ ćŋşšřĺ ŋěčő, ďćĺęěšś£ ŕăřăńńěńĳŋő śšőřőŋě BC ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ śő śšőřőŋőľ CA, ğăšěň ŕăřăńńěńĳŋő śšőřőŋě AB ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ śő śšőřőŋőľ BC, ğăšěň ŕăřăńńěńĳŋő śšőřőŋě CA ĺ š.ď. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůěřěğ ŋěłőšőřőě ůĺśńő šăłĺţ ÿăčőć šőůłă ćěřŋěšś£ ć ĺśţőďŋőě ŕőńőęěŋĺě, ĺ ŋăľšĺ ¡šő ůĺśńő.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ A_1, B_1, B_2, C_2, C_3, A_3, A_4, B_4, . . . | ŕőśńěďőćăšěńĳŋżě šőůłĺ šřăěłšőřĺĺ ŋă śšőřőŋăţ šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Šăł łăł A_1B_1‖AB_2, B_1B_2‖CA_1 ĺ B_1C‖B_2C_2, šő šřěşčőńĳŋĺł AB_2C_2 ŕőńşůăěšś£ ĺğ šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň. Ăŋăńőčĺůŋő šřěşčőńĳŋĺł A_3BC_3 ŕőńşůăěšś£ ĺğ AB_2C_2 ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň, ă A_4B_4C | ĺğ A_3BC_3. Ŋő šřěşčőńĳŋĺł A_1B_1C šőęě ŕőńşůěŋ ĺğ šřěşčőńĳŋĺłă A_3BC_3 ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň. Ŕő¡šőňş A_1 = A_4, š.ě. ŕőśńě śěňĺ ÿăčőć šřăěłšőřĺ£ ğăňłŋ-ěšś£. (Ěśńĺ šőůłă M ńěęĺš ŋă őďŋőľ ĺğ śřěďŋĺţ ńĺŋĺľ šřěşčőńĳŋĺłă ABC, šő šřăěłšőřĺ£ ğăňłŋ-ěšś£ ŕőśńě ůěšżř-ěţ ÿăčőć.)

Ğ-ůă 4. Ŋăľšĺ űěńőě ůĺśńő a, ŕřĺ łőšőřőň

(x − a)(x − 10) + 1

řăğńăčăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě (x + b)(x + c) ďćşţ ňŋőęĺšěńěľ ś űěńżňĺ b ĺ c.

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ (x − a)(x − 10) + 1 = (x + b)(x + c). Ŕőńőęĺć x = −b, ŕőńşůĺň (b + a)(b + 10) = −1. Ůĺśńă a ĺ b űěńżě, ŕő¡šőňş ůĺśńă b + a ĺ b +10 šőęě űěńżě. Ůĺśńő −1 ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ ňŋőęĺšěńěľ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ. Śőőšćěšśšćěŋŋő ŕőńşůăěň ďćă ćăřĺăŋšă: 1) b + 10 = 1 ĺ b + a = −1; 2) b + 10 = −1 ĺ b + a = 1. Ŕő¡šőňş a = 8 ĺńĺ a = 12. Ć ŕěřćőň śńşůăě (x − 8)(x − 10) + 1 = (x − 9)^2, ă ćő ćšőřőň śńşůăě (x − 12)(x − 10) + 1 = (x − 11)^2.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő łćăďřăš ń¿ąőčő ŕřőśšőčő ůĺśńă p > 3 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 12 ďăěš ć őśšăšłě 1. Řěÿ 5. Ŕőśňőšřĺň, łăłĺě őśšăšłĺ ňőęěš ďăćăšĳ ŕřőśšőě ůĺśńő p > 3 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 6. Őŋő ŋě ňőęěš ďăćăšĳ őśšăšőł 2 ĺńĺ 4, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě őŋő ążńő ąż ů-ěšŋő. Őŋő ŋě ňőęěš ďăćăšĳ őśšăšőł 3, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě őŋő ďěńĺńőśĳ ąż ŋă 3. Ğŋăůĺš, ŕřőśšőě ůĺśńő p > 3 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 6 ďă-ěš őśšăšőł 1 ĺńĺ 5, š.ě. őŋő ĺňěěš ćĺď 6n ± 1; ěčő łćăďřăš ĺňěěš ćĺď 36n^2 ± 12n + 1.

Ğ-ůă 6. Ŕőśšřőĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł ABC ŕő šřěň šőůłăň H_1, H_2 ĺ H_3, łőšőřżě £ćń£¿šś£ śĺňňěšřĺůŋżňĺ őšřăęěŋĺ£ňĺ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ćżśőš ĺśłőňőčő šřěşčőńĳŋĺłă őšŋőśĺšěńĳŋő ěčő śšőřőŋ.

Řěÿ 6. Ŕşśšĳ šőůłĺ H_1, H_2 ĺ H_3 śĺňňěšřĺůŋż šőůłě ŕěřěśěůěŋĺ£ ćżśőš H őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ BC, CA ĺ AB. Ŕőśšřőěŋĺě ńěčłő ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěčő ťăłšă: ěśńĺ šřěşčőńĳŋĺł ABC őśšřőşčőńĳŋżľ, šő ěčő ćěřÿĺŋż £ćń£¿šś£ šőůłăňĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă H_1H_2H_3 ś ŕřőďőńęěŋĺ£ňĺ ěčő ąĺśśěłšřĺś, ă ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř, şčőń A šşŕőľ, šő ĺğ šőůłĺ H_1 ŋşęŋő śŋőćă ŕřőćěśšĺ ąĺśśěłšřĺśş, ă ĺğ šőůěł H_2 ĺ H_3 | ąĺśśěłšřĺśż ćŋěÿŋĺţ şčńőć.

Ňż őčřăŋĺůĺňś£ řăğąőřőň śńşůă£ őśšřőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Şčńż BHC ĺ CAB ĺňě¿š ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżě śšőřőŋż, ŕő¡šőňş őŋĺ śőśšăćń£¿š ć śşňňě 180^∘. Ğŋăůĺš,̸ BH_1C +̸ BAC = 180^∘, š.ě. šőůłă H_1 ńěęĺš ŋă őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő šőůłĺ H_2 ĺ H_3 šőęě ńěęăš ŋă őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC, ŕő¡šőňş őŕĺśăŋŋżě őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłőć ABC ĺ H_1H_2H_3 śőćŕăďă¿š. Ďăńěě,̸ AH_1H_2 ≠ ACH_2 ≠ ACH_3 ≠ AH_1H_3, ŕő¡šőňş H_1A | ąĺśśěłšřĺśă šřěşčőńĳŋĺłă H_1H_2H_3. Ďń£ H_2A ĺ H_3A ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ÿěśšĺ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ŕő ćěńĺůĺŋě łćăďřăšőć ŋěńĳğ£ śńőęĺšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 1. Ŕřőďőńęĺň řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 1 ďń£ 7 | 8 łńăśśőć, ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő šăň şęě ďőłăğăŋő. Ňż şęě ğŋăěň, łăł ďőńęŋż ążšĳ řăśŕőńőęěŋż śăňżľ ňăńěŋĳłĺľ łćăďřăš ĺ ŕřĺńěčă¿źĺě ł ŋěňş łćăďřăšż. Ŕő¡šőňş ěśńĺ ĺğ ÿěśšĺ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ łćăďřăšőć ňőęŋő śńőęĺšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł, šő őŋĺ ďőńęŋż ążšĳ řăśŕőńőęěŋż šăł:

--------------
| | E |
| A |-----
|-------| D |
| | Q | |
| B |--------|
| | C |
|------------|

Ŋő šőčďă ş łćăďřăšőć D ĺ E ěśšĳ őąźă£ śšőřőŋż, ŕő¡šőňş őŋĺ řăćŋż. Ă ŕő şśńőćĺ¿ ćśě łćăďřăšż ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż.

Ğ-ůă 2. Ŋěłőšőřőě łőńĺůěśšćő šőůěł řăśŕőńőęěŋő ŋă ŕńőśłőśšĺ šăł, ůšő łăęďżě 3 ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ğăłń¿ůĺšĳ ć łřşč řăďĺşśă r = 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő šőčďă ĺ ćśě šőůłĺ ňőęŋő ğăłń¿ůĺšĳ ć łřşč řăďĺşśă 1.

Řěÿ 2. Řăśśňőšřĺň łřşč, śőďěřęăźĺľ ćśě ďăŋŋżě šőůłĺ. Ąşďěň şňěŋĳÿăšĳ řăďĺşś šăłőčő łřşčă ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ¡šő ćőğňőęŋő. Ŕşśšĳ R | řăďĺşś ŕőńşůěŋŋőčő łřşčă. Ŋă čřăŋĺűě ¡šőčő łřşčă ńěęăš ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćě ďăŋŋżě šőůłĺ. Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă śńşůăľ, łőčďă ŋă čřăŋĺűě ńěęăš řőćŋő ďćě šőůłĺ A ĺ B. §śŋő, ůšő őŋĺ | ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě šőůłĺ łřşčă. Ćőğĳň-ěň šřěšĳ¿ ďăŋŋş¿ šőůłş C. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ řăďĺşś łřşčă, śőďěřęăźěčő šőůłĺ A, B ĺ C, řăćěŋ R, ŕő¡šőňş R 6 1. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă ŋă čřăŋĺűě ńěęăš řőćŋő šřĺ ďăŋŋżě šőůłĺ A, B ĺ C. Šőčďă šřěşčőńĳŋĺł ABC őśšřőşčőńĳŋżľ, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě ňőęŋő ążńő ąż şňěŋĳÿĺšĳ řăďĺşś łřşčă, śőďěřęăźěčő ćśě ďăŋŋżě šőůłĺ. Ŕő¡šőňş śŋőćă ňĺŋĺňăńĳŋżľ řăďĺşś łřşčă, śőďěřęăźěčő šőůłĺ A, B ĺ C, řăćěŋ R. Řăśśňőšřĺň ŋăłőŋěű śńşůăľ, łőčďă ŋă čřăŋĺűě ńěęăš ŕő łřăľŋěľ ňěřě ůěšżřě ďăŋŋżě šőůłĺ. Ŕşśšĳ α_1, α_2, . . . , α_n | şčńőćżě ćěńĺůĺŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ďşč, ŋă łőšőřżě ďăŋŋżě šőůłĺ řăğąĺćă¿š čřăŋĺűş łřşčă. Ěśńĺ śşňňă şčńőćżţ ćěńĺůĺŋ ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ďşč ŋě ąőńĳÿě 180^∘, šő śőšř-ěň ĺţ őąźş¿ šőůłş. Ŕőłăęěň, ůšő ŕřĺ n ¿ 4 šăłă£ ŕăřă ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ďşč ćśěčďă ŋăľď-ěšś£. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő α_1 + α_2 > 180^∘, α_2 + α_3 > 180^∘, . . . , α_n + α_1 > 180^∘. Śńőęĺć ¡šĺ ŋěřăćěŋśšćă, ŕőńşůĺň 2(α_1 + α_2 + · · · + α_n) > n · 180^∘, ă ğŋăůĺš, 4 · 180^∘ > n · 180^∘. Ŕőńşůěŋő ŕřőšĺćőřěůĺě. Šăłĺň őąřăğőň, ŋă čřăŋĺűě ŕőńşůěŋŋőčő łřşčă ńěęăš ńĺąő ďćě ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ďăŋŋżě šőůłĺ, ńĺąő šřĺ ďăŋŋżě šőůłĺ, £ćń£¿źĺěś£ ćěřÿĺŋăňĺ őśšřőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Šăłĺě śńşůăĺ ňż şęě řăğąĺřăńĺ.

Ğ-ůă 3. Ŋăľšĺ šăłĺě őšńĺůŋżě őš ŋşń£ ŋěřăćŋżě ňěęďş śőąőľ űěńżě ůĺśńă a, b, c, ůšőąż ćżřăęěŋĺě x(x − a)(x − b)(x − c) + 1 řăğńăčăńőśĳ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ x(x − a)(x − b)(x − c) + 1 = P (x)Q(x), čďě P (x) ĺ Q(x) | ňŋőčőůńěŋż ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. §śŋő, ůšő P (x) ĺ Q(x) | ňŋőčőůńěŋż śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1. Ŕřĺ x = 0, x = a, x = b ĺ x = c ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő P (x)Q(x) = 1, š.ě. ńĺąő P (x) = 1 ĺ Q(x) = 1, ńĺąő P (x) = −1 ĺ Q(x) = −1. Ć őąőĺţ śńşůă£ţ P (x) − Q(x) = 0. Śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă P (x) − Q(x) śšřőčő ňěŋĳÿě ůěšżř-ěţ, ŕő¡šőňş P (x) = Q(x) ďń£ ćśěţ x. Šăłĺň őąřăğőň, x(x − a)(x − b)(x − c) = P^2(x) − 1 = ( P (x) + 1 )( P (x) − 1 ) . Ŕő¡šőňş P (x) ± 1 = x(x − a) ĺ P (x) ∓ 1 = (x − b)(x − c), š.ě. x(x − a) − (x − b)(x − c) = ±2 (ňż ŋě řăğńĺůăěň řěÿěŋĺ£, őšńĺůă¿źĺěś£ ńĺÿĳ ŕěřěśšăŋőćłőľ ůĺśěń a, b, c). Śńěďőćăšěńĳŋő, a = b + c ĺ bc = ∓2. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺě ŋăąőřż ğŋăůěŋĺľ (a, b, c): (1, 2, 3), (−1, −2, −3), (1, −2, −1), (2, −1, 1). Ĺň śőőšćěšśšćş¿š śńěďş¿źĺě řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă x(x−a)(x−b)(x−c)+1: (x^2 −3x+1)^2, (x^2 +3x+1)^2, (x^2 + x − 1)^2, (x^2 − x − 1)^2.

Ğ-ůă 4. Řěÿĺšĳ ć űěńżţ ůĺśńăţ şřăćŋěŋĺě

x + y = x^2 − xy + y^2.

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 2), (2, 1), (2, 2).

Řăśśňőšřĺň ďăŋŋőě şřăćŋěŋĺě łăł łćăďřăšŋőě şřăćŋěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő x:

x^2 − (y + 1)x + y^2 − y = 0.

Ďĺśłřĺňĺŋăŋš ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ řăćěŋ −3y^2 +6y +1. Őŋ őšřĺűăšěńěŋ ŕřĺ y ¿ 3 ĺ ŕřĺ y 6 −1. Ŕő¡šőňş ďń£ y ŕőńşůăěň šřĺ ćőğňőęŋżţ ğŋăůěŋĺ£: 0, 1, 2. Ďń£ łăęďőčő ĺğ ¡šĺţ ğŋăůěŋĺľ ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě, łőšőřőě ńěčłő řěÿăěšś£.

Ğ-ůă 5. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ďăŋż ďćě śłřěźĺćă¿źĺěś£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżě ŕř£ňżě. Ŋăľšĺ ňŋőęěśšćő śěřěďĺŋ ćśěţ őšřěğłőć ďăŋŋőľ ďńĺŋż, łőŋűż łőšőřżţ ńěęăš ŋă ¡šĺţ ŕř£ňżţ.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ a | řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ďăŋŋżňĺ ŕř£ňżňĺ, d | ďńĺŋă řăśśňăšřĺćăěňżţ őšřěğłőć. Ćżąěřěň śĺśšěňş łőőřďĺŋăš šăł, ůšőąż šőůłĺ ŕěřćőľ ŕř£ňőľ ĺňěńĺ łőőřďĺŋăšż (x, 0, 0), ă šőůłĺ ćšőřőľ ŕř£ňőľ ĺňěńĺ łőőřďĺŋăšż (0, y, a). Ŋăś ĺŋšěřěśş¿š ŕăřż šőůěł, ďń£ łőšőřżţ x^2 + a^2 + y^2 = d^2, š.ě. x^2 + y^2 = d^2 − a^2. Śěřěďĺŋż őšřěğłă ś łőŋűăňĺ ć šőůłăţ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x, 0, 0) ĺ (0, y, a) ĺňěěš łőőřďĺŋăšż (x/2, y/2, a/2), ŕő¡šőňş ĺśłőňőě ňŋőęěśšćő | őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă √ d^2 − a^2/2 ś űěŋšřőň (0, 0, a/2), řăśŕőńőęěŋŋă£ ć ŕńőśłőśšĺ z = a/2.

Ğ-ůă 6. Ŕőśšřőĺšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ŕő ďćşň ňěďĺăŋăň, ŕřőćěď-ěŋŋżň ł łăšěšăň. Řěÿ 6. Ŕşśšĳ a ĺ b | ďńĺŋż ňěďĺăŋ, x ĺ y | ďńĺŋż łăšěšőć. Šőčďă^{x2}_4 + y^2 = a^2 ĺ x^2 +^{y2}_4 = b^2.

Ŕő¡šőňş x^2 =^{16b2−4a2}_{15} ĺ y^2 =^{16a2−4b2}_{15} .

VIII őńĺňŕĺăďă (1945)

Ŕěřćżľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Řăğďěńĺšĳ a^{128} − b^{128} ŋă (a + b)(a^2 + b^2)(a^4 + b^4)(a^8 + b^8)(a^{16} + b^{16})(a^{32} + b^{32})(a^{64} + b^{64}).

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : a − b. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ ňż şňŋőęĺň (a + b)(a^2 + b^2) . . . (a^{64} + b^{64}) ŋă (a − b), šő ŕőńşůĺň a^{128} − b^{128}.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň űěńőň ŕőńőęĺšěńĳŋőň n śşňňă 1 n + 1 + 1 n + 2 + · · · + 1 2n ąőńĳÿě^1_2 .

Řěÿ 2. Śńőęĺň n − 1 ŋěřăćěŋśšć^1_{n+1} >^1_{2n} ,^1_{n+2} >^1_{2n} , . . . ,^1_{2n−1} >^1_{2n} ĺ řăćěŋśšćő^1_{2n} =^1_{2n} . Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň šřěąşěňőě.

Ğ-ůă 3. Ďćşğŋăůŋőě ůĺśńő ć śşňňě ś ůĺśńőň, ğăŕĺśăŋŋżň šěňĺ ęě űĺťřăňĺ, ŋő ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě, ďă-ěš ŕőńŋżľ łćăďřăš. Ŋăľšĺ ćśě šăłĺě ůĺśńă.

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.

Ŕşśšĳ 10a + b | ĺśłőňőě ůĺśńő. Ŕő şśńőćĺ¿ ůĺśńő (10a + b) + (10b + a) = 11(a + b) £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ŋěłőšőřőčő ůĺśńă k. Šőčďă k ďěńĺšś£ ŋă 11, ă ğŋăůĺš, a + b šőęě ďěńĺšś£ ŋă 11. Ŋő a + b 6 18, ŕő¡šőňş a + b = 11.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő řăğŋőśšőřőŋŋĺľ šřěşčőńĳŋĺł ŋěńĳğ£ řăğřěğăšĳ ŋă ďćă řăćŋżţ šřěşčőńĳŋĺłă. Řěÿ 4. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő őšřěğőł CD řăğřěğăěš řăğŋőśšőřőŋŋĺľ šřěşčőńĳŋĺł ABC ŋă ďćă řăćŋżţ šřěşčőńĳŋĺłă ACD ĺ BCD. İšĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ ĺňě¿š, ć ůăśšŋőśšĺ, řăćŋżě ŕńőźăďĺ, ŕő¡šőňş AD = BD. Łřőňě šőčő, śšőřőŋă CD őąźă£. Śńěďőćăšěńĳŋő, őśšăćÿĺěś£ śšőřőŋż řăćŋż, š.ě. AC = BC. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ğ-ůă 5. Ł ďćşň őłřşęŋőśš£ň, łăśă¿źĺňś£ ĺğćŋě, ŕřőćěďěŋż őąźĺě ćŋěÿŋĺě łăśăšěńĳŋżě ĺ šőůłĺ łăśăŋĺ£ śőěďĺŋěŋż ňěęďş śőąőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕőńşůěŋŋőň ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłě śşňňż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ śšőřőŋ řăćŋż.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ O | šőůłă łăśăŋĺ£ őłřşęŋőśšěľ, A ĺ D | šőůłĺ łăśăŋĺ£ ś őłřşęŋőśš£ňĺ őďŋőľ łăśăšěńĳŋőľ, B ĺ C | šőůłĺ łăśăŋĺ£ ďřşčőľ łăśăšěńĳŋőľ (šőůłĺ A ĺ B ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ, C ĺ D ŋă ďřşčőľ). Ŕřőćěď-ěň ůěřěğ šőůłş O őąźş¿ łăśăšěńĳŋş¿ ł őłřşęŋőśš£ň. Ŕşśšĳ őŋă ŕěřěśěłăěš ŕř£ňżě BC ĺ AD ć šőůłăţ P ĺ Q. Ďćě łăśăšěńĳŋżě, ŕřőćěď-ěŋŋżě ĺğ őďŋőľ šőůłĺ ł őłřşęŋőśšĺ, řăćŋż, ŕő¡šőňş P B = P O = P C ĺ QA = QO = QD. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő: 1) őšřěğőł P Q £ćń£ěšś£ śřěďŋěľ ńĺŋĺěľ šřăŕěűĺĺ ABCD; 2) ďńĺŋă őšřěğłă P Q řăćŋă ŕőńşśşňňě ďńĺŋ śšőřőŋ BC ĺ AD. Őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ďńĺŋă śřěďŋěľ ńĺŋĺĺ šřăŕěűĺĺ ABCD řăćŋă ŕőńşśşňňě ďńĺŋ ě-ě őśŋőćăŋĺľ AB ĺ CD.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Řăğďěńĺšĳ a^{2k} − b^{2k} ŋă

(a + b)(a^2 + b^2)(a^4 + b^4) · . . . · (a^{2k−1} + b^{2k−1})

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : a − b. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ şňŋőęĺšĳ (a + b)(a^2 + b^2) · . . . · (a^{2k−1} + b^{2k−1}) ŋă a − b, šő ŕőńşůĺň a^{2k} − b^{2k} .

Ğ-ůă 2. Ŋăľšĺ šř-ěţğŋăůŋőě ůĺśńő, ćś£łă£ űěńă£ śšěŕěŋĳ łőšőřőčő őłăŋůĺćăěšś£ ŋă šřĺ űĺťřż, śőśšăćń£¿źĺě ĺśţőďŋőě ůĺśńő (ć šőň ęě ŕőř£ďłě).

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 376 ĺ 625.

Ŕşśšĳ N | ĺśłőňőě ůĺśńő. Šőčďă N^2 − N = N(N − 1) ďěńĺšś£ ŋă 1000. Ůĺśńă N ĺ N − 1 ćğăĺňŋő ŕřőśšżě, ŕő¡šőňş őďŋő ĺğ ŋĺţ ďěńĺšś£ ŋă 8, ă ďřşčőě ŋă 125. Ŕşśšĳ śŋăůăńă N = 125k. Šőčďă k 6 8. Śřěďĺ ůĺśěń 125k −1, k = 1, . . . , 8, šőńĳłő ůĺśńő 624 ďěńĺšś£ ŋă 8. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ N −1 = 125k. Šőčďă N = 125k +1, ŕő¡šőňş k 6 7. Śřěďĺ ůĺśěń 125k + 1, k = 1, . . . , 7, šőńĳłő ůĺśńő 376 ďěńĺšś£ ŋă 8.

Ěśńĺ N^2 − N = N(N − 1) ďěńĺšś£ ŋă 1000, šő N^k − N = N(N^{k−1} − 1) šőęě ďěńĺšś£ ŋă 1000, ŕőśłőńĳłş N^{k−1} − 1 ďěńĺšś£ ŋă N − 1.

Ğ-ůă 3. Śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ ćšőřőčő ŕőř£ďłă { x^2 − y^2 = 0, (x − a)^2 + y^2 = 1

ĺňěěš, ćőőąźě čőćőř£, ůěšżřě řěÿěŋĺ£. Ŕřĺ łăłĺţ ğŋăůěŋĺ£ţ a ůĺśńő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż şňěŋĳÿăěšś£ ďő šřěţ ĺńĺ ďő ďćşţ?

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : ůĺśńő řěÿěŋĺľ şňěŋĳÿăěšś£ ďő šř-ěţ ŕřĺ a = ±1, ůĺśńő řěÿěŋĺľ şňěŋĳÿăěšś£ ďő ďćşţ ŕřĺ a = ± √ 2. Ĺğ ŕěřćőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕőńşůăěň y = ±x. Ŕőďśšăćĺć ¡šő ćżřăęěŋĺě ćő ćšőřőě şřăćŋěŋĺě, ŕőńşůĺň

(x − a)^2 + x^2 = 1. (1)

Ůĺśńő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż şňěŋĳÿăěšś£ ďő šř-ěţ, ěśńĺ őďŋő ĺğ řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ (1) őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ. Ŕőďśšăćĺć ć (1) x = 0, ŕőńşůĺň a^2 = 1, š.ě. a = ±1. Ůĺśńő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż şňěŋĳÿăěšś£ ďő ďćşţ, ěśńĺ şřăćŋěŋĺě (1) ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ (š.ě. ďćă śőćŕăďă¿źĺţ łőřŋ£). Ŕřĺřăćŋĺćă£ ŋşń¿ ďĺśłřĺňĺŋăŋš şřăćŋěŋĺ£ (1), ŕőńşůăěň a = ± √ 2. Ğ-ůă 4. Ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ABC ďćĺęěšś£ ŕő ŕńőśłőśšĺ šăł, ůšő ěčő ćěřÿĺŋż B ĺ C śłőńĳğ£š ŕő śšőřőŋăň ďăŋŋőčő ŕř£ňőčő şčńă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőęěśšćőň šőůěł A £ćń£ěšś£ őšřěğőł ĺ ŋăľšĺ ěčő ďńĺŋş.

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ O | ćěřÿĺŋă ďăŋŋőčő ŕř£ňőčő şčńă. Šőůłĺ O ĺ A ńěęăš ŋă őłřşęŋőśšĺ ś ďĺăňěšřőň BC, ŕő¡šőňş̸ AOB ≠ ACB ≠ C. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő šőůłă A ďćĺęěšś£ ŕő ŕř£ňőľ, őąřăğş¿źěľ śő śšőřőŋőľ ďăŋŋőčő ŕř£ňőčő şčńă şčőń, řăćŋżľ̸ C. Ć łřăľŋĺţ ŕőńőęěŋĺ£ţ řăśśšő£ŋĺ£ őš šőůłĺ A ďő šőůłĺ O řăćŋż čĺŕőšěŋşğě BC ĺ ŋăĺňěŋĳÿěňş łăšěšş BA. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, OA = BC sin φ, čďě φ = ̸OCA. Şčőń φ ĺğňěŋ£ěšś£ őš̸ C ďő 90^∘ +̸ C = 180^∘ −̸ B, ŕő¡šőňş ŋăĺąőńĳÿěě ğŋăůěŋĺě sin φ řăćŋő 1, ă ŋăĺňěŋĳÿěě ğŋăůěŋĺě řăćŋő ŋăĺňěŋĳÿěňş ĺğ ůĺśěń sin C ĺ sin B. Šăłĺň őąřăğőň, ďńĺŋă őšřěğłă, ŕő łőšőřőňş ďćĺęěšś£ šőůłă A, řăćŋă řăğŋőśšĺ ňěęďş ďńĺŋőľ čĺŕőšěŋşğż ĺ ďńĺŋőľ ŋăĺňěŋĳÿěčő łăšěšă ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC.

Ćšőřőľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ďăŋż 6 űĺťř: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Ŋăľšĺ śşňňş ćśěţ ůěšżř-ěţğŋăůŋżţ ů-ěšŋżţ ůĺśěń, łőšőřżě ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ ¡šĺňĺ űĺťřăňĺ (őďŋă ĺ šă ęě űĺťřă ć ůĺśńě ňőęěš ŕőćšőř£šĳś£).

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : 1 769 580.

Ąşďěň őšďěńĳŋő ŕőďśůĺšżćăšĳ śşňňş šżś£ů, śőšěŋ, ďěś£šłőć ĺ ěďĺŋĺű ďń£ řăśśňăšřĺćăěňżţ ůĺśěń. Ŋă ŕěřćőň ňěśšě ňőęěš śšő£šĳ ń¿ąă£ ĺğ ŕ£šĺ űĺťř 1, 2, 3, 4, 5. Łőńĺůěśšćő ćśěţ ůĺśěń ś ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŕěřćőľ űĺťřőľ řăćŋő 6 · 6 · 3 = 108, ŕőśłőńĳłş ŋă ćšőřőň ĺ šřěšĳěň ňěśšě ňőęěš śšő£šĳ ń¿ąă£ ĺğ ÿěśšĺ űĺťř, ă ŋă ůěšć-ěřšőň ňěśšě ňőęěš śšő£šĳ ń¿ąă£ ĺğ šř-ěţ űĺťř 0, 2, 4 (ňż řăśśňăšřĺćăěň šőńĳłő ů-ěšŋżě ůĺśńă). Ŕő¡šőňş śşňňă šżś£ů řăćŋă (1 + 2 + 3 + 4 + 5) · 108 · 1000 = 1 620 000. Łőńĺůěśšćő ůĺśěń ś ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ćšőřőľ űĺťřőľ řăćŋő 5 · 6 · 3 = 90 (ŋă ŕěřćőň ňěśšě śšőĺš ń¿ąă£ ĺğ ŕ£šĺ űĺťř). Ŕő¡šőňş śşňňă śőšěŋ řăćŋă (1+2+3+4+5)·90·100 = 135 000. Ăŋăńőčĺůŋő śşňňă ďěś£šłőć řăćŋă (1+2+3+4+5)·90·10 = 13 500, ă śşňňă ěďĺŋĺű řăćŋă (2 + 4) · 5 · 6 · 6 = 1 080.

Ğ-ůă 2. Ĺğ łăřšőŋă ćżřěğăńĺ ďćă őďĺŋăłőćżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, śőćňěśšĺńĺ ĺţ ĺ ŕřőšłŋşńĺ ć ŋěłőšőřőľ šőůłě ąşńăćłőľ. Ŕřĺ ŕőćőřőšě őďŋőčő ĺğ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć őłőńő ¡šőľ ÀőśĺÁ ŋă 25^∘30^′ őŋ śŋőćă śőćňěśšĺńś£ śő ćšőřżň ňŋőčőşčőńĳŋĺłőň. Łăłőćő ŋăĺňěŋĳÿěě ćőğňőęŋőě ůĺśńő śšőřőŋ šăłĺţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 240. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő^1_{360} · 25^1_2 =^{17}_{240} , ŕřĺů-ěň ůĺśńă 17 ĺ 240 ćğăĺňŋő ŕřőśšżě. Řăśśňőšřĺň ńşů, ĺďşźĺľ ĺğ ÀőśĺÁ ć ćěřÿĺŋş ŕěřćőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕőćőřőšż ¡šőčő ńşůă ćőłřşč ÀőśĺÁ ŋă şčńż k · 25^∘30^′, čďě k = 1, 2, . . . , 240, řăğńĺůŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ŕőćőřőšż ńşůă ŋă şčńż k_1 · 25^∘30^′ ĺ k_2 · 25^∘30^′ śőćŕăďă¿š, šő ůĺśńő^{(k1−k2)17}_{240} űěńőě, ă ğŋăůĺš, k_1 − k_2 ďěńĺšś£ ŋă 240. Ŋă łăęďőň ĺğ ¡šĺţ 240 ńşůěľ ěśšĳ ćěřÿĺŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ŕő¡šőňş ůĺśńő śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋě ňěŋĳÿě 240. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřĺ ŕőćőřőšě ŕřăćĺńĳŋőčő 240-şčőńĳŋĺłă ŋă şčőń 25^∘30^′ ćőłřşč űěŋšřă őŋ śőćňěźăěšś£ śăň ś śőąőľ.

Ğ-ůă 3. Śšőřőŋă AD ŕăřăńńěńőčřăňňă ABCD řăğďěńěŋă ŋă n řăćŋżţ ůăśšěľ. Ŕěřćă£ šőůłă ďěńěŋĺ£ P śőěďĺŋěŋă ś ćěřÿĺŋőľ B. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕř£ňă£ BP őšśěłăěš ŋă ďĺăčőŋăńĺ AC ůăśšĳ AQ, łőšőřă£ řăćŋă 1 n+1 ůăśšĺ ďĺăčőŋăńĺ ( AQ =^{AC}_{n+1} ) .

Řěÿ 3. Řăğďěńĺň śšőřőŋş BC šőęě ŋă n řăćŋżţ ůăśšěľ ĺ ŕřőćěď-ěň ůěřěğ šőůłĺ ďěńěŋĺ£ ŕř£ňżě, ŕăřăńńěńĳŋżě ŕř£ňőľ BP . Őŋĺ řăğďěń£š ďĺăčőŋăńĳ AC ŋă n + 1 řăćŋżţ ůăśšěľ.

Ğ-ůă 4. Ćěřÿĺŋż A, B, C šřěşčőńĳŋĺłă ABC śőěďĺŋěŋż őšřěğłăňĺ ś šőůłăňĺ A_1, B_1, C_1, ńěęăźĺňĺ ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ śšőřőŋăţ šřěşčőńĳŋĺłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő śěřěďĺŋż őšřěğłőć AA_1, BB_1, CC_1 ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ.

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ A^′, B^′, C^′ | śěřěďĺŋż śšőřőŋ BC, CA, AB. Šőčďă śěřěďĺŋż őšřěğłőć AA_1, BB_1, CC_1 ńěęăš ŋă śšőřőŋăţ šřěşčőńĳŋĺłă A^′B^′C^′.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ ć űěńżţ ůĺśńăţ şřăćŋěŋĺě xy + 3x − 5y = −3 Řěÿ 1. Řăśśňăšřĺćăěňőě şřăćŋěŋĺě ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě (x − 5)(y + 3) = −18. Ěčő řěÿěŋĺ£ ć űěńżţ ůĺśńăţ śőőšćěšśšćş¿š ŕřěďśšăćńěŋĺ£ň ůĺśńă −18 ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ űěńżţ ůĺśěń.

Ğ-ůă 2. Ŋěłőšőřżě ĺğ ůĺśěń a_1, a_2, . . . a_n řăćŋż +1, őśšăńĳŋżě řăćŋż −1. Ďőłăğăšĳ, ůšő

2 sin ( a_1 +^{a1a2}_2 +^{a1a2a3}_4 + · · · +^{a1a2·...·an}_{2n−1} )_π 4 = = a_1 √ 2 + a_2 √ 2 + a_3 √ 2 + · · · + a_n √ 2. Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ a_1 = a_2 = · · · = a_n = 1, ĺňěěň:

2 sin ( 1 +^1_2 +^1_4 + · · · +^1_{2n−1} )_π 4 = 2 cos^π_{2n+1} = = √ 2 + √ 2 + · · · + √ 2. Řěÿ 2. Ŕřĺňěŋĺň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő n. Ŕřĺ n = 1 ŕőńşůăěň őůěćĺďŋőě šőęďěśšćő. Řăćěŋśšćő 2 ( a_1 + a_1a_2 2 + a_1a_2a_3 4 + · · · + a_1a_2 · . . . · a_na_{n+1} 2^n ) π 4 = = a_1 π 2 + a_1 ( a_2 + a_2a_3 2 + + a_2a_3 · . . . · a_{n+1} 2^{n−1} ) π 4 ŕőłăğżćăěš, ůšő

cos 2 ( a_1 + a_1a_2 2 + a_1a_2a_3 4 + · · · + a_1a_2 · . . . · a_na_{n+1} 2^n ) π 4 = = − sin ( a_2 + a_2a_3 2 + + a_2a_3 · . . . · a_{n+1} 2^{n−1} ) π 4 . Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ¡šőľ ťőřňşńőľ ĺ šőęďěśšćőň 2 sin^α_2 = ± √ 2 − 2 cos α, ŕőńşůĺň

2 sin ( a_1 + a_1a_2 2 + a_1a_2a_3 4 + · · · + a_1a_2 · . . . · a_na_{n+1} 2^n ) π 4 = = ±a_1 √ 2 + 2 sin ( a_2 + a_2a_3 2 + · · · + a_2a_3 · . . . · a_na_{n+1} 2^{n−1} ) π 4 . Ŋěšřşďŋő šăłęě şąěďĺšĳś£, ůšő ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ćśěčďă ąěř-ěšś£ ğŋăł ŕń¿ś, ŕőśłőńĳłş ğŋăł ůĺśńă a_1 + a1a2 2 +^{a1a2a3}_4 +· · ·+^{a1a2·...·anan+1}_{2n} śőćŕăďăěš śő ğŋăłőň ůĺśńă a_1. Šěŕěřĳ, ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ŕřěďŕőńőęěŋĺěň ĺŋďşłűĺĺ, ŕőńşůăěň šřěąşěňőě šőęďěśšćő.

Ğ-ůă 3. Őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă, řăćŋőčő ćżśőšě ŋěłőšőřőčő ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, łăšĺšś£ ŕő śšőřőŋě ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďşčă, ćżśěłăěňă£ śšőřőŋăňĺ šřěşčőńĳŋĺłă ŋă őłřşęŋőśšĺ, ćś-ě ćřěň£ řăćŋă 60^∘.

Řěÿ 3. Őąőğŋăůĺň şčńőćş¿ ćěńĺůĺŋş ďşčĺ, ćżśěłăěňőľ śšőřőŋăňĺ ďăŋŋőčő ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC, ůěřěğ α. Ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő őłřşęŋőśšĳ łăśăěšś£ śšőřőŋż BC. Řăśśňőšřĺň ďşčş, ćżśěłăěňş¿ ŕřőďőńęěŋĺ£ňĺ śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŋă őłřşęŋőśšĺ, ĺ őąőğŋăůĺň ě-ě şčńőćş¿ ćěńĺůĺŋş ůěřěğ α^′. Šőčďă (α + α^′)/2 ≠ BAC = 60^∘. Ŋő α = α^′, šăł łăł ¡šĺ ďşčĺ śĺňňěšřĺůŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ űěŋšř őłřşęŋőśšĺ ŕăřăńńěńĳŋő śšőřőŋě BC. Ŕő¡šőňş α = α^′ = 60^∘.

IX őńĺňŕĺăďă (1946)

Ŕěřćżľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő őśšřżţ şčńőć ňőęěš ćśšřěšĺšĳś£ ć ćżŕşłńőň ňŋőčőşčőńĳŋĺłě?

Řěÿ 1. Śşňňă ćśěţ ćŋěÿŋĺţ şčńőć ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă řăćŋă 360^∘. Ŕő¡šőňş ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ąőńěě šř-ěţ šşŕżţ ćŋěÿŋĺţ şčńőć, š.ě. őŋ ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ąőńěě šř-ěţ őśšřżţ ćŋşšřěŋŋĺţ şčńőć. Šřĺ őśšřżţ şčńă ňőčşš ążšĳ, ŋăŕřĺňěř, ć šřěşčőńĳŋĺłě.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕř£ňőľ ďăŋż 3 šőůłĺ A, B, C. Ŋă őšřěğłě AB ŕőśšřőěŋ řăćŋőśšőřőŋŋĺľ šřěşčőńĳŋĺł ABC_1, ŋă őšřěğłě BC ŕőśšřőěŋ řăćŋőśšőřőŋŋĺľ šřěşčőńĳŋĺł BCA_1. Šőůłă M | śěřěďĺŋă őšřěğłă AA_1, šőůłă N | śěřěďĺŋă őšřěğłă CC_1. Ďőłăğăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł BMN | řăćŋőśšőřőŋŋĺľ. (Šőůłă B ńěęĺš ňěęďş šőůłăňĺ A ĺ C; šőůłĺ A_1 ĺ C_1 řăśŕőńőęěŋż ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŕř£ňőľ AB.)

Řěÿ 2. Ŕřĺ ŕőćőřőšě ŋă şčőń 60^∘ ćőłřşč šőůłĺ B őšřěğőł CC_1 ŕěřěţőďĺš ć őšřěğőł A_1A, ŕő¡šőňş šőůłă N ŕěřěţőďĺš ć šőůłş M.

Ğ-ůă 3. Ŋăľšĺ ůěšżř-ěţğŋăůŋőě ůĺśńő, łőšőřőě ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 131 ďă-ěš ć őśšăšłě 112, ă ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 132 ďăěš ć őśšăšłě 98.

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : 1946. Ŕşśšĳ N | ĺśłőňőě ůĺśńő. Ŕő şśńőćĺ¿ N = 131k + 112 = 132l + 98, čďě k ĺ l | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Łřőňě šőčő, N < 10 000, ŕő¡šőňş l =^{N−98}_{132} <^{10 000−98}_{132} 6 75. Ďăńěě, 131k + 112 = 132l + 98, ŕő¡šőňş 131(k − l) = l − 14. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ k ≠ l, šő |l − 14| ¿ 131. Ŋő l 6 75, ŕő¡šőňş k = l ĺ l − 14 = 0. Šăłĺň őąřăğőň, N = 131 · 14 + 112 = 132 · 14 + 98 = 1946.

Ğ-ůă 4. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ:

x_1 + x_2 + x_3 = 6, x_2 + x_3 + x_4 = 9, x_3 + x_4 + x_5 = 3, x_4 + x_5 + x_6 = −3, x_5 + x_6 + x_7 = −9, x_6 + x_7 + x_8 = −6, x_7 + x_8 + x_1 = −2, x_8 + x_1 + x_2 = 2.

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : x_1 = −x_8 = 1, x_2 = −x_2 = 2, x_3 = −x_6 = 3, x_4 = −x_5 = 4. Śńőęĺć ćśě şřăćŋěŋĺ£, ŕőńşůĺň 3(x_1 + x_2 + · · · + x_8) = 0. Ğăšěň śńőęĺň ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě, ůěšć-ěřšőě ĺ śěďĳňőě. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň 2x_1 + x_2 + x_3 + · · · + x_8 = 1, ă ğŋăůĺš, x_1 = 1. Őśšăńĳŋżě ŋěĺğćěśšŋżě ŋăţőď£šś£ ăŋăńőčĺůŋő.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ

(1 − x + x^2 − x^3 + · · · − x^{99} + x^{100})(1 + x + x^2 + x^3 + · · · + x^{99} + x^{100})

ŕőśńě řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ ůńěŋőć ŋě őśšă-ěšś£ ůńěŋőć, śőďěřęăźĺţ x ć ŋěů-ěšŋőľ śšěŕěŋĺ.

Řěÿ 5. Řăśśňăšřĺćăěňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň P (x), őąńăďă¿źĺň śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: P (−x) = P (x).

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ďăŋż ďćě ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ŕńőśłőśšĺ α ĺ β. Ŋă ńĺŋĺĺ ĺţ ŕěřěśěůěŋĺ£ ďăŋă šőůłă A. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ćśěţ ŕř£ňżţ, ńěęăźĺţ ć ŕńőśłőśšĺ α ĺ ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłş A, ŋăĺąőńĳÿĺľ şčőń ś ŕńőśłőśšĳ¿ β őąřăğşěš šă, łőšőřă£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ł ńĺŋĺĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕńőśłőśšěľ α ĺ β.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ l | ŕř£ňă£, ńěęăźă£ ć ŕńőśłőśšĺ α ĺ ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş A. Őšńőęĺň ŋă ŕř£ňőľ l őšřěğőł AB ďńĺŋż 1. Ŕşśšĳ B^′ | ŕřőěłűĺ£ šőůłĺ B ŋă ŕńőśłőśšĳ β, O | ŕřőěłűĺ£ šőůłĺ B ŋă ńĺŋĺ¿ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕńőśłőśšěľ α ĺ β. Šőčďă sin BAB^′ = BB^′ = OB sin BOB^′ = sin BAO sin BOB^′. Ŕřĺ ¡šőň sin BOB^′ | śĺŋşś şčńă ňěęďş ŕńőśłőśš£ňĺ α ĺ β; ¡šőš şčőń ťĺłśĺřőćăŋ. Ŕő¡šőňş sin BAB^′ ňăłśĺňăńěŋ, łőčďă̸ BAO = 90^∘.

Ğ-ůă 2. Ůěřěğ šőůłş A, ńěęăźş¿ ćŋşšřĺ şčńă, ŕřőćěďěŋă ŕř£ňă£, őšśěłă¿źă£ őš ¡šőčő şčńă ŋăĺňěŋĳÿĺľ ŕő ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺł. Ďőłăğăšĳ, ůšő őšřěğőł ¡šőľ ŕř£ňőľ, ğăłń¿ů-ěŋŋżľ ňěęďş śšőřőŋăňĺ şčńă, ďěńĺšś£ ć šőůłě A ŕőŕőńăň.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ P Q | őšřěğőł, łőšőřżľ ďěńĺšś£ šőůłőľ A ŕőŕőńăň, P^′Q^′ | ďřşčőľ őšřěğőł, ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ šőůłş A. Ŕőłăęěň, ůšő őšřěğőł P^′Q^′ őšśěłăěš šřěşčőńĳŋĺł ąőńĳÿěľ ŕńőźăďĺ, ůěň őšřěğőł P Q. Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ P^′A ¿ Q^′A. Őšńőęĺň ŋă őšřěğłě AP^′ őšřěğőł AP^{′′} = AQ^′. Šřěşčőńĳŋĺłĺ AP P^{′′} ĺ AQQ^′ řăćŋż, ă šřěşčőńĳŋĺł AP P^′ śőďěřęĺš šřěşčőńĳŋĺł AP P^{′′}. Ğŋăůĺš, ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă AP P^′ ąőńĳÿě ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłă AQQ^′. Řăğŋőśšĳ ňěęďş ŕńőźăď£ňĺ šřěşčőńĳŋĺłőć, őšśěłăěňżţ őšřěğłăňĺ P^′Q^′ ĺ P Q, řăćŋă řăğŋőśšĺ ŕńőźăďěľ šřěşčőńĳŋĺłőć AP P^′ ĺ AQQ^′.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő n^2 + 3n + 5 ŋĺ ŕřĺ łăłőň űěńőň n ŋě ďěńĺšś£ ŋă 121.

Řěÿ 3. Ğăňěšĺň, ůšő n^2 + 3n + 5 = (n + 7)(n − 4) + 33. Ěśńĺ ůĺśńő n^2 + 3n + 5 ďěńĺšś£ ŋă 121, šő ůĺśńő (n + 7)(n − 4) ďěńĺšś£ ŋă 11. Ŋő (n + 7) − (n − 4) = 11, ŕő¡šőňş őąă ňŋőęĺšěń£ ďěń£šś£ ĺńĺ ŋě ďěń£šś£ ŋă 11 őďŋőćřěňěŋŋő. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ ůĺśńő (n + 7)(n − 4) ďěńĺšś£ ŋă 11, šő őŋő ďěńĺšś£ ŋă 121. Ŋő šőčďă ůĺśńő (n + 7)(n − 4) + 33 ŋě ňőęěš ďěńĺšĳś£ ŋă 121.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő n śŕřăćěďńĺćő śőőšŋőÿěŋĺě:

(2n)! n! = 2^n · (2n − 1)!!

Řěÿ 4. §śŋő, ůšő n!2^n = 2·4·6·· · ··2n. Ŕő¡šőňş n!2^n(2n−1)!! = (2·4·6·· · ··2n)1·3·5·· · ··(2n−1) = (2n)!. Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ α ĺ β | őśšřżě şčńż ĺ α < β, šő

tg α α < tg β β . Řěÿ 5. Ćőğĳň-ěň ŋă őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă 1 ś űěŋšřőň O šőůłĺ K, A ĺ B šăł, ůšő̸ AOK = α ĺ̸ BOK = β (řĺś.???). Őŕşśšĺň ĺğ šőůłĺ A ŕěřŕěŋďĺłşń£ř AH ŋă ŕř£ňş¿ OK. Ŕşśšĳ C | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šőčő ŕěřŕěŋďĺłşń£řă ĺ ŕř£ňőľ OB. Śřăćŋěŋĺě ŕńőźăďěľ śěłšőřă OAB ĺ šřěşčőńĳŋĺłă OAC ŕőłăğżćăěš, ůšő (β − α) < OH · (tg β − tg α). Śřăćŋěŋĺě ŕńőźăďěľ śěłšőřă OAK ĺ šřěşčőńĳŋĺłă OAH ŕőłăğżćăěš, ůšő α > OH · tg α. Ĺğ ďćşţ ŕőńşůěŋŋżţ ŋěřăćěŋśšć śńěďşěš, ůšő β − α α < tg β − tg α tg α

, š.ě. β α < tg β tg α .

Ćšőřőľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ć ÿăţňăšŋőň šşřŋĺřě^3 şůăśšćőćăńĺ ďćă şůěŋĺłă VII łńăśśă ĺ ŋěłőšőřőě ůĺśńő şůěŋĺłőć VIII łńăśśă. Ďćă śěňĺłńăśśŋĺłă ŋăąřăńĺ 8 őůłőć, ă łăęďżľ ĺğ ćőśĳňĺłńăśśŋĺłőć ŋăąřăń őďŋő ĺ šő ęě ůĺśńő őůłőć. Śłőńĳłő ćőśĳňĺłńăśśŋĺłőć şůăśšćőćăńő ć šşřŋĺřě? Ŋăľšĺ ćśě řěÿěŋĺ£.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ x | ůĺśńő ćőśĳňĺłńăśśŋĺłőć, y | ůĺśńő őůłőć, ŋăąřăŋŋżţ łăęďżň ćőśĳňĺłńăśśŋĺłőň. Ŕőďśůĺšżćă£ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ śşňňş őůłőć, ŋăąřăŋŋżţ ćśěňĺ şůăśšŋĺłăňĺ šşřŋĺřă, ŕřĺţőďĺň ł şřăćŋěŋĺ¿

xy + 8 =

(x + 2)(x + 1) 2 , š.ě.

2y =

(x + 2)(x + 1) − 16 x = x + 3 − 14 x . Ŕő¡šőňş x ŕřĺŋĺňăěš őďŋő ĺğ ğŋăůěŋĺľ 1, 2, 7, 14. Ğŋăůěŋĺ£ 1 ĺ 2 őšŕăďă¿š, ŕőśłőńĳłş ć ¡šĺţ śńşůă£ţ ůĺśńő y ąşďěš őšřĺűăšěńĳŋżň. Ğăďăůă ĺňěěš ďćă őšćěšă: x = 7 ĺ x = 14.

Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ćżřăęěŋĺě

x^5 + 3x^4y − 5x^3y^2 − 15x^2y^3 + 4xy^4 + 12y^5

ŋě řăćŋő 33 ŋĺ ŕřĺ łăłĺţ űěńżţ ğŋăůěŋĺ£ţ x ĺ y.

3Ŕő ŕřăćĺńăň ÿăţňăšŋőčő šşřŋĺřă łăęďżľ ĺğ şůăśšŋĺłőć šşřŋĺřă ĺčřăěš ś łăęďżň ŕő őďŋőľ ŕăřšĺĺ. Ěśńĺ őďĺŋ ĺğ ĺčřă¿źĺţ ćżĺčřżćăěš ŕăřšĺ¿, šő őŋ ŕőńşůăěš őďŋő őůłő, ă ěčő ŕřőšĺćŋĺł ŕőńşůăěš ŋşńĳ őůłőć. Ć śńşůăě ŋĺůĳěľ ĺčřă¿źĺě ŕőńşůă¿š ŕő 1/2 őůłă.

Řěÿ 2. Ŕřěďśšăćĺň ďăŋŋőě ćżřăęěŋĺě ć ćĺďě (x + 2y)(x − y)(x + y)(x − 2y)(x + 3y). Ŕřĺ y ≠ 0 ćśě ŕ£šĳ śőňŋőęĺšěńěľ ¡šőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż, ă ůĺśńő 33 ŋěńĳğ£ ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕ£šĺ űěńżţ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ śőňŋőęĺšěńěľ (ţőš£ ĺ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ůěšżř-ěţ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ śőňŋőęĺšěńěľ, ďćă ĺğ łőšőřżţ řăćŋż ±1). Ŕřĺ y = 0 řăśśňăšřĺćăěňőě ćżřăęěŋĺě ŕřěćřăźăěšś£ ć x^5. Ŋĺ ŕřĺ łăłőň űěńőň x ůĺśńő x^5 ŋě řăćŋő 33.

Ğ-ůă 3. Ŋă śšőřőŋăţ şčńă AOB őš ćěřÿĺŋż O őšńőęěŋż őšřěğłĺ OA ĺ OB, ŕřĺůěň OA > OB. Ŋă őšřěğłě OA ćğ£šă šőůłă M, ŋă ŕřőďőńęěŋĺĺ őšřěğłă OB | šőůłă N šăł, ůšő AM = BN = x. Ŋăľšĺ ğŋăůěŋĺě x, ŕřĺ łőšőřőň őšřěğőł MN ĺňěěš ŋăĺňěŋĳÿş¿ ďńĺŋş.

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : x =^{OA−OB}_2 .

Ŕşśšĳ AM^′ = BN^′ =^{OA−OB}_2 (šőčďă OM^′ = ON^′). Ćőğĳň-ěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ĺğ řăśśňăšřĺćăěňżţ šőůěł M ≠ M^′ ĺ ŕőłăęěň, ůšő MN > M^′N^′. Ŕşśšĳ P | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ M^′N^′ ĺ MN. Ŕřőďőńęĺň őšřěğőł M^′N^′ ğă šőůłş M^′ ĺ őšńőęĺň ŋă ŕřőďőńęěŋĺĺ őšřěğőł M^′Q = N^′P . Šřěşčőńĳŋĺłĺ MM^′Q ĺ NN^′P řăćŋż, ŕő¡šőňş MN = MP + MQ > P Q = M^′N^′.

Ğ-ůă 4. Ĺğ šřĺďűăšĺ ŕşŋłšőć A_1, A_2, . . . , A_{30}, řăśŕőńőęěŋŋżţ ŋă ŕř£ňőľ MN ŋă řăćŋżţ řăśśšő£ŋĺ£ţ ďřşč őš ďřşčă, ćżţőď£š šřĺďűăšĳ ŕř£ňżţ ďőřőč. İšĺ ďőřőčĺ řăśŕőńăčă¿šś£ ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŕř£ňőľ MN ĺ őąřăğş¿š ś MN śńěďş¿źĺě şčńż:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 α 60^∘ 30^∘ 15^∘ 20^∘ 155^∘ 45^∘ 10^∘ 35^∘ 140^∘ 50^∘ 125^∘ 65^∘ 85^∘ 86^∘ 80^∘ 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 α 75^∘ 78^∘ 115^∘ 95^∘ 25^∘ 28^∘ 158^∘ 30^∘ 25^∘ 5^∘ 15^∘ 160^∘ 170^∘ 20^∘ 158^∘

Ĺğ ćśěţ šřĺďűăšĺ ŕşŋłšőć ćżěğęă¿š őďŋőćřěňěŋŋő šřĺďűăšĳ ăćšőňőąĺńěľ, ěďşźĺţ, ŋĺłşďă ŋě śćőřăůĺćă£, ŕő ¡šĺň ďőřőčăň ś őďĺŋăłőćőľ śłőřőśšĳ¿. Ŋă łăęďőň ĺğ ŕěřěłř-ěśšłőć şśšăŋőćńěŋő ŕő ÿńăčąăşňş. Łăł šőńĳłő ŕěřćă£ ŕő ćřěňěŋĺ ňăÿĺŋă ŕřőěğęăěš ŕěřěłř-ěśšőł, ÿńăčąăşň ğăłřżćăěšś£ ĺ ŕřěčřăęďăěš ŕşšĳ ćśěň śńěďş¿źĺň ňăÿĺŋăň, ŕőŕăďă¿źĺň ŋă ¡šőš ŕěřěłř-ěśšőł. Łăłĺě ĺğ ňăÿĺŋ ŕřőěďşš ćśě ŕěřěłř-ěśšłĺ ŋă śćő-ěň ŕşšĺ, ă łăłĺě ğăśšř£ŋşš?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : ŋĺčďě ŋě ąşďşš ğăďěřęăŋż ňăÿĺŋż ś ŋőňěřăňĺ 14, 23 ĺ 24. Ŕşśšĳ a_n | ďőřőčă, ćżţőď£źă£ ĺğ ŕşŋłšă A_n, α_n | şčőń, łőšőřżľ őąřăğşěš ďőřőčă a_n ś ŕř£ňőľ MN, P_{mn} | ŕěřěłř-ěśšőł ďőřőč a_n ĺ a_m.

(1) Ěśńĺ ňăÿĺŋă a_m ğăďěřęĺćăěšś£ ŋă ŕěřěłř-ěśšłě P_{nm}, šő şčőń α_n ąńĺęě ł 90^∘, ůěň şčőń α_m (ďőřőčă a_n łřşůě, ůěň ďőřőčă a_m).

(2) Ŕşśšĳ m < n. Šőčďă ďőřőčĺ a_m ĺ a_n ŕěřěśěłă¿šś£, ěśńĺ α_m < α_n, ĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£, ěśńĺ α_m ¿ α_n. (3) Ěśńĺ ćśě ďőřőčĺ, ŕěřěśěłă¿źĺě a_n, ňěŋěě łřşšż, ůěň ďőřőčă a_n, šő ňăÿĺŋă a_n ŋĺčďě ŋě ğăďěřęĺšś£.

İšő śńěďşěš ĺğ (1).

(4) Ŕşśšĳ a_m | śăňă£ łřşšă£ ĺğ ďőřőč, ŕěřěśěłă¿źĺţ a_n. Ěśńĺ a_m łřşůě a_n, šő a_m ŋě ňőęěš ążšĳ ğăďěřęăŋă řăŋĳÿě ŕěřěłř-ěśšłă P_{nm}. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňăÿĺŋă a_m ğăďěřęĺćăěšś£ ŋă ŕěřěłř-ěśšłě P_{qm}, ńěęăźěň ŋă őšřěğłě A_mP_{mn}. Šőčďă śőčńăśŋő (1) ďőřőčă a_q łřşůě ďőřőčĺ a_m, ă ğŋăůĺš, ŕő şśńőćĺ¿ őŋă ŋě ňőęěš ŕěřěśěłăšĳ a_n. Ŕőłăęěň, ůšő ¡šő ŋěćőğňőęŋő. Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă śńşůăľ, łőčďă šőůłă A_q ńěęĺš ćŋě őšřěğłă A_nA_m. Ŕř£ňă£ a_q ŕěřěśěłăěš śšőřőŋş A_mP_{nm} šřěşčőńĳŋĺłă A_mP_{nm}A_n ĺ ŋě ŕěřěśěłăěš śšőřőŋş A_mA_n, ŕő¡šőňş őŋă ŕěřěśěłăěš śšőřőŋş P_{nm}A_n, ă ¡šőčő ŋě ňőęěš ążšĳ. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă šőůłă A_q ńěęĺš ćŋşšřĺ őšřěğłă A_nA_m. Ŕşśšĳ śŋăůăńă n < q < m. Ďőřőčĺ a_n ĺ a_m, a_q ĺ a_m ŕěřěśěłă¿šś£, ă ďőřőčĺ a_q ĺ a_n ŋě ŕěřěśěłă¿šś£. Ŕő¡šőňş ĺğ (2) śńěďşěš, ůšő α_q 6 α_n < α_m. Şčőń α_m ąńĺęě ł 90^∘, ůěň şčőń α_n, ŕő¡šőňş ŋěřăćěŋśšćő α_n < α_m ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ α_n < 90^∘. Ŋő šőčďă ĺğ ŋěřăćěŋśšćă α_q 6 α_n śńěďşěš, ůšő ďőřőčă a_q ŋě ąőńěě łřşšă, ůěň ďőřőčă a_n, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš şśńőćĺ¿. Śńşůăľ n > q > m řăśśňăšřĺćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő.

(5) Ěśńĺ ňăÿĺŋă a_n ŕřőţőďĺš ůěřěğ ćśě ŕěřěłř-ěśšłĺ, šő ćśě ďőřőčĺ, ŕěřěśěłă¿źĺě a_n, ňěŋěě łřşšż, ůěň ďőřőčă a_n; ¡šő śńěďşěš ĺğ (4) ĺ (1).

Ĺšăł, ĺğ (3) ĺ (5) śńěďşěš, ůšő ňăÿĺŋă a_n ŕřőţőďĺš ůěřěğ ćśě ŕěřěłř-ěśšłĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćśě ďőřőčĺ, ŕěřěśěłă¿źĺě a_n, ňěŋěě łřşšż, ůěň ďőřőčă a_n. Šěŕěřĳ şęě ńěčłő ŕőńşůĺšĳ šřěąşěňżľ řěğşńĳšăš.

Ğ-ůă 5. Ăćšőąşśŋă£ śěšĳ čőřőďă şśšřőěŋă śńěďş¿źĺň őąřăğőň: 1) ś ń¿ąőľ őśšăŋőćłĺ ŋă ń¿ąş¿ ďřşčş¿ őśšăŋőćłş ňőęŋő ŕőŕăśšĳ ąěğ ŕěřěśăďłĺ;

2) ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż ňăřÿřşšőć ŋăľďěšś£, ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋă£, őśšăŋőćłă, ŋă łőšőřőľ ňőęŋő ŕěřěśěśšĳ ś őďŋőčő ĺğ ¡šĺţ ňăřÿřşšőć ŋă ďřşčőľ;

3) ŋă łăęďőň ňăřÿřşšě řőćŋő šřĺ őśšăŋőćłĺ. Śłőńĳłő ăćšőąşśŋżţ ňăřÿřşšőć ć čőřőďě?

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : 7. Ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ şłăğăŋŋżě şśńőćĺ£, šő ůĺśńő őśšăŋőćőł n ĺ ůĺśńő ňăřÿřşšőć N ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň N = n(n − 1) + 1. Ŕşśšĳ a | őďĺŋ ĺğ ňăřÿřşšőć, B | őśšăŋőćłă, ůěřěğ łőšőřş¿ ňăřÿřşš a ŋě ŕřőţőďĺš. Łăęďżľ ňăřÿřşš, ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ B, ŕěřěśěłăěš ňăřÿřşš a. Ŕő¡šőňş ůěřěğ B ŕřőţőďĺš řőćŋő n ňăřÿřşšőć. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő ůěřěğ łăęďş¿ őśšăŋőćłş ňăřÿřşšă a ŕřőţőďĺš n − 1 ňăřÿřşšőć, őšńĺůŋżţ őš a. Ćśěčő ŕőńşůăěň n(n − 1) řăğŋżţ ňăřÿřşšőć ĺ ěź-ě śăň ňăřÿřşš a.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ć ÿăţňăšŋőň šşřŋĺřě şůăśšćőćăńĺ şůěŋĺłĺ IX ĺ X łńăśśőć. Ďěś£šĺłńăśśŋĺłőć ążńő ć 10 řăğ ąőńĳÿě, ůěň ďěć£šĺłńăśśŋĺłőć, ĺ őŋĺ ŋăąřăńĺ ćňěśšě ć 4, 5 řăğă ąőńĳÿě őůłőć, ůěň ćśě ďěć£šĺłńăśśŋĺłĺ. Śłőńĳłő őůłőć ŋăąřăńĺ ďěć£šĺłńăśśŋĺłĺ? Ŋăľšĺ ćśě řěÿěŋĺ£.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ ć šşřŋĺřě şůăśšćőćăńő x ďěć£šĺłńăśśŋĺłőć. Šőčďă ćśěčő ążńő 11x şůăśšŋĺłőć ĺ őŋĺ

ŋăąřăńĺ

11x(11x − 1) 2 őůłőć. Ŕő şśńőćĺ¿ őšŋőÿěŋĺě ůĺśńă őůłőć, ŋăąřăŋŋżţ ďěć£šĺłńăśśŋĺłăňĺ, ł ůĺśńş őůłőć, ŋăąřăŋŋżţ ďěś£šĺłńăśśŋĺłăňĺ, řăćŋő 1 : 4, 5. Ŕő¡šőňş ďěć£šĺłńăśśŋĺłĺ ŋăąřăńĺ x(11x − 1) őůłőć, ă ğŋăůĺš, łăęďżľ ĺğ ďěć£šĺłńăśśŋĺłőć ćżĺčřăń ćśě 11x −1 ŕăřšĺľ, łőšőřżě őŋ śżčřăń. Ŋő ěśńĺ ąż śřěďĺ şůăśšŋĺłőć šşřŋĺřă ążńő ďćă ďěć£šĺłńăśśŋĺłă, šő ŕăřšĺ¿ ňěęďş śőąőľ őŋĺ ďőńęŋż ążńĺ őąă ćżĺčřăšĳ, ůšő ŋěćőğňőęŋő. Ŕő¡šőňş ć šşřŋĺřě şůăśšćőćăń őďĺŋ ďěć£šĺłńăśśŋĺł; őŋ ŋăąřăń 10 őůłőć.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ ř£ď ůĺśěń: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . . , ć łőšőřőň łăęďőě ůĺśńő, ŋăůĺŋă£ ś šřěšĳěčő, řăćŋő śşňňě ďćşţ ŕřěďżďşźĺţ. Ŋăľďěšś£ ńĺ śřěďĺ ŕěřćżţ śšă ňĺńńĺőŋőć őďŋőčő (10^8 + 1) ůńěŋőć ¡šőčő ř£ďă ůĺśńő, őłăŋůĺćă¿źěěś£ ůěšżřĳň£ ŋşń£ňĺ?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : Ďă, ŋăľď-ěšś£. Ğăňěŋĺň łăęďőě ĺğ ďăŋŋżţ ůĺśěń ěčő őśšăšłőň őš ďěńěŋĺ£ ŋă 1000. Ŕşśšĳ a_1 = 0, a_2, . . . | ŕőńşůěŋŋżě ć řěğşńĳšăšě ůĺśńă. Ěśńĺ ŋăň ĺğćěśšŋż ůĺśńă a_k ĺ a_{k+1}, šő ŋăň ĺğćěśšŋő ĺ a_{k−1}, ŕőśłőńĳłş ć ĺśţőďŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (k − 1)-ľ ůńěŋ řăćěŋ řăğŋőśšĺ (k + 1)-čő ĺ k-čő. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřżţ k ĺ n ĺňě¿š ňěśšő řăćěŋśšćă a_k = a_{k+n} ĺ a_{k+1} = a_{k+n+1}, šő šőčďă a_{k−1} = a_{k+n−1}, a_{k−2} = a_{k+n−2}, . . . , a_1 = a_{n+1}. Ŋő a_1 = 0, ŕő¡šőňş a_{n+1} = 0, š.ě. ć ĺśţőďŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ůĺśěń ŋă (n + 1)-ň ňěśšě śšőĺš ůĺśńő, őłăŋůĺćă¿źěěś£ ůěšżřĳň£ ŋşń£ňĺ.

Őśšă-ěšś£ ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ŕăř (a_1, a_2), (a_2, a_3), . . . , (a_{10}8 , a_{10}8_{+1}), (a_{10}8_{+1}, a_{10}8_{+2}) ŋăľďşšś£ ďćě őďĺŋăłőćżě ŕăřż. Ŋő ĺğ ůĺśěń 0, 1, 2, . . . , 9999 ŋěńĳğ£ śőśšăćĺšĳ ąőńěě 10^8 řăğńĺůŋżţ ŕăř, ă ňż řăśśňăšřĺćăěň 10^8 + 1 ŕăř.

Ğ-ůă 3. Ŋă śšőřőŋăţ P Q, QR, RP šřěşčőńĳŋĺłă P QR őšńőęěŋż őšřěğłĺ AB, CD, EF . Ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ğăďăŋă šőůłă S_0. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł S, ńěęăźĺţ ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă P QR, ďń£ łőšőřżţ śşňňă ŕńőźăďěľ šřěşčőńĳŋĺłőć SAB, SCD, SEF řăćŋă śşňňě ŕńőźăďěľ šřěşčőńĳŋĺłőć S_0AB, S_0CD, S_0EF . Řăśśňőšřěšĳ őśőążľ śńşůăľ, łőčďă AB P Q = CD QR = EF RP . Řěÿ 3. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő^{AB}_{P Q} ¿^{CD}_{QR} ¿^{EF}_{RP} . Őšńőęĺň ŋă śšőřőŋăţ QR ĺ P R őšřěğłĺ QD^′ = CD ·^{P Q}_{AB} ĺ P E^′ = F E ·^{P Q}_{AB} . Šőčďă S_{´SAB} + S_{´SCD} + S_{´SEF} = AB P Q (S_{´SP Q} + S_{´SQD}′ + S_{´SE}′_P ) = = AB P Q (S_{P QD}′_E′ ± S_{´SD}′_E′ ) . Ć ŕőśńěďŋěň ćżřăęěŋĺĺ ğŋăł ŕń¿ś ąěř-ěšś£, ěśńĺ šőůłă S ńěęĺš ćŋě ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă P QD^′E^′, ă ğŋăł ňĺŋşś | ěśńĺ ćŋşšřĺ. Ĺğ ŕőńşůěŋŋőľ ťőřňşńż śńěďşěš, ůšő ďń£ šőůěł S ĺśłőňőčő čěőňěšřĺůěśłőčő ňěśšă ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă SD^′E^′ ďőńęŋă ążšĳ ŕőśšő£ŋŋőľ. Ŕő¡šőňş ĺśłőňőě ČŇŠ | őšřěğőł ŕř£ňőľ, ŕăřăńńěńĳŋőľ D^′E^′ ĺ ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłş S_0. Ć őśőąőň śńşůăě ĺśłőňőě ČŇŠ | ćěśĳ šřěşčőńĳŋĺł P QR. Ğ-ůă 4. Ć čőřőďě 57 ăćšőąşśŋżţ ňăřÿřşšőć. Ĺğćěśšŋő, ůšő:

1) ś ń¿ąőľ őśšăŋőćłĺ ŋă ń¿ąş¿ ďřşčş¿ őśšăŋőćłş ňőęŋő ŕőŕăśšĳ ąěğ ŕěřěśăďłĺ; 2) ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż ňăřÿřşšőć ŋăľďěšś£, ĺ ŕřĺšőň šőńĳłő őďŋă, őśšăŋőćłă, ŋă łőšőřőľ ňőęŋő ŕěřěśěśšĳ ś őďŋőčő ĺğ ¡šĺţ ňăřÿřşšőć ŋă ďřşčőľ;

3) ŋă łăęďőň ňăřÿřşšě ŋě ňěŋěě šř-ěţ őśšăŋőćőł. Śłőńĳłő őśšăŋőćőł ĺňěěš łăęďżľ ĺğ 57 ňăřÿřşšőć?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : 8. Ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ şłăğăŋŋżě şśńőćĺ£, šő ůĺśńő őśšăŋőćőł n ĺ ůĺśńő ňăřÿřşšőć N ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň N = n(n − 1) + 1. Ŕřěęďě ćśěčő ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ ŋă łăłőň-šő ňăřÿřşšě n őśšăŋőćőł, šő ŋă ń¿ąőň ďřşčőň ňăřÿřşšě šőęě n őśšăŋőćőł, ă łřőňě šőčő, ůěřěğ łăęďş¿ őśšăŋőćłş ŕřőţőďĺš n ňăřÿřşšőć. Ćőğĳň-ěň őśšăŋőćłş B, ůěřěğ łőšőřş¿ ŋě ŕřőţőďĺš řăśśňăšřĺćăěňżľ ňăřÿřşš a. Ĺğ B ěśšĳ ňăřÿřşš ć łăęďş¿ ĺğ n őśšăŋőćőł ňăřÿřşšă a, ŕřĺů-ěň šăłőľ ňăřÿřşš řőćŋő őďĺŋ, ŕőśłőńĳłş ďćă řăğŋżţ ňăřÿřşšă ŋě ňőčşš ĺňěšĳ ďćşţ őąźĺţ őśšăŋőćőł. Łăęďżľ ňăřÿřşš, ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ B, ŕěřěśěłăěš ňăřÿřşš a. Ŕő¡šőňş ůěřěğ B ŕřőţőďĺš řőćŋő n ňăřÿřşšőć. Šěŕěřĳ £śŋő, ůšő ňăřÿřşš b, ŋě ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ őśšăŋőćłş B, ĺňěěš řőćŋő n őśšăŋőćőł. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ůěřěğ B ŕřőţőďĺš řőćŋő n ňăřÿřşšőć, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ŕěřěśěłăěš b ć őďŋőľ šőůłě, ďćă ňăřÿřşšă ŋě ňőčşš ŕěřěśěłăšĳ b ć őďŋőľ ĺ šőľ ęě šőůłě, ĺ ůěřěğ łăęďş¿ őśšăŋőćłş ňăřÿřşšă b ŕřőţőďĺš őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ ňăřÿřşšőć. Šěŕěřĳ ćĺďŋő, ůšő ůěřěğ łăęďş¿ őśšăŋőćłş ŕřőţőďĺš n ňăřÿřşšőć. Ć ůăśšŋőśšĺ, ůěřěğ łăęďş¿ őśšăŋőćłş ňăřÿřşšă a ŕřőţőďĺš n − 1 ňăřÿřşšőć, őšńĺůŋżţ őš śăňőčő a. Ćśěčő ŕőńşůăěň n(n − 1) řăğŋżţ ňăřÿřşšőć ĺ ěź-ě śăň ňăřÿřşš a.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 | 8 łńăśśőć.

X őńĺňŕĺăďă (1947)

Ŕěřćżľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Őŕřěďěńĺšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż, łőšőřżě ąşďşš śšő£šĳ ŕřĺ x^{17} ĺ x^{18} ŕőśńě řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ ůńěŋőć ć ćżřăęěŋĺĺ

(1 + x^5 + x^7)^{20}.

Řěÿ 1. Ůĺśńő 18 ŋěńĳğ£ ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śşňňż ůĺśěń 5 ĺ 7, ŕő¡šőňş łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^{18} ąşďěš řăćěŋ ŋşń¿.

Ůĺśńő 17 ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě śşňňż ůĺśěń 5 ĺ 7 śńěďş¿źĺň őąřăğőň: 17 = 7 + 5 + 5; ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ śńăčăěňżţ ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő. Ć őďŋőň ĺğ 20 ćżřăęěŋĺľ 1+x^5 +x^7 ňż ďőńęŋż ćżąřăšĳ x^7, ă ć ďćşţ ĺğ 19 őśšăćÿĺţś£ šăłĺţ ćżřăęěŋĺľ ňż ďőńęŋż ćżąřăšĳ x^5. Ŕő¡šőňş łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^{17} řăćěŋ 20 ·^{19·18}_2 = 3420.

Ğ-ůă 2. Łăłőľ őśšăšőł ďă-ěš x + x^3 + x^9 + x^{27} + x^{81} + x^{243} ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă (x − 1)? Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 6. Ŕşśšĳ x + x^3 + x^9 + x^{27} + x^{81} + x^{243} = P (x)(x − 1) + r. Ŕőńőęĺć x = 1, ŕőńşůĺň r = 6.

Ğ-ůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő łăłőćő ąż ŋĺ ążńő űěńőě ůĺśńő n, śřěďĺ ůĺśěń n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4 ěśšĳ ţőš£ ąż őďŋő ůĺśńő ćğăĺňŋő ŕřőśšőě ś őśšăńĳŋżňĺ ůěšżřĳň£ ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń.

Řěÿ 3. Ěśńĺ |k − l| 6 4 ĺ k ≠ l, šő ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ůĺśěń k ĺ l ŋě ŕřěćőśţőďĺš 4. Ŕő¡šőňş ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ń¿ąőľ ŕăřż ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ŋě ŕřěćőśţőďĺš 4. Ĺğ ŕ£šĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ůĺśěń ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕăřş ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŋěů-ěšŋżţ ůĺśěń. Ĺğ ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŋěů-ěšŋżţ ůĺśěń ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋő ŋě ďěńĺšś£ ŋă 3. İšő ůĺśńő ćğăĺňŋő ŕřőśšő ś őśšăńĳŋżňĺ ůěšżřĳň£ ůĺśńăňĺ.

Ğ-ůă 4. Ďăŋ ćżŕşłńżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł ABCDE. Śšőřőŋăňĺ, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżňĺ ćěřÿĺŋăň A, B, C, D, E, ňż ŋăğżćăěň śőőšćěšśšćěŋŋő őšřěğłĺ CD, DE, EA, AB, BC. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş M, ńěęăźş¿ ćŋşšřĺ ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă, śőěďĺŋĺšĳ ŕř£ňżňĺ śő ćśěňĺ ěčő ćěřÿĺŋăňĺ, šő ĺğ ¡šĺţ ŕř£ňżţ ńĺąő řőćŋő őďŋă, ńĺąő řőćŋő šřĺ, ńĺąő řőćŋő ŕ£šĳ ŕěřěśěłă¿š śšőřőŋż ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ćěřÿĺŋăň, ůěřěğ łőšőřżě őŋĺ ŕřőţőď£š.

Řěÿ 4. Ŕřőćěď-ěň ďĺăčőŋăńĺ ďăŋŋőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă. Őŋĺ řăğąĺćă¿š ěčő ŋă 11 őąńăśšěľ: őďĺŋ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł, 5 ćŋşšřěŋŋĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć (śšőřőŋăňĺ łőšőřżţ śńşęăš ďĺăčőŋăńĺ) ĺ 5 ćŋěÿŋĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć (őďŋőľ ĺğ śšőřőŋ łăęďőčő ĺğ łőšőřżţ śńşęĺš śšőřőŋă ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă). Ěśńĺ šőůłă M ŕřĺŋăďńěęĺš ćŋěÿŋěňş šřěşčőńĳŋĺłş, šő ůĺśńő šřěąşěňżţ ŕř£ňżţ řăćŋő 1, ěśńĺ M ŕřĺŋăďńěęĺš ćŋşšřěŋŋěňş šřěşčőńĳŋĺłş, šő ůĺśńő ŕř£ňżţ řăćŋő 3, ă ěśńĺ ŕ£šĺşčőńĳŋĺłş, šő ůĺśńő ŕř£ňżţ řăćŋő 5.

Ğ-ůă 5. Šőůłă O £ćń£ěšś£ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ćżśőš őśšřőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ďőłăęĺšě, ůšő 3 őłřşęŋőśšĺ, ŕřőţőď£źĺě: ŕěřćă£ ůěřěğ šőůłĺ O, A, B, ćšőřă£ | ůěřěğ šőůłĺ O, B, C ĺ šřěšĳ£ | ůěřěğ šőůłĺ O, C, A, řăćŋż ňěęďş śőąőľ.

Řěÿ 5. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő̸ AOB = 90^∘ +̸ C. Ŕő¡šőňş řăďĺşś őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă AOB řăćěŋ^1_2 AB sin̸ AOB =^1_2 AB sin̸ C = R, čďě R | řăďĺşś őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Řăďĺşśż őśšăńĳŋżţ řăśśňăšřĺćăěňżţ őłřşęŋőśšěľ šőęě řăćŋż R.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ć łăłőň ĺğ ćżřăęěŋĺľ:

(1 − x^2 + x^3)^{1000}, (1 + x^2 − x^3)^{1000}

ŕőśńě řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ ůńěŋőć ąőńĳÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^{20}?

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : ć ćżřăęěŋĺĺ (1 + x^2 − x^3)^{1000}. Ŕşśšĳ P (x) = (1 − x^2 + x^3)^{1000} ĺ Q(x) = (1 + x^2 − x^3)^{1000}. Łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^{20} ş ňŋőčőůńěŋă P (x) šăłőľ ęě, łăł ş ňŋőčőůńěŋă P (−x) = (1 − x^2 − x^3)^{1000}, ă ş ňŋőčőůńěŋă Q(x) šăłőľ ęě, łăł ş ňŋőčőůńěŋă Q(−x) = (1 + x^2 + x^3)^{1000}. §śŋő, ůšő ş ňŋőčőůńěŋă (1 + x^2 + x^3)^{1000} łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^{20} ąőńĳÿě, ůěň ş ňŋőčőůńěŋă (1 − x^2 − x^3)^{1000}.

Ğ-ůă 2. Ćżůĺśńĺšĳ ś ŋěďőśšăšłőň ś ŕ£šĳ¿ ďěś£šĺůŋżňĺ ğŋăłăňĺ (š.ě. ś šőůŋőśšĳ¿ ďő 0, 00001) ŕřőĺğćěďěŋĺě: ( 1 − 1 10 ) ( 1 − 1 10^2 ) ( 1 − 1 10^3 ) · · · ( 1 − 1 10^{99} ) .

Ďőłăęĺšě šőůŋőśšĳ ŕőńşůěŋŋżţ ğŋăłőć.

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 0, 89001. Ŕşśšĳ a = ( 1 −^1_{10} ) ( 1 −^1_{102} ) . . . ( 1 −^1_{105} ) ĺ b = ( 1 −^1_{106} ) . . . ( 1 −^1_{1099} ) . Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő 0, 89001 + 1 10^6

< a < 0, 89001 + 2 10^6 . §śŋő, ůšő b < 1 −^1_{106} . Łřőňě šőčő, ěśńĺ 0 < x, y < 1, šő (1 − x)(1 − y) > 1 − x − y. Ŕő¡šőňş b > 1 −^1_{106} −^1_{107} − · · · −^1_{1099} > 1 −^2_{106} . Śńěďőćăšěńĳŋő,

ab < 0, 890012 · 0, 999999 < 0, 890012, ab > 0, 890011 · 0, 999998 > 0, 890009.

Ğ-ůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő łăłőćő ąż ŋĺ ążńő űěńőě ůĺśńő n, śřěďĺ ůĺśěń n, n + 1, n + 2, . . . , n + 9 ěśšĳ ůĺśńő, ţőš£ ąż őďŋő, ćğăĺňŋő ŕřőśšőě ś őśšăńĳŋżňĺ ďěć£šĳ¿ ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń.

Řěÿ 3. Śřěďĺ ďăŋŋżţ ůĺśěń ěśšĳ 5 ŋěů-ěšŋżţ ůĺśěń. Řăśśňőšřĺň őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ¡šĺţ ŕ£šĺ ůĺśěń ŋă 3, 5 ĺ 7. Śřěďĺ őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£ ŋă 3 ŋěš šř-ěţ őďĺŋăłőćżţ, ă śřěďĺ őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£ ŋă 5 ĺ ŋă 7 ŋěš ďćşţ őďĺŋăłőćżţ. Ŕő¡šőňş śřěďĺ şłăğăŋŋżţ ŕ£šĺ ůĺśěń ňőęŋő ćżąřăšĳ šřĺ ůĺśńă, ŋě ďěń£źĺţś£ ŋă 3, ă śřěďĺ ŋĺţ ćżąřăšĳ ůĺśńő, ŋě ďěń£źěěś£ ŋă 5 ĺ ŋă 7. İšő ůĺśńő ćğăĺňŋő ŕřőśšő ś őśšăńĳŋżňĺ ďěć£šĳ¿ ůĺśńăňĺ.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 | 8 łńăśśőć.

Ğ-ůă 5. Ŋăľšĺ ćśě ŕř£ňżě ć ŕřőśšřăŋśšćě, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş M ŋă ďăŋŋőň řăśśšő£ŋĺĺ d őš ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ AB.

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : ŕř£ňżě, ńěęăźĺě ć ďćşţ ŕńőśłőśš£ţ, łăśă¿źĺţś£ űĺńĺŋďřă řăďĺşśă d ś őśĳ¿ AB ĺ ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłş M, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ŕř£ňőľ, ŕăřăńńěńĳŋőľ AB (ěśńĺ šőůłă M řăśŕőńőęěŋă ŋă řăśśšő£ŋĺĺ d őš ŕř£ňőľ AB, šő łăśăšěńĳŋă£ ŕńőśłőśšĳ ąşďěš őďŋă ĺ ŕř£ňş¿ ĺśłń¿ůăšĳ ŕřĺ ¡šőň ŋě ŋşęŋő). Ŕř£ňżě, şďăń-ěŋŋżě ŋă řăśśšő£ŋĺě d őš ŕř£ňőľ AB, | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ŕř£ňżě, łăśă¿źĺěś£ şłăğăŋŋőčő űĺńĺŋďřă. Ěśńĺ ĺğ ¡šĺţ ŕř£ňżţ ćżąřăšĳ šě, łőšőřżě ŕřőţőď£š ůěřěğ šőůłş M, šő ŕőńşůĺň şłăğăŋŋőě ć őšćěšě ňŋőęěśšćő.

Ćšőřőľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ŋěłőšőřżě ĺğ 20 ňěšăńńĺůěśłĺţ łşąĺłőć, őďĺŋăłőćżţ ŕő řăğňěřăň ĺ ćŋěÿŋěňş ćĺďş, ăń¿ňĺŋĺěćżě, őśšăńĳŋżě^4 ď¿řăńěćżě (ąőńěě š£ę-ěńżě). Łăł ŕřĺ ŕőňőźĺ 11 ćğćěÿĺćăŋĺľ ŋă ćěśăţ ś 2-ň£ ůăÿěůłăňĺ ąěğ čĺřĳ őŕřěďěńĺšĳ ůĺśńő ď¿řăńěćżţ łşąĺłőć?

Řěÿ 1. Ŕőńőęĺň ŋă ůăÿěůłĺ ćěśőć ŕő őďŋőňş łşąĺłş. Ćőğňőęŋż ďćă śńşůă£.

Śńşůăľ 1. Ŕřĺ ŕěřćőň ćğćěÿĺćăŋĺĺ őďĺŋ ĺğ łşąĺłőć őłăğăńś£ š£ęěńěě.

Ć ¡šőň śńşůăě őďĺŋ ćżąřăŋŋżľ łşąĺł ăń¿ňĺŋĺěćżľ, ă ďřşčőľ ď¿řăńěćżľ. Ŕőńőęĺň ćżąřăŋŋżě łşąĺłĺ ŋă őďŋş ůăÿěůłş ĺ ąşďěň ś ŋĺňĺ śřăćŋĺćăšĳ őśšăńĳŋżě łşąĺłĺ. Ă ĺňěŋŋő, őśšăćÿĺěś£ 18 łşąĺłőć řăğąĺćăěň ŋă 9 ŕăř ĺ ŕőőůěř-ěďŋő łńăď-ěň ĺţ ŋă ďřşčş¿ ůăÿěůłş. Łăęďżľ řăğ ňż şğŋă-ěň, śłőńĳłő ć ŕăřě ď¿řăńěćżţ łşąĺłőć. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ¡šăńőŋŋă£ ŕăřă ńěčůě, šő ňż ŕőńőęĺńĺ ďćă ď¿řăńěćżţ łşąĺłă; ěśńĺ ¡šăńőŋŋă£ ŕăřă ĺňěěš šőš ęě śăňżľ ćěś, šő ňż ŕőńőęĺńĺ őďĺŋ ăń¿ňĺŋĺěćżľ ĺ őďĺŋ ď¿řăńěćżľ łşąĺł; ěśńĺ ¡šăńőŋŋă£ ŕăřă š£ęěńěě, šő ňż ŕőńőęĺńĺ ďćă ăń¿ňĺŋĺěćżţ łşąĺłă. Šăłĺň őąřăğőň, ć ŕěřćőň śńşůăě ďőśšăšőůŋő 10 ćğćěÿĺćăŋĺľ.

Śńşůăľ 2. Ŕřĺ ŕěřćőň ćğćěÿĺćăŋĺĺ łşąĺłĺ őłăğăńĺśĳ řăćŋőčő ćěśă.

Ć ¡šőň śńşůăě ńĺąő őąă ćżąřăŋŋżţ łşąĺłă ăń¿ňĺŋĺěćżě, ńĺąő őąă ď¿řăńěćżě. Ŕőńőęĺň ćżąřăŋŋżě łşąĺłĺ ŋă őďŋş ůăÿěůłş ĺ ąşďěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ś ŋĺňĺ śřăćŋĺćăšĳ őśšăńĳŋżě łşąĺłĺ. Ŕşśšĳ ŕěřćżě k ŕăř őłăğăńĺśĳ šőčő ęě śăňőčő ćěśă, ă (k + 1)-£ ŕăřă őłăğăńăśĳ ďřşčőčő ćěśă. (Ěśńĺ k = 9, šő ćśě łşąĺłĺ őďŋőčő ćěśă, ŕő¡šőňş ď¿řăńěćżţ łşąĺłőć ŋěš.) Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ (k + 1)-£ ŕăřă őłăğăńăśĳ ąőńěě š£ę-ěńőľ. Šőčďă ŕěřćżě ďćă łşąĺłă ĺ łşąĺłĺ ŕěřćżţ k ŕăř ăń¿ňĺŋĺěćżě. Ŕőńőęĺň ŋă łăęďş¿ ůăÿş ćěśőć

4Ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ćśě łşąĺłĺ ňőčşš ążšĳ ăń¿ňĺŋĺěćżňĺ, ŋő őŋĺ ŋě ňőčşš ążšĳ ćśě ď¿řăńěćżňĺ (ěśńĺ ćśě łşąĺłĺ őłăęşšś£ őďŋőčő ćěśă, šő ŋěńĳğ£ ćż£śŋĺšĳ, ăń¿ňĺŋĺěćżě őŋĺ ĺńĺ ď¿řăńěćżě) | ŕřĺň. řěď.

ŕő őďŋőňş łşąĺłş (k+1)-ľ ŕăřż. Ěśńĺ ¡šĺ łşąĺłĺ őďŋőčő ćěśă, šő őŋĺ őąă ď¿řăńěćżě. Ěśńĺ łşąĺłĺ řăğŋőčő ćěśă, šő őďĺŋ ăń¿ňĺŋĺěćżľ, ă ďřşčőľ ď¿řăńěćżľ. Ć őąőĺţ śńşůă£ţ ňż ňőęěň śőśšăćĺšĳ ŕăřş łşąĺłőć, őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ ăń¿ňĺŋĺěćżľ, ă ďřşčőľ ď¿řăńěćżľ. Őśšăćÿĺěś£ ŕăřż łşąĺłőć ňż ňőęěň śřăćŋĺćăšĳ ś ¡šőľ ŕăřőľ, łăł ĺ ć ŕěřćőň śńşůăě. Őąźěě ůĺśńő ćğćěÿĺćăŋĺľ ćő ćšőřőň śńşůăě řăćŋő 11.

Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ćżŕşłńżľ 13-šĺşčőńĳŋĺł ŋěńĳğ£ řăğřěğăšĳ ŋă ŕăřăńńěńőčřăňňż. Řěÿ 2. Ş ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ś ŋěů-ěšŋżň ůĺśńőň śšőřőŋ ěśšĳ śšőřőŋă, ŋě ŕăřăńńěńĳŋă£ ŋĺ őďŋőľ ĺğ őśšăńĳŋżţ ěčő śšőřőŋ, ŕőśłőńĳłş ŕăřăńńěńĳŋżě śšőřőŋż ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă řăğąĺćă- ¿šś£ ŋă ŕăřż. Ă ěśńĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă ŕăřăńńěńőčřăňňż, šő ďń£ łăęďőľ ěčő śšőřőŋż ŋăľď-ěšś£ śšőřőŋă, ěľ ŕăřăńńěńĳŋă£.

Ğ-ůă 3. Ĺğ ďćşţśőš ůĺśěń: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . . , 199, 200 ŕřőĺğćőńĳŋő ćżąřăńĺ śšő őďŋő ůĺśńő. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ŋăľďşšś£ ďćă, ĺğ łőšőřżţ őďŋő ďěńĺšś£ ŋă ďřşčőě.

Řěÿ 3. Řăśśňőšřĺň ŋăĺąőńĳÿĺě ŋěů-ěšŋżě ďěńĺšěńĺ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń. Ş ůĺśěń őš 1 ďő 200 ěśšĳ řőćŋő 100 řăğńĺůŋżţ ŋăĺąőńĳÿĺţ ŋěů-ěšŋżţ ďěńĺšěńěľ (ůĺśńă 1, 3, . . . , 199). Ĺšăł, ďćă ĺğ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ŋăĺąőńĳÿĺě ŋěů-ěšŋżě ďěńĺšěńĺ. İšő őğŋăůăěš, ůšő ďćă ćżąřăŋŋżţ ůĺśńă őšńĺůă¿šś£ šőńĳłő šěň, ůšő ňŋőęĺšěńĳ 2 ćţőďĺš ć ŋĺţ ć řăğŋżţ śšěŕěŋ£ţ. Ąőńĳÿěě ĺğ ŋĺţ ďěńĺšś£ ŋă ňěŋĳÿěě.

Ğ-ůă 4. Řăśŕőńőęĺšě^5 4 šőůłĺ šăł, ůšőąż ŕřĺ ĺğňěřěŋĺĺ ćśěţ ŕőŕăřŋżţ řăśśšő£ŋĺľ ňěęďş ŋĺňĺ ŕőńşůăńőśĳ šőńĳłő ďćă řăğńĺůŋżţ ůĺśńă. Őšżźĺšě ćśě šăłĺě řăśŕőńőęěŋĺ£.

Řěÿ 4. Šřěąşěňżě řăśŕőńőęěŋĺ£ ĺğőąřăęěŋż ŋă řĺś.???. Ćśěčő ŕőńşůăěň 6 řăğńĺůŋżţ ćăřĺăŋšőć. Ůšőąż ŋăľšĺ ćśě ¡šĺ ćăřĺăŋšż, ąşďěň ŕőőůěř-ěďŋő řăğąĺřăšĳ śńşůăĺ, łőčďă ěśšĳ 1 őšřěğőł őďŋőľ ďńĺŋż ĺ 5 őšřěğłőć ďřşčőľ ďńĺŋż, 2 őšřěğłă őďŋőľ ďńĺŋż ĺ 4 őšřěğłă ďřşčőľ ďńĺŋż, 3 őšřěğłă őďŋőľ ďńĺŋż ĺ 3 őšřěğłă ďřşčőľ ďńĺŋż. Ćő ćšőřőň śńşůăě őšřěğłĺ řăćŋőľ ďńĺŋż ňőčşš ńĺąő ĺňěšĳ őąźş¿ ćěřÿĺŋş (řĺś. ą ĺ ć), ńĺąő ŋě ĺňěšĳ őąźĺţ ćěřÿĺŋ (řĺś. č). Ć šřěšĳěň śńşůăě őšřěğłĺ řăćŋőľ ďńĺŋż ňőčşš ńĺąő őąřăğőćżćăšĳ ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł (řĺś. ď), ńĺąő ŋě őąřăğőćżćăšĳ ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł (řĺś. ě). Ďń£ ćăřĺăŋšă (ě) ŋěśńőęŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ś şčńăňĺ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ĺśłőňżě šőůłĺ | ¡šő ůěšżřě ĺğ ŕ£šĺ ćěřÿĺŋ ŕřăćĺńĳŋőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ć šřěşčőńĳŋőľ ŕĺřăňĺďě ćśě 4 čřăŋĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ ŕńőźăďĳ. Ďőłăęĺšě, ůšő őŋĺ řăćŋż.

Řěÿ 1. Ŕřőćěď-ěň ůěřěğ ŕř£ňş¿ AB ŕńőśłőśšĳ, ŕăřăńńěńĳŋş¿ ŕř£ňőľ CD. Ŕşśšĳ C^′ ĺ D^′ | ŕřőěłűĺĺ šőůěł C ĺ D ŋă ¡šş ŕńőśłőśšĳ. Ŕőłăęěň, ůšő ŕř£ňă£ AB ďěńĺš őšřěğőł C^′D^′ ŕőŕőńăň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřőěłűĺ£ šěšřă¡ďřă ABCD ŋă ŕńőśłőśšĳ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋş¿ ŕř£ňőľ AB, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ řăćŋőąěďřěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł, ŕőśłőńĳłş ďćě ěčő śšőřőŋż řăćŋż ćżśőšăň (řăćŋőćěńĺłĺţ) šřěşčőńĳŋĺłőć ACB ĺ ADC, őŕşźěŋŋżţ ĺğ ćěřÿĺŋ C ĺ D ŋă śšőřőŋş AB. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő ŕř£ňă£ CD ďěńĺš ŕőŕőńăň ŕřőěłűĺ¿ řěąřă AB ŋă ŕńőśłőśšĳ, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ŕř£ňş¿ CD ŕăřăńńěńĳŋő ŕř£ňőľ AB. Šăłĺň őąřăğőň, AC^′BD^′ | ŕăřăńńěńőčřăňň. Ĺğ řăćěŋśšćă BC^′ = AD^′ śńěďşěš řăćěŋśšćő BC = AD. Řăćěŋśšćă ďńĺŋ őśšăńĳŋżţ ŕăř ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ř-ěąěř ďőłăğżćă¿šś£ ăŋăńőčĺůŋő.

Ğ-ůă 2. k ŕřőćőńőůŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć řăśŕőńőęěŋż ć ŕřőśšřăŋśšćě šăł, ůšő: 1) łăęďżě 2 ĺğ ŋĺţ ĺňě¿š řőćŋő őďŋş őąźş¿ ćěřÿĺŋş, 2) ć łăęďőľ ćěřÿĺŋě śţőďĺšś£ őďŋő ĺ šő ęě ůĺśńő p šřěşčőńĳŋĺłőć. Ŋăľďĺšě ćśě ğŋăůěŋĺ£ k ĺ p, ŕřĺ łőšőřżţ şłăğăŋŋőě řăśŕőńőęěŋĺě ćőğňőęŋő. Řěÿ 2. Ő š ć ě š : (k, p) = (1, 1), (4, 2) ĺńĺ (7, 3).

Śŋăůăńă ďőłăęěň, ůšő p 6 3. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő p ¿ 4. Ćőğĳň-ěň šřěşčőńĳŋĺł ´_1. Ł ěčő ćěřÿĺŋě A ŕřĺňżłăěš šřěşčőńĳŋĺł ´_2. Ł ćěřÿĺŋě B ≠ A šřěşčőńĳŋĺłă ´_2 ŕřĺňżłă¿š šřěşčőńĳŋĺłĺ ´_3, ´_4, ´_5; ćśě őŋĺ őšńĺůŋż őš ´_1, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě šřěşčőńĳŋĺłĺ ´_1 ĺ ´_2 ĺňěńĺ ąż ďćě őąźĺě ćěřÿĺŋż. Ŕő şśńőćĺ¿ łăęďżľ ĺğ šřěşčőńĳŋĺłőć ´_3, ´_4, ´_5 ĺňěěš őąźş¿ ćěřÿĺŋş ś šřěşčőńĳŋĺłőň ´_1, ŕřĺů-ěň ¡šă ćěřÿĺŋă őšńĺůŋă őš A. Ŋő ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő ďćă ĺğ šřěşčőńĳŋĺłőć ´_3, ´_4, ´_5 ĺňě¿š őąźş¿ ćěřÿĺŋş, őšńĺůŋş¿ őš B.

Ěśńĺ p = 1, šő k = 1 (ěśńĺ ąż ążńő ţőš£ ąż 2 šřěşčőńĳŋĺłă, šő őŋĺ ĺňěńĺ ąż őąźş¿ ćěřÿĺŋş, ă šőčďă

p ¿ 2)._{Ŕşśšĳ ć łăęďőľ ćěřÿĺŋě śţőď£šś£ p} ¿ 2 šřěşčőńĳŋĺłőć. Ťĺłśĺřşěň őďĺŋ ĺğ šřěşčőńĳŋĺłőć. Ł łăęďőľ

ěčő ćěřÿĺŋě ŕřĺňżłăěš p − 1 šřěşčőńĳŋĺłőć, š.ě. ćśěčő ł ŋěňş ŕřĺňżłăěš 3(p − 1) šřěşčőńĳŋĺłőć. Ćśě ¡šĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ řăğńĺůŋż, ĺ ďřşčĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć ŋěš, ŕőśłőńĳłş ń¿ążě ďćă šřěşčőńĳŋĺłă ďőńęŋż ĺňěšĳ őąźş¿ ćěřÿĺŋş. Ğŋăůĺš, ćśěčő ŕőńşůăěň 3(p − 1) + 1 = 3p − 2 šřěşčőńĳŋĺłőć.

5Ŋă ŕńőśłőśšĺ | ŕřĺň. řěď.

Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ łőŋťĺčşřăűĺ¿, ďń£ łőšőřőľ (k, p) = (4, 2), ňőęŋő ćğ£šĳ őłšă¡ďř ĺ ćżąřőśĺšĳ ŕőńőćĺŋş ěčő čřăŋěľ, őśšăćĺć šőńĳłő šřěşčőńĳŋĺłĺ, ŋě ĺňě¿źĺě őąźĺţ śšőřőŋ. Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ łőŋťĺčşřăűĺ¿, ďń£ łőšőřőľ (k, p) = (7, 3), ňőęŋő ćğ£šĳ šěšřă¡ďř, ŕőňěśšĺšĳ ćŋşšřĳ ěčő šřěşčőńĳŋĺł ABC ĺ ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż šřěşčőńĳŋĺłă ABC ćğ£šĳ šřěşčőńĳŋĺł, őąřăğőćăŋŋżľ ¡šőľ ćěřÿĺŋőľ ĺ őďŋĺň ĺğ ďćşţ ŋěśňěęŋżţ ř-ěąěř šěšřă¡ďřă (ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż šřěşčőńĳŋĺłă ABC ąěř-ěšś£ śćő£ ŕăřă ŋěśňěęŋżţ ř-ěąěř šěšřă¡ďřă).

Ğ-ůă 3. Ć ůĺśńőćőň šřěşčőńĳŋĺłě łăęďőě ůĺśńő řăćŋő śşňňě šř-ěţ ůĺśěń ŕřěďżďşźěľ śšřőłĺ: 1 1 1 1 1 2 3 2 1 1 3 6 7 6 3 1 1 4 10 16 19 16 10 4 1

Ďőłăęĺšě, ůšő ć łăęďőľ śšřőłě, ŋăůĺŋă£ ś 3-ľ, ŋăľďşšś£ ů-ěšŋżě ůĺśńă.

Řěÿ 3. Ćżŕĺÿěň ć łăęďőľ śšřőłě, ŋăůĺŋă£ ś šřěšĳěľ, ŕěřćżě ůěšżřě ůĺśńă, ğăňěŋĺć łăęďőě ů-ěšŋőě ůĺśńő ŋă 0, ă ŋěů-ěšŋőě | ŋă 1: 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 . . . . Ŕ£šă£ ćżŕĺśăŋŋă£ śšřőłă śőćŕăńă ś ŕěřćőľ, ŕő¡šőňş ć ďăńĳŋěľÿěň ŕěřćżě ůěšżřě ůĺśńă ąşďşš ŕěřĺőďĺůěśłĺ ŕőćšőř£šĳś£. Őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ć łăęďőľ ĺğ ŕěřćżţ ŕ£šĺ ćżŕĺśăŋŋżţ śšřőł ěśšĳ ů-ěšŋżě ůĺśńă.

Ğ-ůă 4. Ĺğ ďćşţśőš ůĺśěń: 1, 2, 3, . . . , 199, 200 ćżąřăńĺ őďŋő ůĺśńő, ňěŋĳÿěě 16, ĺ ěź-ě 99 ůĺśěń. Ďőłăęĺšě, ůšő śřěďĺ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ŋăľď-ěšś£ ţőš£ ąż 2 šăłĺţ, ůšő őďŋő ĺğ ŋĺţ ďěńĺšś£ ŋă ďřşčőě.

Řěÿ 4. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ĺğ ůĺśěń 1, 2, 3, . . . , 199, 200 ňż ćżąřăńĺ 100 ůĺśěń šăł, ůšő ŋĺ őďŋő ĺğ ŋĺţ ŋě ďěńĺšś£ ŋă ďřşčőě. Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ŋěš ůĺśěń, ňěŋĳÿĺţ 16. Řăśśňőšřĺň ŋăĺąőńĳÿĺě ŋěů-ěšŋżě ďěńĺšěńĺ ćśěţ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń. Ěśńĺ ŋăĺąőńĳÿĺě ŋěů-ěšŋżě ďěńĺšěńĺ ďćşţ ůĺśěń śőćŕăďă¿š, šő őďŋő ĺğ ŋĺţ ďěńĺšś£ ŋă ďřşčőě. Ŕő¡šőňş ŋăĺąőńĳÿĺě ŋěů-ěšŋżě ďěńĺšěńĺ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ćśě ůĺśńă 1, 3, 5, . . . , 199. Ć ůăśšŋőśšĺ, śřěďĺ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ěśšĳ ůĺśńă ś ŋăĺąőńĳÿĺňĺ ŋěů-ěšŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ 1, 3, 9, 27 ĺ 81. Ŋĺ őďŋő ĺğ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ŋě ďěńĺšś£ ŋă ďřşčőě, ŕő¡šőňş ćżąřăŋŋőě ůĺśńő ś ŋăĺąőńĳÿĺň ŋěů-ěšŋżň ďěńĺšěńěň 27 ďěńĺšś£ ŋă 2, ś ŋăĺąőńĳÿĺň ŋěů-ěšŋżň ďěńĺšěńěň 9 ďěńĺšś£ ŋă 2^2, ś ŋăĺąőńĳÿĺň ŋěů-ěšŋżň ďěńĺšěńěň 3 ďěńĺšś£ ŋă 2^3, ś ŋăĺąőńĳÿĺň ŋěů-ěšŋżň ďěńĺšěńěň 1 ďěńĺšś£ ŋă 2^4. Śńěďőćăšěńĳŋő, śřěďĺ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ŋěš ůĺśěń 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9 ĺ 12. Ďăńěě, řăśśňăšřĺćă£ ćżąřăŋŋżě ůĺśńă ś ŋăĺąőńĳÿĺňĺ ŋěů-ěšŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ 5, 15 ĺ 45, şąěęďăěňś£, ůšő śřěďĺ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ŋěš ůĺśěń 5, 10 ĺ 15; řăśśňăšřĺćă£ ćżąřăŋŋżě ůĺśńă ś ŋăĺąőńĳÿĺňĺ ŋěů-ěšŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ 7, 21 ĺ 63, şąěęďăěňś£, ůšő ŋěš ůĺśěń 7 ĺ 14; řăśśňăšřĺćă£ ćżąřăŋŋżě ůĺśńă ś ŋăĺąőńĳÿĺňĺ ŋěů-ěšŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ 11 ĺ 33, şąěęďăěňś£, ůšő ŋěš ůĺśńă 11; řăśśňăšřĺćă£ ćżąřăŋŋżě ůĺśńă ś ŋăĺąőńĳÿĺňĺ ŋěů-ěšŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ 13 ĺ 39, şąěęďăěňś£, ůšő ŋěš ůĺśńă 13.

Ğ-ůă 5. Ćŋşšřĺ łćăďřăšă A_1A_2A_3A_4 ńěęĺš ćżŕşłńżľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł A_5A_6A_7A_8. Ćŋşšřĺ A_5A_6A_7A_8 ćżąřăŋă šőůłă A_9. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺğ ¡šĺţ ďěć£šĺ šőůěł ňőęŋő ćżąřăšĳ 5 šőůěł, řăśŕőńőęěŋŋżţ ć ćěřÿĺŋăţ ćżŕşłńőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 5. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šřěąşěňőčő ćżŕşłńőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă ŋěš. Ŕřőćěď-ěň ĺğ šőůłĺ A_9 ńşůĺ ůěřěğ šőůłĺ A_5, A_6, A_7, A_8. İšĺ ńşůĺ řăğąĺćă¿š ŕńőśłőśšĳ ŋă 4 şčńă, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ňěŋĳÿě 180^∘. Ěśńĺ ćŋşšřĺ őďŋőčő ĺğ ¡šĺţ şčńőć ńěęăš ďćě ĺğ šőůěł A_1, A_2, A_3, A_4, šő ňż ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň šřěąşěňżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł. Ŕő¡šőňş ćŋşšřĺ łăęďőčő ĺğ ¡šĺţ şčńőć ńěęĺš řőćŋő őďŋă ĺğ şłăğăŋŋżţ šőůěł. Ŋő šőčďă ćŋşšřĺ łăęďőčő ĺğ ďćşţ şčńőć, őąřăğőćăŋŋżţ ńşůăňĺ A_9A_5 ĺ A_9A_7, ńěęăš ďćě ĺğ şłăğăŋŋżţ šőůěł. Řăśśňőšřěć šőš ĺğ şčńőć, łőšőřżľ ňěŋĳÿě 180^∘, śŋőćă ŕőńşůăěň šřěąşěňżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł.

XI őńĺňŕĺăďă (1948) Ŕěřćżľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Śşňňă őąřăšŋżţ ćěńĺůĺŋ šř-ěţ űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń řăćŋă 1. Łăłőćż ¡šĺ ůĺśńă? Ŋăľšĺ ćśě řěÿěŋĺ£.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : (2, 4, 4), (2, 3, 6) ĺńĺ (3, 3, 3).

Ŕşśšĳ x 6 y 6 z | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă, ŕřĺů-ěň^1_x +^1_y +^1_z = 1. Šőčďă x < 4, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě x, y, z ¿ 4 ĺ^1_x +^1_y +^1_z 6^3_4 < 1.

Ěśńĺ x = 2, šő^1_y +^1_z =^1_2 . Ğŋăůĺš, y 6 4 ĺ ňż ŋăţőďĺň ďćă řěÿěŋĺ£ (2, 4, 4) ĺ (2, 3, 6). Ěśńĺ x = 3, šő^1_y +^1_z =^2_3 . Ğŋăůĺš, y 6 3 ĺ ňż ŋăţőďĺň řěÿěŋĺě (3, 3, 3). Ğ-ůă 2. Śłőńĳłő űĺťř ĺňěěš ůĺśńő 2^{100}?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 31 űĺťřş. §śŋő, ůšő 2^{100} = (1024)^{10} > 1000^{10}, ŕő¡šőňş ůĺśńő 2^{100} ĺňěěš ŋě ňěŋĳÿě 31 űĺťřż. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż,

1024^{10} 1000^{10} < ( 1025 1000

)_{10} = ( 41 40 )_{10} < 41 40 · 40 39 · 39 38 . . . 32 31 = 41 31 < 10;

Šăłĺň őąřăğőň, 2^{100} = (1024)^{10} < 10 · 1000^{10}, ŕő¡šőňş ůĺśńő 2^{100} ĺňěěš ňěŋĳÿě 32 űĺťř.

Ğ-ůă 3. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕřőćěďěŋő n ŕř£ňżţ ńĺŋĺľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő őąńăśšĺ, ŋă łőšőřżě ¡šĺ ŕř£ňżě řăğąĺćă¿š ŕńőśłőśšĳ, ňőęŋő šăł ğăłřăśĺšĳ ďćşň£ łřăśłăňĺ (łăęďă£ őąńăśšĳ ğăłřăÿĺćăěšś£ šőńĳłő őďŋőľ łřăśłőľ), ůšő ŋĺłăłĺě ďćě śőśěďŋĺě őąńăśšĺ (š.ě. őąńăśšĺ, śőŕřĺłăśă¿źĺěś£ šőńĳłő ŕő őšřěğłş ŕř£ňőľ) ŋě ąşďşš ğăłřăÿěŋż őďŋőľ ĺ šőľ ęě łřăśłőľ.

Řěÿ 3. Ŕřĺňěŋĺň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő n. Ŕřĺ n = 1 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő ďń£ ń¿ąőľ łőŋťĺčşřăűĺĺ ĺğ n ŕř£ňżţ. Řăśśňőšřĺň łőŋťĺčşřăűĺ¿ ĺğ n + 1 ŕř£ňżţ, ćżąřőśĺň őďŋş ŕř£ňş¿ ĺ řăśłřăśĺň šřěąşěňżň śŕőśőąőň ŕńőśłőśšĳ, řăğąĺšş¿ őśšăćÿĺňĺś£ n ŕř£ňżňĺ. Ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ćżąřőÿěŋŋőľ ŕř£ňőľ ¡šş řăśłřăśłş ňż śőţřăŋĺň, ă ŕő ďřşčş¿ śšőřőŋş | ğăňěŋĺň ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ěśńĺ ůĺśńő^{2n−2}_n | űěńőě, šő ĺ ůĺśńő^{22n−1−2}_{2n−1} | űěńőě. Ďőłăğăšĳ.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ 2^n − 2 = nm. Šőčďă

2^{2n−1} − 2 2^n − 1 = 2 2^{2n−2} − 1 2^n − 1 = 2^{nm} − 1 2^n − 1 = = 2(2^{n(m−1)} + 2^{n(m−2)} + · · · + 2^n + 1).

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ ąěğ ŕőňőźĺ šăąńĺű, ůšő 1 log_2 π + 1 log_5 π > 2. Řěÿ 2. Ŕşśšĳ log_2 π = a ĺ log_5 π = b. Šőčďă 2^a = π ĺ 5^b = π, š.ě. π^{1/a} = 2 ĺ π^{1/b} = 5. Ŕő¡šőňş π^{1/a+1/b} = 2 · 5 = 10. Şůĺšżćă£, ůšő π^2 < 10, ŕőńşůăěň šřěąşěňőě.

Ğ-ůă 3. Ďăŋż ďćě šřěşčőńĳŋżě ŕĺřăňĺďż ABCD ĺ A^′BCD ś őąźĺň őśŋőćăŋĺěň BCD, ŕřĺůěň šőůłă A^′ ńěęĺš ćŋşšřĺ ŕĺřăňĺďż ABCD. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ŕńőśłĺţ şčńőć ŕřĺ ćěřÿĺŋě A^′ ŕĺřăňĺďż A^′BCD ąőńĳÿě śşňňż ŕńőśłĺţ şčńőć ŕřĺ ćěřÿĺŋě A ŕĺřăňĺďż ABCD.

Řěÿ 3. Ďőłăęěň śŋăůăńă šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ć śńşůăě, łőčďă šőůłă A^′ ńěęĺš ŋă řěąřě AB. §śŋő, ůšő̸ BA^′C ≠ BAC +̸ ACA^′ ĺ̸ BA^′D ≠ BAD +̸ ADA^′. Ŕő¡šőňş šřěąşěňőě ŋěřăćěŋśšćő ňőęŋő ŕřěőąřăğőćăšĳ ł ćĺďş̸ ACA^′ +̸ CA^′D +̸ ADA^′ ≯ CAD. Şůĺšżćă£, ůšő̸ CA^′D = 180^∘ −̸ A^′CD − ̸A^′DC ĺ̸ CAD = 180^∘ −̸ ACD −̸ ADC, ŕěřěţőďĺň ł ŋěřăćěŋśšćş̸ ACA^′ +̸ ACD +̸ ADC +̸ ADA^′ > ̸A^′CD +̸ A^′DC. İšő ŋěřăćěŋśšćő śńěďşěš ĺğ ţőřőÿő ĺğćěśšŋżţ ŋěřăćěŋśšć ďń£ šř-ěţčřăŋŋżţ şčńőć: ̸ACA^′ +̸ ACD ≯ A^′CD ĺ̸ ADC +̸ ADA^′ ≯ A^′DC.

Šěŕěřĳ šřěąşěňőě ŋěřăćěŋśšćő ńěčłő ďőłăğżćăěšś£ ĺ ć őąźěň śńşůăě. Ďń£ ¡šőčő śŋăůăńă řăśśňőšřĺň šőůłş A_1, ć łőšőřőľ ŕńőśłőśšĳ A^′CD ŕěřěśěłăěš řěąřő AB. Ğăšěň řăśśňőšřĺň šőůłş A_2, ł łőšőřőľ ŕř£ňă£ CA^′ ŕěřěśěłăěš őšřěğőł A_1D. Ŕřĺňěŋĺć ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ďőłăğăŋŋőě ŋěřăćěŋśšćő ł šőůłăň A_1, A_2 ĺ A^′, ŕőńşůĺň šřěąşěňőě.

Ćšőřőľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ ć ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńăţ şřăćŋěŋĺě x^y = y^x (x ≠ y). Ŋăľšĺ ćśě řěÿěŋĺ£.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : x = 2, y = 4 ĺńĺ x = 4, y = 2. Ĺğ řăćěŋśšćă x^y = y^x śńěďşěš, ůšő ŕřőśšżě ďěńĺšěńĺ ůĺśěń x ĺ y őďŋĺ ĺ šě ęě, š.ě. x = p^{a1}_1 p^{a2}_2 . . . p^{an}_n ĺ y = p^{b1}_1 p^{b2}_2 . . . p^{nn}_n . Šő ęě śăňőě řăćěŋśšćő ŕőłăğżćăěš, ůšő a_1y = b_1x, . . . , a_ny = b_nx. Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ x < y. Šőčďă ĺğ ğăŕĺśăŋŋżţ řăćěŋśšć śńěďşěš, ůšő a_1 < b_1, . . . , a_n < b_n, š.ě. y = kx, čďě k | űěńőě ůĺśńő. Ŕőďśšăćń££ řăćěŋśšćő y = kx ć ĺśţőďŋőě řăćěŋśšćő x^y = y^x, ŕőńşůăěň x^{kx} = (kx)^x. Ĺğćńěłă£ łőřěŋĳ śšěŕěŋĺ x, ŕőńşůăěň x^k = kx, š.ě. x^{k−1} = k. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ y > x, ŕő¡šőňş k > 1, ă ğŋăůĺš, x > 1. §śŋő, ůšő 2^{2−1} = 2. Ńěčłő šăłęě ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ x > 2 ĺńĺ k > 2, šő x^{k−1} > k.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ń¿ąőň šřěşčőńĳŋĺłě ĺňěěš ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő: R ¿ 2r (R ĺ r | řăďĺşśż őŕĺśăŋŋőčő ĺ ćŕĺśăŋŋőčő łřşčőć śőőšćěšśšćěŋŋő), ŕřĺůěň řăćěŋśšćő R = 2r ĺňěěš ňěśšő šőńĳłő ďń£ ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ A_1, B_1 ĺ C_1 | śěřěďĺŋż śšőřőŋ BC, AC ĺ AB śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŕřĺ čőňőšěšĺĺ ś űěŋšřőň ć šőůłě ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ šřěşčőńĳŋĺłă ĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőň čőňőšěšĺĺ −1/2 őŕĺśăŋŋă£ őłřşęŋőśšĳ S šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŕěřěţőďĺš ć őŕĺśăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ S_1 šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1. Šăł łăł őłřşęŋőśšĳ S_1 ŕěřěśěłăěš ćśě śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă ABC, šő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł A^′B^′C^′ śő śšőřőŋăňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ śšőřőŋăň šřěşčőńĳŋĺłă ABC, ďń£ łőšőřőčő S_1 ąşďěš ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿. Ŕşśšĳ r ĺ r^′ | řăďĺşśż ćŕĺśăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ šřěşčőńĳŋĺłőć ABC ĺ A^′B^′C^′; R ĺ R_1 | řăďĺşśż őłřşęŋőśšěľ S ĺ S_1. §śŋő, ůšő r 6 r^′ = R_1 = R/2. Řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£, ěśńĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ A^′B^′C^′ ĺ ABC śőćŕăďă¿š, š.ě. S_1 | ćŕĺśăŋŋă£ őłřşęŋőśšĳ šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ć ¡šőň śńşůăě AB_1 = AC_1, ŕő¡šőňş AB = AC. Ăŋăńőčĺůŋő AB = BC.

Ğ-ůă 3. Ňőęěš ńĺ ťĺčşřă ĺňěšĳ ąőńěě őďŋőčő, ŋő łőŋěůŋőě ůĺśńő űěŋšřőć śĺňňěšřĺĺ? Řěÿ 3. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋě ňőęěš. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ O_1 ĺ O_2 | űěŋšřż śĺňňěšřĺĺ ťĺčşřż, šő šőůłă O_3 = S_{O2} (O_1) (š.ě. šőůłă, śĺňňěšřĺůŋă£ šőůłě O_1 őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ O_2) šőęě £ćń£ěšś£ űěŋšřőň śĺňňěšřĺĺ. İšő śńěďşěš ĺğ řăćěŋśšćă S_{O3} = S_{O2} ∘S_{O1} ∘S_{O2} , łőšőřőě ńěčłő ŕřőćěř£ěšś£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ A_1 = S_{O2} (A), A_2 = S_{O1} (A_1), A_3 = S_{O2} (A_2). Šőčďă AA_2A_1A_3 | ŕăřăńńěńőčřăňň ś űěŋšřőň O_2. Šőůłă O_1 £ćń£ěšś£ śěřěďĺŋőľ śšőřőŋż A_1A_2, ŕő¡šőňş šőůłă O_3 £ćń£ěšś£ śěřěďĺŋőľ őšřěğłă AA_3. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ťĺčşřă ĺňěěš ąőńěě őďŋőčő, ŋő łőŋěůŋőě ůĺśńő űěŋšřőć śĺňňěšřĺĺ. Ćżąěřěň ŕř£ňş¿ šăł, ůšőąż ŕřĺ ŕřőěłűĺĺ ŋă ŋě-ě ŋě ćśě űěŋšřż śĺňňěšřĺĺ őšőąřăęăńĺśĳ ć őďŋş šőůłş. Ŕşśšĳ O_1 ĺ O_2 | űěŋšřż śĺňňěšřĺĺ, ŕřőěłűĺĺ łőšőřżţ £ćń£¿šś£ łřăľŋĺňĺ šőůłăňĺ (ćśě őśšăńĳŋżě ŕřőěłűĺĺ űěŋšřőć śĺňňěšřĺĺ ğăłń¿ůěŋż ňěęďş ŋĺňĺ). Šőčďă šőůłă O_3, śĺňňěšřĺůŋă£ šőůłě O_1 őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ O_2, ŋě £ćń£ěšś£ űěŋšřőň śĺňňěšřĺĺ. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě ŕőńőęĺšěńĳŋżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ x^y = y^x (x ≠ y).

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ y = kx. Šőčďă x^{kx} = (kx)^x. Ĺğćńěłă£ łőřěŋĳ śšěŕěŋĺ x, ă ğăšěň ďěń£ ŋă x, ŕőńşůăěň x^{k−1} = k. Šăłĺň őąřăğőň, x = k^{1k−1} ĺ y = kk^{1k−1} = k^{kk−1} . Ůĺśńő k řăűĺőŋăńĳŋő; ŕşśšĳ^1_{k−1} =^p_q |

ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ. Ŕőďśšăćń££ ¡šő ćżřăęěŋĺě ć ťőřňşńż ďń£ x ĺ y, ŕőńşůăěň x = (_{p+q} p )^p_q ĺ y = (_{p+q} p )^{p+q}_q . Ůĺśńă p ĺ q ćğăĺňŋő ŕřőśšż, ŕő¡šőňş ůĺśńă x ĺ y ňőčşš ążšĳ řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă ĺğ űěńżţ ůĺśěń p ĺ p + q ňőęŋő ĺğćńěůĳ łőřěŋĳ śšěŕěŋĺ q. Ŋő ěśńĺ q ¿ 2 ĺ p = n^q, šő

n^q < p + q < (n + 1)^q = n^q + qn^{q−1} + q(q − 1) 2 n^{q−2} + . . . Ŕő¡šőňş q = 1, ă ğŋăůĺš, x =

(_{p+1} p )_p ĺ y =

(_{p+1} p )_{p+1} ; ğďěśĳ p | ŕřőĺğćőńĳŋőě űěńőě ůĺśńő, őšńĺůŋőě őš 0 ĺ −1.

Ğ-ůă 2. Ŕőňěśšĺšĳ ć łşą őłřşęŋőśšĳ ŋăĺąőńĳÿěčő ćőğňőęŋőčő řăďĺşśă.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ a | ďńĺŋă řěąřă łşąă. Śěůěŋĺě łşąă ŕńőśłőśšĳ¿, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ěčő űěŋšř őřšőčőŋăńĳŋő őďŋőľ ĺğ ďĺăčőŋăńěľ, £ćń£ěšś£ ŕřăćĺńĳŋżň ÿěśšĺşčőńĳŋĺłőň. Řăďĺşś ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ ¡šőčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă řăćěŋ^{a√6}_4 , ŕő¡šőňş ć łşą ňőęŋő ŕőňěśšĺšĳ őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă^{a√6}_4 . Ŕőłăęěň, ůšő őłřşęŋőśšĳ ąőńĳÿěčő řăďĺşśă ć łşą ŕőňěśšĺšĳ ŋěńĳğ£. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ďőśšăšőůŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ řăśśňőšřěŋĺěň őłřşęŋőśšěľ ś űěŋšřőň ć űěŋšřě łşąă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă R śőďěřęĺšś£ ć łşąě, šő őłřşęŋőśšĳ, śĺňňěšřĺůŋă£ ěľ őšŋőśĺšěńĳŋő űěŋšřă łşąă, šőęě śőďěřęĺšś£ ć łşąě. Ŋő šőčďă ĺğ ćżŕşłńőśšĺ łşąă śńěďşěš, ůšő őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă R, űěŋšř łőšőřőľ śőćŕăďăěš ś űěŋšřőň łşąă, ă śăňă őŋă řăśŕőńőęěŋă ć ŕńőśłőśšĺ, ŕăřăńńěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĺ ĺśţőďŋőľ őłřşęŋőśšĺ, šőęě śőďěřęĺšś£ ć łşąě.

Řăśśňőšřĺň őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă R ś űěŋšřőň ć űěŋšřě łşąă ĺ ÿăř šőčő ęě řăďĺşśă ĺ ś šěň ęě űěŋšřőň. Ŋăś ĺŋšěřěśşěš ńĺÿĳ śńşůăľ, łőčďă R > a/2 ĺ řăśśňăšřĺćăěňă£ őłřşęŋőśšĳ ńěęĺš ćŋşšřĺ łşąă. Ć ¡šőň śńşůăě ćŋě łşąă ŋăţőď£šś£ ÿěśšĳ ÿăřőćżţ śěčňěŋšőć. Řăďĺşśż őłřşęŋőśšěľ, ńěęăźĺţ ć ĺţ őśŋőćăŋĺ£ţ, řăćŋż r = √ R^2 − (a/2)^2, ŕő¡šőňş r ćőğřăśšăěš ŕřĺ ćőğřăśšăŋĺĺ R. Řăśśňőšřĺň łőŋşśż, ćěřÿĺŋż łőšőřżţ ŋăţőď£šś£ ć űěŋšřě łşąă, ă őśŋőćăŋĺ£ňĺ śńşęăš őłřşęŋőśšĺ őśŋőćăŋĺľ ÿăřőćżţ śěčňěŋšőć. Ěśńĺ ŕńőśłőśšĳ ˝, śőďěřęăźă£ řăśśňăšřĺćăěňş¿ őłřşęŋőśšĳ, ŕěřěśěłăěš őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ łőŋşśőć, šő ůăśšĳ őłřşęŋőśšĺ ŕřőţőďĺš ŕő ÿăřőćőňş śěčňěŋšş, ă ŕőšőňş ůăśšĺůŋő ńěęĺš ćŋě łşąă. Šăłĺň őąřăğőň, ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ R >^{a√6}_4 , šő ŕńőśłőśšĳ ˝ ŕěřěśěłăěš őďĺŋ ĺğ łőŋşśőć. Ŕńőśłőśšĳ ˝ řăğąĺćăěš ńşůĺ, ćżţőď£źĺě ĺğ űěŋšřă łşąă ĺ ŋăŕřăćńěŋŋżě ć śěřěďĺŋż čřăŋěľ, ŋă ďćě šřőľłĺ (łăęďă£ šřőľłă ńěęĺš ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŕńőśłőśšĺ ˝). Řăśśňőšřĺň ŕńőśłőśšĳ ˝^′, łőšőřă£ ŕřőţőďĺš ůěřěğ űěŋšř łşąă ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋő őďŋőľ ĺğ ďĺăčőŋăńěľ ĺ řăğąĺćăěš ¡šĺ ńşůĺ ŋă šě ęě śăňżě ďćě šřőľłĺ. Ć ŕńőśłőśšĺ ˝^′ ěśšĳ őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă^{a√6}_4 , űěńĺłőň ńěęăźă£ ćŋşšřĺ łşąă. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕńőśłőśšĳ ˝^′ łăśăěšś£ šř-ěţ łőŋşśőć (śőőšćěšśšćş¿źĺţ šřőľłě ńşůěľ, łőšőřżě £ćń£¿šś£ őś£ňĺ ¡šĺţ łőŋşśőć) ŕő šř-ěň ńşůăň OX, OY , OZ. Ńşůĺ OX, OY , OZ ńěęăš śšřőčő ćŋşšřĺ łőŋşśőć, śőőšćěšśšćş¿źĺţ őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă R >^{a√6}_4 . Ğŋăůĺš, ¡šĺ ńşůĺ ńěęăš ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŕńőśłőśšĺ ˝, ŕőśłőńĳłş őśĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ łőŋşśőć ńěęăš ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ¡šőľ ŕńőśłőśšĺ. Ŕńőśłőśšĺ ˝ ĺ ˝^′ ĺňě¿š őąźş¿ šőůłş (űěŋšř łşąă), ŕő¡šőňş őŋĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő ŋěłőšőřőľ ŕř£ňőľ. Ńşůĺ OX, OY ĺ OZ őąřăğş¿š ďřşč ś ďřşčőň şčńż ć 120^∘, ŕő¡šőňş ŋĺłăłă£ ŕř£ňă£ ŋě ňőęěš řăğďěńĺšĳ ŕńőśłőśšĳ ˝^′ šăł, ůšőąż ¡šĺ ńşůĺ ńěęăńĺ ć őďŋőľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ŕńőśłőśšĳ ˝^′ ŕěřěśěłăěš őďĺŋ ĺğ łőŋşśőć, ěśńĺ R >^{a√6}_4 .

Ğ-ůă 3. Śłőńĳłő řăğńĺůŋżţ űěńőůĺśńěŋŋżţ řěÿěŋĺľ ĺňěěš ŋěřăćěŋśšćő |x| + |y| < 100? Řěÿ 3. Ő š ć ě š : 338 350. Şřăćŋěŋĺ£ |x| + |y| = 0, |x| + |y| = 1, |x| + |y| = 2, . . . , |x| + |y| = 99 ĺňě¿š, śőőšćěšśšćěŋŋő, 1, 2^2, 3^2, . . . , 100^2 űěńőůĺśńěŋŋżţ řěÿěŋĺľ. Ŕő¡šőňş ĺśłőňőě ůĺśńő řăćŋő 1^2 + 2^2 + 3^2 + · · · + 100^2 =^{100·101·201}_6 .

Ğ-ůă 3. Łăłőćő ŋăĺąőńĳÿěě ćőğňőęŋőě ůĺśńő ńşůěľ ć ŕřőśšřăŋśšćě, ćżţőď£źĺţ ĺğ őďŋőľ šőůłĺ ĺ őąřăğş¿źĺţ ŕőŕăřŋő šşŕżě şčńż?

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : 4. Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ćňěśšő ńşůěľ ćěłšőřż. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕěřćżľ ćěłšőř ĺňěěš łőőřďĺŋăšż (1, 0, 0). Šőčďă őśšăńĳŋżě ćěłšőřż ĺňě¿š łőőřďĺŋăšż (x_i, y_i, z_i), čďě x_i < 0. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ćšőřőľ ćěłšőř ĺňěěš łőőřďĺŋăšż (x_2, 1, 0). Šőčďă őśšăńĳŋżě ćěłšőřż ĺňě¿š łőőřďĺŋăšż (x_i, y_i, z_i), čďě x_2x_i + y_i < 0. Ůĺśńă x_2 ĺ x_i őšřĺűăšěńĳŋżě, ŕő¡šőňş x_2x_i > 0, ă ğŋăůĺš, y_i < 0. Ŕřĺ i, j > 2 ĺňěěš ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő x_ix_j + y_iy_j + z_iz_j < 0. Ŋő x_ix_j > 0 ĺ y_iy_j > 0, ŕő¡šőňş z_iz_j < 0, š.ě. ůĺśńă z_i ĺ z_j řăğŋőčő ğŋăłă. Šăłĺţ ůĺśěń ŋě ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě ďćşţ.

XII őńĺňŕĺăďă (1949)

Ŕěřćżľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ŕőłăğăšĳ, ůšő 27195^8 − 10887^8 + 10152^8

ďěńĺšś£ ąěğ őśšăšłă ŋă 26460.

Řěÿ 1. Ğăňěšĺň, ůšő 26460 = 2^2 · 3^3 · 5 · 7^2. Ŕřěďśšăćĺň ůĺśńő A = 27195^8 − 10887^8 + 10152^8 ć ćĺďě 27195^8 − (10887^8 − 10152^8). İšő ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 5 · 7^2. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, 27195 = 3 · 5 · 7^2 · 37, ă řăğŋőśšĳ 10887^8 − 10152^8 ďěńĺšś£ ŋă 10887 − 10152 = 735 = 3 · 5 · 7^2. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřěďśšăćńěŋĺě A = (27195^8 − 10887^8) + 10152^8 ŕőłăğżćăěš, ůšő ůĺśńő A ďěńĺšś£ ŋă 2^2 · 3^3. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, 27195^8 − 10887^8 ďěńĺšś£ ŋă 27195 − 10887 = 16308 = 2^2 · 3^3 · 151, ă 10152 = 2^3 · 3^3 · 47. Šăłĺň őąřăğőň, ůĺśńő A ďěńĺšś£ ŋă 5 · 7^2 ĺ ŋă 2^2 · 3^3, ŕő¡šőňş őŋő ďěńĺšś£ ŋă 26460 = 2^2 · 3^3 · 5 · 7^2.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ĺňěěš ŋěśłőńĳłő őśěľ śĺňňěšřĺĺ, šő ćśě őŋĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě.

Řěÿ 2. Ń¿ąă£ őśĳ śĺňňěšřĺĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŕřőţőďĺš ůěřěğ ěčő űěŋšř ňăśś (űěŋšř ňăśś ćěřÿĺŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ć łőšőřżě ŕőňěźěŋż őďĺŋăłőćżě ňăśśż). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřĺ śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő őśĺ śĺňňěšřĺĺ űěŋšř ňăśś ŕěřěţőďĺš śăň ć śěą£.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő řăćěŋśšćő: x^2 + y^2 + z^2 = 2xyz

ďń£ űěńżţ x, y ĺ z ćőğňőęŋő šőńĳłő ŕřĺ x = y = z = 0.

Řěÿ 3. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő x = 2^mx_1, y = 2^ny_1, z = 2^kz_1, čďě ůĺśńă x_1, y_1, z_1 ŋěů-ěšŋż. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő m 6 n 6 k. Šőčďă őąě ůăśšĺ şřăćŋěŋĺ£ ňőęŋő śőłřăšĺšĳ ŋă (2^m)^2. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň

x^2_1 + 2^{(n−m)}y^2_1 + 2^{(k−m)}z^2_1 = 2^{n+k−m+1}x_1y_1z_1,

čďě n + k − m + 1 ¿ 1.

Ěśńĺ n = m = k, šő ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 4 ůĺśńő ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă ďă-ěš őśšăšőł 3, ă ůĺśńő ć ńěćőľ ůăśšĺ ďă-ěš őśšăšőł 0 ĺńĺ 2. Ěśńĺ ęě k > n, šő ůĺśńő ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ďă-ěš őśšăšőł 1 ĺńĺ 2, ă ůĺśńő ć ńěćőľ ůăśšĺ | őśšăšőł 0. Ŕőńşůěŋő ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ğ-ůă 4. Ďăŋă ŕńőśłă£ ğăňłŋşšă£ ńőňăŋă£ ŕěřĺňěšřă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő ŋăůěřšĺšĳ łřşč řăďĺşśőň 1 4 , ŕőłřżćă¿źĺľ ćś¿ ńőňăŋş¿.

Řěÿ 4. Ćőğĳň-ěň ŋă ńőňăŋőľ ďćě šőůłĺ A ĺ B, ďěń£źĺě ě-ě ŕěřĺňěšř ŕőŕőńăň. Šőčďă AB 6 1/2. Ďőłăęěň, ůšő ćśě šőůłĺ ńőňăŋőľ ńěęăš ćŋşšřĺ łřşčă řăďĺşśă 1/4 ć űěŋšřőň ć śěřěďĺŋě O őšřěğłă AB. Ŕşśšĳ M | ŕřőĺğćőńĳŋă£ šőůłă ńőňăŋőľ, ă šőůłă M_1 śĺňňěšřĺůŋă ěľ őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ O. Šőčďă MO = M_1M/2 6 (M_1A + AM)/2 = (BM + AM)/2 6 1/4, šăł łăł BM + AM ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŕőńőćĺŋż ďńĺŋż ńőňăŋőľ.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő šřěşčőńĳŋĺłă őšřěğőł, śőěďĺŋ£¿źĺľ űěŋšřż ćŕĺśăŋŋőľ ĺ ćŋěćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšěľ, ďěńĺšś£ őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿ ŕőŕőńăň.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ ŕřőďőńęěŋĺě ąĺśśěłšřĺśż şčńă B šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŕěřěśěłăěš őŕĺśăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ ć šőůłě M; O | űěŋšř ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ, O_b | űěŋšř ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ, łăśă¿źěľś£ śšőřőŋż AC. Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő MO = MO_b. Šăł łăł̸ AOM ≠ BAO +̸ ABO = (̸ A +̸ B)/2 ĺ ̸OAM ≠ OAC +̸ CAM ≠ A/2 +̸ CBM = (̸ A +̸ B)/2, šő MA = MO. Šăł łăł šřěşčőńĳŋĺł OAO_b ŕř£ňőşčőńĳŋżľ ĺ̸ AOM ≠ MAO = φ, šő̸ MAO_b ≠ MO_bA = 90^∘ − φ, ă ğŋăůĺš, MA = MO_b.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ űěńżě ůĺśńă x, y, z ĺ v, šăłĺě, ůšő

x^2 + y^2 + z^2 + v^2 = 2xyzv.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : x = y = z = v = 0.

Ůĺśńő x^2 + y^2 + z^2 + v^2 ů-ěšŋő, ŕő¡šőňş śřěďĺ ůĺśěń x, y, z, v ů-ěšŋőě ůĺśńő ŋěů-ěšŋżţ ůĺśěń. Ěśńĺ ćśě ůĺśńă x, y, z, v ŋěů-ěšŋż, šő x^2 + y^2 + z^2 + v^2 ≡ 0 (mod 4), ŋő ŕřĺ ¡šőň 2xyzv ŋě ďěńĺšś£ ŋă 4.

Ěśńĺ řőćŋő ďćă ĺğ ůĺśěń x, y, z, v ŋěů-ěšŋż, šő x^2 + y^2 + z^2 + v^2 ŋě ďěńĺšś£ ŋă 4, ă 2xyzv ďěńĺšś£ ŋă 4. Ŕő¡šőňş ćśě ůĺśńă x, y, z, v ů-ěšŋż, š.ě. x = 2x_1, y = 2y_1, z = 2z_1, v = 2v_1. Ňż ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě x^2_1 + y^2_1 + z^2_1 + v^2_1 = 8x_1y_1z_1v_1. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő (2k + 1)^2 = 4k(k + 1) + 1 ≡ 1 (mod 8). Ŕő¡šőňş ěśńĺ ćśě ůĺśńă x_1, y_1, z_1, v_1 ŋěů-ěšŋż, šő x^2_1 + y^2_1 + z^2_1 + v^2_1 ŋě ďěńĺšś£ ŋă 8. Ă ěśńĺ řőćŋő ďćă ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń ŋěů-ěšŋő, šő x^2_1 + y^2_1 + z^2_1 + v^2_1 ŋě ďěńĺšś£ ďăęě ŋă 4. Ğŋăůĺš, x_1 = 2x_2, y_1 = 2y_2, z_1 = 2z_2, v_1 = 2v_2, ĺ ňż ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě x^2 + y^2 + z^2 + v^2 = 32x_2y_2z_2v_2. Śŋőćă ŕőćšőřĺć šě ęě śăňżě řăśśşęďěŋĺ£, ŕőńşůĺň, ůšő x, y, z, v ďěń£šś£ ŋă 2^n ŕřĺ ćśěţ n, ůěčő ŋě ňőęěš ążšĳ.

Ğ-ůă 2. Łăł řăśŕőńőęěŋż ŕńőśłőśšĺ śĺňňěšřĺĺ őčřăŋĺůěŋŋőčő šěńă, ěśńĺ őŋő ĺňěěš ďćě őśĺ ćřăźěŋĺ£? (Őśĳ¿ ćřăźěŋĺ£ šěńă ŋăğżćăěšś£ ŕř£ňă£, ŕőśńě ŕőćőřőšă ćőłřşč łőšőřőľ ŋă ń¿ąőľ şčőń šěńő śőćňěźăěšś£ śăňő ś śőąőľ.)

Řěÿ 2. Őśĺ ćřăźěŋĺ£ őčřăŋĺůěŋŋőčő šěńă ŕěřěśěłă¿šś£ ć ěčő űěŋšřě ňăśś. Ěśńĺ šěńő ĺňěěš ďćě őśĺ ćřăźěŋĺ£, ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ć šőůłě O, ĺ šőůłă A ŕřĺŋăďńěęĺš šěńş, šő šěńş ŕřĺŋăďńěęĺš ćś£ śťěřă řăďĺşśă OA ś űěŋšřőň O. Ŕő¡šőňş ŕńőśłőśšĳ¿ śĺňňěšřĺĺ £ćń£ěšś£ ń¿ąă£ ŕńőśłőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş O.

Ğ-ůă 3. Ŋăľšĺ ďěľśšćĺšěńĳŋżě łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£:

x^2 + 2ax + 1 16 = −a + √ a^2 + x − 1 16 ( 0 < a < 1 4 ) . Řěÿ 3. Ŕşśšĳ f(x) | ńěćă£ ůăśšĳ ďăŋŋőčő şřăćŋěŋĺ£. Čřăťĺł ťşŋłűĺĺ y = f(x) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕăřăąőńş. Ěśńĺ 0 < a < 1/4, šő f(x) > 0. Ŕő¡šőňş ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋő şřăćŋěŋĺ¿

x^2 + 2ax + 1 16 = −a ± √ a^2 + x − 1 16 . (1)

Ŕřăćă£ ůăśšĳ şřăćŋěŋĺ£ (1) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őąřăšŋş¿ ťşŋłűĺ¿ f^{−1}(x). Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ y^2 +2ay + 1 16 = x, šő y = −a ± √ a^2 + x −^1_{16} . Ůšőąż ŋăľšĺ ďěľśšćĺšěńĳŋżě łőřŋĺ ďăŋŋőčő şřăćŋěŋĺ£, ŋşęŋő ŋăľšĺ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ čřăťĺłőć y = f(x) ĺ y = f^{−1}(x). Čřăťĺłĺ ćğăĺňŋő őąřăšŋżţ ťşŋłűĺľ śĺňňěšřĺůŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ y = x, ŕő¡šőňş ďěľśšćĺšěńĳŋżě łőřŋĺ ďăŋŋőčő şřăćŋěŋĺ£ £ćń£¿šś£ ć šőůŋőśšĺ ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ łőřŋ£ňĺ şřăćŋěŋĺ£ x^2 + 2ax + 1 16 = x. Řěÿĺć ¡šő şřăćŋěŋĺě, ŋăţőďĺň

x_{1,2} = 1 − 2a 2 ± √( 1 − 2a 2 )_2 − 1 16 . Ğ-ůă 4. Ĺňěěšś£ 4n ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń, šăłĺţ, ůšő ĺğ ń¿ążţ ůěšżř-ěţ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ňőęŋő śőśšăćĺšĳ čěőňěšřĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ¡šĺţ ůĺśěń ŋăľďěšś£ n őďĺŋăłőćżţ.

Řěÿ 4. Ŕőłăęěň, ůšő śřěďĺ ďăŋŋżţ ůĺśěń ŋě ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě ůěšżř-ěţ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ůĺśěń. Őąžěďĺŋĺň řăćŋżě ůĺśńă ć čřşŕŕż, ćżąěřěň ć łăęďőľ čřşŕŕě ŕő őďŋőňş ůĺśńş ĺ řăśŕőńőęĺň ćżąřăŋŋżě ůĺśńă ć ŕőř£ďłě şążćăŋĺ£: a > b > c > d > e > . . . . Ůĺśńă a, b, c, d ŕő şśńőćĺ¿ őąřăğş¿š čěőňěšřĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿. Ŋő ab > cd ĺ ac > bd, ŕő¡šőňş ad = bc, š.ě. d = bc/a. Šě ęě śăňżě řăśśşęďěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő e = bc/a. Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ş ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě śšőřőŋż ŕăřăńńěńĳŋż ĺ ďĺăčőŋăńĺ, śőěďĺŋ£¿źĺě ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ćěřÿĺŋż, řăćŋż, šő ćőłřşč ŋěčő ňőęŋő őŕĺśăšĳ őłřşęŋőśšĳ.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ ABCDEF | ÿěśšĺşčőńĳŋĺł, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ¿ ğăďăůĺ. Ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł F BCE £ćń£ěšś£ řăćŋőąőůŋőľ šřăŕěűĺěľ, ŕő¡šőňş ŕř£ňă£ MM_1, śőěďĺŋ£¿źă£ śěřěďĺŋż ě-ě őśŋőćăŋĺľ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ł ŋĺň ĺ śńşęĺš ąĺśśěłšřĺśőľ şčńă ňěęďş ďĺăčőŋăń£ňĺ BE ĺ F C. Šőůŋő šăł ęě ďőłăğżćă¿šś£ ăŋăńőčĺůŋżě śćőľśšćă ŕř£ňżţ NN_1 ĺ LL_1, śőěďĺŋ£¿źĺţ śěřěďĺŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ śšőřőŋ ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă. İšĺ šřĺ ŕř£ňżě £ćń£¿šś£ ąĺśśěłšřĺśăňĺ şčńőć šřěşčőńĳŋĺłă, őąřăğőćăŋŋőčő ďĺăčőŋăń£ňĺ, ŕő¡šőňş őŋĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě O. Šőůłă O řăćŋőşďăńěŋă őš ćśěţ ćěřÿĺŋ ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă, ŕőśłőńĳłş őŋă ńěęĺš ŋă ćśěţ śěřěďĺŋŋżţ ŕěřŕěŋďĺłşń£řăţ ł śšőřőŋăň ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă. Ğŋăůĺš, ćőłřşč ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă ňőęŋő őŕĺśăšĳ őłřşęŋőśšĳ ś űěŋšřőň O.

Ćšőřőľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. 12 ŕőńěľ řăśŕőńőęěŋż ŕő łřşčş: ŋă ůěšżř-ěţ śőśěďŋĺţ ŕőń£ţ śšő£š ůěšżřě řăğŋőűćěšŋżţ ťĺÿłĺ: łřăśŋă£, ę-ěńšă£, ğěń-ěŋă£ ĺ śĺŋ££.

Őďŋĺň ţőďőň ňőęŋő ŕěřěďćĺŋşšĳ ń¿ąş¿ ťĺÿłş ś ŕőń£, ŋă łőšőřőň őŋă śšőĺš, ůěřěğ ůěšżřě ŕőń£ ŋă ŕ£šőě (ěśńĺ őŋő śćőąőďŋő) ć ń¿ąőň ĺğ ďćşţ ćőğňőęŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺľ. Ŕőśńě ŋěśłőńĳłĺţ ţőďőć ťĺÿłĺ śšăńĺ őŕ£šĳ ŋă šě ęě ůěšżřě ŕőń£. Łăł őŋĺ ňőčşš ŕřĺ ¡šőň ŕěřěśšăćĺšĳś£?

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : ŁĘĞŚ, ŚĞŁĘ, ĘŁŚĞ, ĞŚĘŁ.

Śďěńăěň łőŕĺĺ ŋăÿĺţ 12 ŕőńěľ ĺ řăśŕőńőęĺň ĺţ ŕő łřşčş ć śńěďş¿źěň ŕőř£ďłě: 1, 6, 11, 4, 9, 2, 7, 12, 5, 10, 3, 8. Ŋă ŋőćőň łřşčě ťĺÿłĺ ţőď£š ŕřőśšő ŋă śőśěďŋěě ŕőńě (śŕřăćă ĺńĺ śńěćă). Ŕő¡šőňş ń¿ąőě ŕěřěďćĺęěŋĺě, ŕřĺ łőšőřőň ťĺÿłĺ ŕőňěŋ£ńĺśĳ ňěśšăňĺ, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕěřěňěźěŋĺě ŕő ŋőćőňş łřşčş ć őďŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ. Ŋă łřşčě ś ůěšżřĳň£ ŕőń£ňĺ ś ŋőňěřăňĺ 1, 4, 2, 3 ŕřőĺśţőďĺš űĺłńĺůěśłă£ ŕěřěśšăŋőćłă, ŕő¡šőňş ĺğ ŋăąőřă ŁŚĘĞ ňż ŕőşůăěň ŋăąőřż ŚĘĞŁ, ĘĞŁŚ, ĞŁŚĘ. Ćěřŋşćÿĺśĳ ł ĺśţőďŋőľ ŋşňěřăűĺĺ 1, 2, 3, 4, ŕőńşůĺň ŋăąőřż ŚĞŁĘ, ĘŁŚĞ, ĞŚĘŁ.

Ğ-ůă 2. Ďăŋż ďćă šřěşčőńĳŋĺłă: ´ABC ĺ ´DEF ĺ šőůłă O. Ąěřěšś£ ń¿ąă£ šőůłă X ć ´ABC ĺ ń¿ąă£ šőůłă Y ć ´DEF ; šřěşčőńĳŋĺł OXY ďőśšăĺćăěšś£ ďő ŕăřăńńěńőčřăňňă OXZY .

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ŕőńşůěŋŋżě šăłĺň őąřăğőň šőůłĺ őąřăğş¿š ňŋőčőşčőńĳŋĺł. ą) Śłőńĳłő śšőřőŋ őŋ ňőęěš ĺňěšĳ?

ć) Ďőłăęĺšě, ůšő ěčő ŕěřĺňěšř řăćěŋ śşňňě ŕěřĺňěšřőć ĺśţőďŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć. Řěÿ 2. Řěÿĺň ğăďăůş ć ąőńěě őąźěň ćĺďě, łőčďă ćňěśšő ďćşţ šřěşčőńĳŋĺłőć ćğ£šż ćżŕşłńżě n_1- şčőńĳŋĺł ĺ n_2-şčőńĳŋĺł. Śŋăůăńă ďőłăęěň, ůšő ŕőńşůěŋŋă£ ťĺčşřă ćżŕşłńă. Ŕşśšĳ A_1 ĺ A_2 | šőůłĺ ¡šőľ ťĺčşřż. Šőčďă śşźěśšćş¿š ŕăřăńńěńőčřăňňż OB_1A_1C_1 ĺ OB_2A_2C_2 ś ćěřÿĺŋăňĺ B_1 ĺ B_2, ŕřĺŋăďńěęăźĺňĺ n_1-şčőńĳŋĺłş, ĺ ćěřÿĺŋăňĺ C_1 ĺ C_2, ŕřĺŋăďńěęăźĺňĺ n_2-şčőńĳŋĺłş. Ěśńĺ ňż ŕőśšřőĺň śőőšćěšśšćş¿źĺě šőůłĺ ďń£ ćśěţ ŕăř šőůěł őšřěğłőć B_1B_2 ĺ C_1C_2, šő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ŕăřăńńěńőčřăňň śő śšőřőŋăňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ B_1B_2 ĺ C_1C_2, ĺ ś ďĺăčőŋăńĳ¿ A_1A_2. (Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă şďőąŋěě řăśśňăšřĺćăšĳ ŋě ćěřÿĺŋż ŕăřăńńěńőčřăňňă, ă ĺţ űěŋšřż.) Ć ůăśšŋőśšĺ, őšřěğőł A_1A_2 ŕřĺŋăďńěęĺš ŕőńşůěŋŋőľ ťĺčşřě, ŕő¡šőňş őŋă ćżŕşłńă.

Ćőğĳň-ěň ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ őśĳ łőőřďĺŋăš Ox. Őŕőřŋżň ňŋőęěśšćőň ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, śőőšćěšśšćş¿źĺň őśĺ Ox, ŋăğőć-ěň ňŋőęěśšćő šőůěł ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ŕřőěłűĺĺ łőšőřżţ ŋă őśĳ Ox ĺňě- ¿š ŋăĺąőńĳÿěě ğŋăůěŋĺě (őŕőřŋőě ňŋőęěśšćő | ¡šő ćěřÿĺŋă ĺńĺ śšőřőŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłă). Ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ğăďă-ěšś£ śćőĺňĺ őŕőřŋżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ďń£ ćśěţ ćőğňőęŋżţ őśěľ Ox. Ěśńĺ őŕőřŋżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ĺśţőďŋżţ n_1-şčőńĳŋĺłă ĺ n_2-şčőńĳŋĺłă £ćń£¿šś£ őšřěğłĺ ďńĺŋż a_1 ĺ a_2, šő őŕőřŋżň ňŋőęěśšćőň ŕőńşůěŋŋőľ ťĺčşřż ąşďěš őšřěğőł ďńĺŋż a_1 + a_2. Šěň śăňżň şšćěřęďěŋĺě ŕřő ŕěřĺňěšř ďőłăğăŋő. Ůĺśńő śšőřőŋ ŕőńşůěŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ňőęěš ążšĳ ń¿ążň ůĺśńőň, ğăłń¿ů-ěŋŋżň ňěęďş n_1 + n_2 ĺ ŋăĺąőńĳÿĺň ĺğ ůĺśěń n_1 ĺ n_2 (őŋő řăćŋő n_1 + n_2 ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă ďń£ ń¿ąőľ őśĺ Ox őďŋő ĺğ őŕőřŋżţ ňŋőęěśšć ĺśţőďŋżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć ĺňěěš ŋşńěćş¿ ďńĺŋş).

Ğ-ůă 3. Ĺňěěšś£ 13 čĺřĳ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ ćěśĺš űěńőě ůĺśńő čřăňňőć. Ĺğćěśšŋő, ůšő ń¿ążě 12 ĺğ ŋĺţ ňőęŋő šăł řăğńőęĺšĳ ŋă 2 ůăÿĺ ćěśőć, ŕő 6 čĺřĳ ŋă łăęďőľ, ůšő ŋăśšşŕĺš řăćŋőćěśĺě. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě čĺřĺ ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě ćěś.

Řěÿ 3. Śŋăůăńă ďőłăęěň, ůšő ćśě čĺřĺ őďŋőćřěňěŋŋő ĺňě¿š ńĺąő ů-ěšŋżľ, ńĺąő ŋěů-ěšŋżľ ćěś. Ŕşśšĳ 12 čĺřĳ řăğńőęěŋż ŋă ďćě ůăÿĺ ćěśőć ŕő 6 čĺřĳ šăł, ůšő ŋăśšşŕĺńő řăćŋőćěśĺě. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő őšńőęěŋă čĺř£ ćěśőň a č., ă őďŋă ĺğ čĺřĳ, ńěęăźĺţ ŋă ůăÿăţ, ćěśĺš b č., ŕřĺů-ěň ůĺśńă a ĺ b řăğŋőľ ů-ěšŋőśšĺ. Ğăňěŋĺň čĺř¿ a čĺřěľ b ĺ śŋőćă řăğńőęĺň čĺřĺ šăł, ůšőąż ŋăśšşŕĺńő řăćŋőćěśĺě. Ćěś čĺřĳ ŋă łăęďőľ ůăÿě ćěśőć ĺğňěŋĺńś£ ŋă^1_2 |a − b|, ŕő¡šőňş ůĺśńő |a − b| ů-ěšŋő.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋě ćśě čĺřĺ őďĺŋăłőćżě. Ćżůšěň ĺğ łăęďőľ čĺřĺ ćěś ŋăĺňěŋĳÿěľ čĺřĺ. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ŋăąőř čĺřĳ, łőšőřżě śŋőćă şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ¿ ğăďăůĺ (ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋă ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ čĺřĳ ĺňěěš ŋşńěćőľ ćěś). Ćśě ŋőćżě čĺřĺ ĺňě¿š ů-ěšŋżľ ćěś, śšřőčő ňěŋĳÿĺľ ćěśă ŕěřćőŋăůăńĳŋżţ čĺřĳ. Ŕőďěńĺć ćěś łăęďőľ čĺřĺ ŕőŕőńăň (ć šőň ůĺśńě ĺ čĺřĺ ś ŋşńěćżň ćěśőň), ňż śŋőćă ŕőńşůĺň ŋăąőř čĺřĳ, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ¿ ğăďăůĺ. Ěśńĺ ŕřĺ ¡šőň ňż ŋě ŕőńşůĺň čĺřĺ ŋěů-ěšŋőčő ćěśă, šő śŋőćă ŕőďěńĺň ćěśă ćśěţ čĺřĳ ŕőŕőńăň ĺ š.ď. Ć łőŋűě łőŋűőć ŕőńşůĺň śĺśšěňş čĺřĳ, łőšőřă£ şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ ğăďăůĺ ĺ ć łőšőřőľ ěśšĳ łăł čĺřĺ ů-ěšŋőčő (ŋşńěćőčő) ćěśă, šăł ĺ čĺřĺ ŋěů-ěšŋőčő ćěśă. Ŋő ňż şęě ďőłăğăńĺ, ůšő šăłőčő ążšĳ ŋě ňőęěš.

Ğ-ůă 4. Ć ŕřőĺğćőńĳŋőň (ćżŕşłńőň | ŕřĺň. řěď.) ÿěśšĺşčőńĳŋĺłě śőěďĺŋěŋż ůěřěğ őďŋş śěřěďĺŋż śšőřőŋ. Ďőłăęĺšě, ůšő šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ ďćşţ őąřăğőćăćÿĺţś£ šřěşčőńĳŋĺłőć śőćŕăďă¿š.

Řěÿ 4. Šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ łăęďőčő ĺğ řăśśňăšřĺćăěňżţ šřěşčőńĳŋĺłőć śńşęĺš űěŋšř ňăśś ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă (š.ě. űěŋšř ňăśś ÿěśšĺ ćěřÿĺŋ ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă, ć łőšőřżě ŕőňěźěŋż őďĺŋăłőćżě ňăśśż).

Ğ-ůă 5. Ěśńĺ ĺňěěšś£ 100 ń¿ążţ (űěńżţ | ŕřĺň. řěď.) ůĺśěń, šő śřěďĺ ŋĺţ ćśěčďă ňőęŋő ćğ£šĳ ŋěśłőńĳłő (ĺńĺ ňőęěš ążšĳ őďŋő) šăł, ůšő ć śşňňě őŋĺ ďăďşš ůĺśńő, ďěń£źěěś£ ŋă 100. Ďőłăğăšĳ.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ a_1, . . . , a_{100} | ďăŋŋżě ůĺśńă. Řăśśňőšřĺň śşňňż S_1 = a_1, S_2 = a_1 + a_2, . . . , S_{100} = a_1 + a_2 + · · · + a_{100}. Ěśńĺ ŋĺ őďŋă ĺğ ¡šĺţ śşňň ŋě ďěńĺšś£ ŋă 100, šő ůĺśńă S_1, . . . , S_{100} ďă¿š ŋě ąőńěě 99 řăğńĺůŋżţ őśšăšłőć ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 100. Ŕő¡šőňş ŋăľďşšś£ ůĺśńă S_n ĺ S_m (n > m), ďă¿źĺě őďĺŋăłőćżě őśšăšłĺ ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 100. Ŋő šőčďă ůĺśńő S_n − S_m = a_{m+1} + a_{m+2} + · · · + a_n ďěńĺšś£ ŋă 100.

Ğ-ůă 6. Ďăŋă őłřşęŋőśšĳ ĺ šőůłă ćŋě ě-ě; ĺğ ¡šőľ šőůłĺ ňż śőćěřÿăěň ŕşšĳ ŕő ğăňłŋşšőľ ńőňăŋőľ, śőśšő£źěľ ĺğ őšřěğłőć ŕř£ňżţ, łăśăšěńĳŋżţ ł őłřşęŋőśšĺ, ĺ ğăłăŋůĺćăěň ŕşšĳ ć ŋăůăńĳŋőľ šőůłě. Şůăśšłĺ ŕşšĺ, ŕő łőšőřżň ňż ŕřĺąńĺęăńĺśĳ ł űěŋšřş őłřşęŋőśšĺ, ąěř-ěň śő ğŋăłőň Àŕń¿śÁ, ă şůăśšłĺ ŕşšĺ, ŕő łőšőřżň ňż şďăń£ńĺśĳ őš űěŋšřă, | śő ğŋăłőň ÀňĺŋşśÁ. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő šăłőčő ŕşšĺ ăńčěąřăĺůěśłă£ śşňňă ďńĺŋ şůăśšłőć ŕşšĺ, ćğ£šżţ ś şłăğăŋŋżňĺ ğŋăłăňĺ, řăćŋă ŋşń¿.

(İšş ğăďăůş ŋě řěÿĺń ŋĺłšő ĺğ şůăśšŋĺłőć őńĺňŕĺăďż.)

Řěÿ 6. Ŕşśšĳ ABCD . . . Y Z | şłăğăŋŋă£ ğăňłŋşšă£ ńőňăŋă£, t_A, t_B , . . . , t_Z | ďńĺŋż łăśăšěńĳŋżţ ł őłřşęŋőśšĺ, ŕřőćěď-ěŋŋżţ ĺğ ćěřÿĺŋ ńőňăŋőľ. Ć śőőšćěšśšćĺĺ ś śőčńăÿěŋĺěň ő ğŋăłăţ ăńčěąřăĺůěśłă£ ďńĺŋă şůăśšłă ŕşšĺ őš A ł B řăćŋă t_A − t_B . Ŕő¡šőňş ăńčěąřăĺůěśłă£ śşňňă ďńĺŋ şůăśšłőć ŕşšĺ ś şłăğăŋŋżňĺ ğŋăłăňĺ řăćŋă

(t_A − t_B ) + (t_B − t_C ) + · · · + (t_Y − t_Z ) + (t_Z − t_A) = 0.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 7 | 8 łńăśśőć.

Ğ-ůă 2. Śńőęĺšĳ ĺğ őďĺŋăłőćżţ łĺřŕĺůĺłőć (řĺś.???) ćżŕşłńżľ ňŋőčőčřăŋŋĺł. Řěÿ 2. Řăğřěęěň łşą ŋă 8 łşąĺłőć. Ćőğĳň-ěň őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ łşąĺłőć ĺ ŕřĺńőęĺň ł ŋěňş šřĺ śőśěďŋĺţ łşąĺłă. Łşą ňőęŋő śőśšăćĺšĳ ĺğ ďćşţ šăłĺţ (ŋěćżŕşłńżţ) ťĺčşř, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ śőśšăćńěŋă ĺğ ůěšżř-ěţ łşąĺłőć. Ćőğĳň-ěň őďŋş ĺğ ¡šĺţ ťĺčşř ĺ őšřěęěň őš ŋě-ě šřĺ řěąřă ĺśţőďŋőčő łşąă, ŕřőćěď£ šřĺ ŕńőśłőśšĺ, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ ďĺăčőŋăńĺ čřăŋěľ ňăńěŋĳłĺţ łşąĺłőć ŕăřăńńěńĳŋő ř-ěąřăň ĺśţőďŋőčő łşąă. (Ćňěśšě ś ř-ěąřăňĺ ňż őšřěğăěň šřĺ šřěşčőńĳŋżě ŕřĺğňż; ¡šĺ ŕřĺğňż ŕěřěśěłă¿šś£.) Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ŋěćżŕşłńş¿ ťĺčşřş, łőšőřş¿ ńěčłő ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă šřĺ łĺřŕĺůĺłă. Ĺğ ďćşţ šăłĺţ ťĺčşř śőśšăćń£ěšś£ ćżŕşłńă£ ťĺčşřă, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ŕřĺ őšřěğăŋĺĺ őš ĺśţőďŋőčő łşąă ÿěśšĺ ř-ěąěř (šőůŋěě čőćőř£, ÿěśšĺ ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕřĺğň).

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 | 8 łńăśśőć.

Ğ-ůă 4. Ć ďăŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ŕőňěśšĺšĳ űěŋšřăńĳŋő{śĺňňěšřĺůŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋăĺąőńĳÿěľ ŕńőźăďĺ.

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ O | űěŋšř śĺňňěšřĺĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M, řăśŕőńőęěŋŋőčő ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă T , S(T ) | őąřăğ šřěşčőńĳŋĺłă T ŕřĺ śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ O. Šőčďă M ńěęĺš ĺ ć T , ĺ ć S(T ). Ŕő¡šőňş śřěďĺ ćśěţ űěŋšřăńĳŋő śĺňňěšřĺůŋżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć ś ďăŋŋżň űěŋšřőň śĺňňěšřĺĺ, ńěęăźĺţ ć T , ŋăĺąőńĳÿş¿ ŕńőźăďĳ ĺňěěš ŕěřěśěůěŋĺě T ĺ S(T ). Šőůłă O ńěęĺš ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă T , šăł łăł ŕěřěśěůěŋĺěň T ĺ S(T ) £ćń£ěšś£ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, ă ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ćśěčďă śőďěřęĺš śćőľ űěŋšř śĺňňěšřĺĺ.

Ŕşśšĳ A_1, B_1 ĺ C_1 | śěřěďĺŋż śšőřőŋ BC, CA ĺ AB šřěşčőńĳŋĺłă T = ABC. Ŕřěďŕőńőęĺň śŋăůăńă, ůšő šőůłă O ńěęĺš ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1. Šőčďă ŕěřěśěůěŋĺěň T ĺ S(T ) £ćń£ěšś£ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł. Ŕşśšĳ śšőřőŋă AB ďěńĺšś£ śšőřőŋăňĺ šřěşčőńĳŋĺłă S(T ) ć őšŋőÿěŋĺĺ x : y : z, čďě x + y + z = 1. Šőčďă őšŋőÿěŋĺě śşňňż ŕńőźăďěľ šřěşčőńĳŋĺłőć, ŕřĺńěčă¿źĺţ ł ćěřÿĺŋăň A, B, C, ł ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC řăćŋő x^2 +y^2 +z^2; ŋşęŋő ňĺŋĺňĺğĺřőćăšĳ ¡šő ćżřăęěŋĺě. Šăł łăł 1 = (x+y +z)^2 = 3(x^2 +y^2 +z^2)− (x − y)^2 − (y − z)^2 − (z − x)^2, šő x^2 + y^2 + z^2 ¿ 1/3, ŕřĺůěň řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ šőńĳłő ŕřĺ x = y = z; ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő őğŋăůăěš, ůšő O | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ šřěşčőńĳŋĺłă ABC.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ďřşčőľ śńşůăľ: šőůłă O ńěęĺš ćŋşšřĺ őďŋőčő ĺğ šřěşčőńĳŋĺłőć AB_1C_1, ABC_1, A_1B_1C, ŋăŕřĺňěř ćŋşšřĺ AB_1C_1. Ć ¡šőň śńşůăě ŕěřěśěůěŋĺěň T ĺ S(T ) £ćń£ěšś£ ŕăřăńńěńőčřăňň, ŕřĺůěň ěśńĺ ňż ğăňěŋĺň šőůłş O šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AO ĺ B_1C_1, šő ŕńőźăďĳ ¡šőčő ŕăřăńńěńőčřăňňă ňőęěš šőńĳłő şćěńĺůĺšĳś£. Ěśńĺ ęě šőůłă O ńěęĺš ŋă śšőřőŋě B_1C_1, šő ¡šőš śńşůăľ şęě ťăłšĺůěśłĺ ążń ŋăňĺ řăśśňőšřěŋ (ŋşęŋő ŕőńőęĺšĳ x = 0).

Ĺśłőňżň ňŋőčőşčőńĳŋĺłőň £ćń£ěšś£ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋăňĺ ć šőůłăţ, ďěń£źĺţ śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă ŋă šřĺ řăćŋżě ůăśšĺ. Ěčő ŕńőźăďĳ řăćŋă 2/3 ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłă.

Ğ-ůă 5. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńă ćĺďă 2^n ŕřĺ řăğńĺůŋżţ űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ n ňőčşš ŋăůĺŋăšĳś£ ŋă ń¿ąş¿ ŋăŕěř-ěď ğăďăŋŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ űĺťř.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ A | ďăŋŋőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő. Ŕőłăęěň, ůšő ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n ňőęŋő ćżąřăšĳ šăł, ůšő 10^mA < 2^n < 10^m(A + 1), š.ě. m + lg A < n lg 2 < m + lg(A + 1). İłćĺćăńěŋšŋőě şśńőćĺě šăłőćő: śşźěśšćş¿š ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă m ĺ n, ďń£ łőšőřżţ lg A < n lg 2 − m < lg(A + 1). Ůĺśńő lg 2 ĺřřăűĺőŋăńĳŋő. (Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő lg 2 = p/q, čďě p ĺ q | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Šőčďă 10^{p/q} = 2, š.ě. 10^p = 2^q . İšőčő ŋě ňőęěš ążšĳ.) Ŕő¡šőňş őśšă-ěšś£ ďőłăğăšĳ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě: ÀŔşśšĳ α | ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő. Šőčďă ďń£ ń¿ążţ ůĺśěń a < b ňőęŋő ćżąřăšĳ űěńżě ůĺśńă m ĺ n, ďń£ łőšőřżţ a < mα − n < b.Á Ŕşśšĳ ´ = b − a. Ďń£ łăęďőčő űěńőčő ůĺśńă m ňőęŋő ćżąřăšĳ űěńőě ůĺśńő n šăł, ůšő 0 6 mα − n 6 1.

Řăğďěńĺň őšřěğőł [0, 1] ŋă řăćŋżě őšřěğłĺ, ďńĺŋă łăęďőčő ĺğ łőšőřżţ ňěŋĳÿě ´. Ŕşśšĳ łőńĺůěśšćő ¡šĺţ őšřěğłőć řăćŋő k. Šőčďă śřěďĺ ůĺśěń α − n_1, 2α − n_2, . . . , (k + 1)α − n_{k+1} ěśšĳ ďćă ůĺśńă, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ őďŋőňş ĺ šőňş ęě őšřěğłş. Ćżůšěň ĺğ ąőńĳÿěčő ůĺśńă ňěŋĳÿěě: pα − n_p − (qα − n_q ) = t. §śŋő, ůšő

0 6 t < ´. Ąőńěě šőčő, t ≠ 0, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě α =^{np−nq}_{p−q} | řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő. Řăśśňőšřĺň ůĺśńă ćĺďă

Nt, čďě N | űěńőě ůĺśńő. Łăęďőě ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń ĺňěěš ćĺď mα − n. Ă ĺğ šőčő, ůšő 0 < t < ´, śńěďşěš, ůšő ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń řăśŕőńőęěŋő śšřőčő ňěęďş a ĺ b.

Ğ-ůă 6. Ďőłăęĺšě, ůšő ł łćăďřăšş ŋěńĳğ£ ŕřĺńőęĺšĳ ąőńěě 8 ŋě ŋăńěčă¿źĺţ ďřşč ŋă ďřşčă łćăďřăšőć. Řěÿ 6. Ŕşśšĳ ABCD | ĺśţőďŋżľ łćăďřăš, A_1B_1C_1D_1 | łćăďřăš ś šěň ęě űěŋšřőň, śšőřőŋż łőšőřőčő ŕăřăńńěńĳŋż śšőřőŋăň ĺśţőďŋőčő łćăďřăšă ĺ ĺňě¿š ćďćőě ąőńĳÿş¿ ďńĺŋş. Ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő śšőřőŋă ĺśţőďŋőčő łćăďřăšă řăćŋă 2. Šőčďă ŕěřĺňěšř łćăďřăšă A_1B_1C_1D_1 řăćěŋ 16. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ďńĺŋă ůăśšĺ ŕěřĺňěšřă łćăďřăšă A_1B_1C_1D_1, ćżśěłăěňőľ ŕřĺńőęěŋŋżň łćăďřăšőň, ŋě ňőęěš ążšĳ ňěŋĳÿě 2. Řăśśňőšřĺň ďćă ćőğňőęŋżţ ćăřĺăŋšă řăśŕőńőęěŋĺ£ łćăďřăšă A_1B_1C_1D_1 ĺ ŕřĺńőęěŋŋőčő łćăďřăšă.

1) Ŋĺ őďŋă ćěřÿĺŋă łćăďřăšă A_1B_1C_1D_1 ŋě ŕőŕăďăěš ćŋşšřĳ ŕřĺńőęěŋŋőčő łćăďřăšă. Ć ¡šőň śńşůăě řăśśňăšřĺćăěňă£ ůăśšĳ ŕěřĺňěšřă £ćń£ěšś£ őšřěğłőň P Q. Ěśńĺ ćŋşšřĺ łćăďřăšă A_1B_1C_1D_1 ńěęĺš šőńĳłő őďŋă ćěřÿĺŋă ŕřĺńőęěŋŋőčő łćăďřăšă (šă, łőšőřă£ ŕřĺňżłăěš ł ĺśţőďŋőňş łćăďřăšş), šő ďńĺŋă őšřěğłă P Q řăćŋă tg α +^1_{tg α} ¿ 2; ğďěśĳ α | şčőń ňěęďş śšőřőŋőľ ĺśţőďŋőčő łćăďřăšă ĺ śšőřőŋőľ ŕřĺńőęěŋŋőčő łćăďřăšă. Ěśńĺ ćŋşšřĺ łćăďřăšă A_1B_1C_1D_1 ńěęăš ďćě ćěřÿĺŋż ŕřĺńőęěŋŋőčő łćăďřăšă, šő őšřěğőł P Q £ćń£ěšś£ čĺŕőšěŋşğőľ ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ś łăšěšőň 2.

2) Őďŋă ćěřÿĺŋă łćăďřăšă A_1B_1C_1D_1 ŕőŕăďăěš ćŋşšřĳ ŕřĺńőęěŋŋőčő łćăďřăšă. Šőčďă ďńĺŋă řăśśňăšřĺćăěňőľ ůăśšĺ ŕěřĺňěšřă řăćŋă a+tg α+1−a tg α (řĺś.???). Šřěąşěšś£ ďőłăğăšĳ, ůšő a+tg α+1−a tg α ¿ 2, š.ě. (a − 1) tg α 6 (a − 1). Ŋő a ¿ 1 ĺ tg α 6 1.

XIII őńĺňŕĺăďă (1950)

Ŕěřćżľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ĺňěěšś£ ÿăţňăšŋă£ ďőśłă ś őążůŋőľ řăśłřăśłőľ (čřăŋĺűż łćăďřăšőć śůĺšă¿šś£ őłřăÿěŋŋżňĺ ć ů-ěřŋżľ űćěš). Ŋăůěřšĺšĳ ŋă ŋěľ őłřşęŋőśšĳ ŋăĺąőńĳÿěčő řăďĺşśă, űěńĺłőň ńěęăźş¿ ŋă ů-ěřŋőň ĺ ďőłăğăšĳ, ůšő ąőńĳÿěľ ŋăůěřšĺšĳ ŋěńĳğ£.

Řěÿ 1. Őłřşęŋőśšĳ S, űěńĺłőň ńěęăźă£ ŋă ů-ěřŋőň, ňőęěš ŕěřěśěłăšĳ śšőřőŋş łńěšłĺ šőńĳłő ć ćěřÿĺŋě (ĺŋăůě őŋă ůăśšĺůŋő ńěęăńă ąż ŋă ąěńőň). Ŕşśšĳ őłřşęŋőśšĳ S ŕřőţőďĺš ůěřěğ ďćě ćěřÿĺŋż A ĺ B ů-ěřŋőľ łńěšłĺ. Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă śńşůăľ, łőčďă ćěřÿĺŋż A ĺ B śőśěďŋĺě. Ćőğĳň-ěň ćěřÿĺŋş A ĺ řăśśňőšřĺň ďřşčş¿ ů-ěřŋş¿ łńěšłş ćěřÿĺŋőľ A. Őłřşęŋőśšĳ S ŕřőţőďĺš ńĺąő ůěřěğ śőśěďŋ¿¿ (ă ĺňěŋŋő, šş, łőšőřă£ ŋě ńěęĺš ŋă ŕř£ňőľ AB), ńĺąő ůěřěğ ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ ćěřÿĺŋş ¡šőľ łńěšłĺ. Ć ŕěřćőň śńşůăě řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ S řăćěŋ √ 2/2, ă ćő ćšőřőň | √ 10/2. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă ćěřÿĺŋż A ĺ B ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě. Śŋőćă ćőğĳň-ěň ćěřÿĺŋş A ĺ řăśśňőšřĺň ďřşčş¿ ů-ěřŋş¿ łńěšłş ćěřÿĺŋőľ A. Šěŕěřĳ őłřşęŋőśšĳ S őą£ğăšěńĳŋő ŕřőţőďĺš ůěřěğ śőśěďŋ¿¿ ś A ćěřÿĺŋş ďřşčőľ łńěšłĺ (ěśńĺ ąż őŋă ŕřőţőďĺńă ůěřěğ ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ ćěřÿĺŋş, šő ňż ŕőńşůĺńĺ ąż ŕř£ňş¿, ă ŋě őłřşęŋőśšĳ). Řăďĺşś šăłőľ őłřşęŋőśšĺ řăćěŋ √ 10/2. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň, ůšő ŋăĺąőńĳÿĺľ řăďĺşś ĺňěěš śńěďş¿źă£ őłřşęŋőśšĳ S.

Ćőğĳň-ěň ů-ěřŋş¿ łńěšłş ĺ řăśśňőšřĺň ŕřĺńěčă¿źĺě ł ŋěľ ąěńżě łńěšłĺ. Őłřşęŋőśšĳ S ŕřőţőďĺš ůěřěğ 8 ćěřÿĺŋ ¡šĺţ ąěńżţ łńěšőł, őšńĺůŋżţ őš ćěřÿĺŋ ĺśţőďŋőľ ů-ěřŋőľ łńěšłĺ.

Ğ-ůă 2. Ĺňěěšś£ 555 čĺřĳ ćěśőň: 1 č, 2 č, 3 č, 4 č, . . . 555 č. Řăğńőęĺšĳ ĺţ ŋă 3 řăćŋżě ŕő ćěśş łşůĺ. Řěÿ 2. Ďěć£šĳ čĺřĳ ćěśőň n, n + 1, . . . , n + 8 ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ŋă šřĺ řăćŋżě ŕő ćěśş łşůĺ: 1) n, n + 4, n + 8; 2) n + 1, n + 5, n + 6; 3) n + 2, n + 3, n + 7. İšő ŕőğćőń£ěš řăğńőęĺšĳ ŋă šřĺ řăćŋżě ŕő ćěśş łşůĺ čĺřĺ ćěśőň 1, 2, . . . , 549 = 61 · 9. Őśšăćÿĺěś£ ÿěśšĳ čĺřĳ ćěśőň 550, 551, . . . , 555 ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ŋă šřĺ řăćŋżě ŕő ćěśş łşůĺ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: 1) 550 ĺ 555; 2) 551 ĺ 554; 3) 552 ĺ 553.

Ğ-ůă 3. Ďăŋż 3 őłřşęŋőśšĺ O_1, O_2, O_3, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ őďŋş šőůłş O. Ćšőřżě šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ O_1 ś O_2, O_2 ś O_3 ĺ O_3 ś O_1 őąőğŋăůĺň śőőšćěšśšćěŋŋő ůěřěğ A_1, A_2 ĺ A_3. Ŋă O_1 ąěřěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş B_1. Ěśńĺ B_1 ŋě śőćŕăďăěš ś A_1, šő ŕřőćőďĺň ůěřěğ B_1 ĺ A_1 ŕř£ňş¿ ďő ćšőřőčő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś O_2 ć šőůłě B_2. Ěśńĺ B_2 ŋě śőćŕăďěš ś A_2, šő ŕřőćőďĺň ůěřěğ B_2 ĺ A_2 ŕř£ňş¿ ďő ćšőřőčő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś O_3 ć šőůłě B_3. Ěśńĺ B_3 ŋě śőćŕăďěš ś A_3, šő ŕřőćőďĺň ůěřěğ B_3 ĺ A_3 ŕř£ňş¿ ďő ćšőřőčő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś O_1 ć šőůłě B_4. Ďőłăęĺšě, ůšő B_4 śőćŕăďăěš ś B_1.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ̸ (AB, CD) | őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ şčőń ňěęďş ŕř£ňżňĺ AB ĺ CD. Šőčďă̸ (A_3O, A_3B_1)+ ̸(A_3B_3, A_3O) ≠ (A_1O, A_1B_1) +̸ (A_2B_3, A_2O) ≠ (A_1O, A_1B_2) +̸ (A_2B_2, A_2O) = 0^∘, ŕő¡šőňş šőůłĺ A_3, B_1 ĺ B_3 ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ğŋăůĺš, B_4 = B_1.

Ğ-ůă 4. Ŕşśšĳ a, b, c | ďńĺŋż śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă; A, B, C | ćěńĺůĺŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ şčńőć. Ďőłăęĺšě, ůšő Aa + Bb + Cc ¿ 1 2 (Ab + Ba + Ac + Ca + Bc + Cb) . Řěÿ 4. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ŕřőšĺć ąőńĳÿěľ śšőřőŋż ńěęĺš ąőńĳÿĺľ şčőń, ŕő¡šőňş (A − B)(a − b) ¿ 0, (B − C)(b − c) ¿ 0, (C − A)(c − a) ¿ 0. Śńőęĺć ¡šĺ ŋěřăćěŋśšćă, ŕőńşůăěň šřěąşěňőě.

Ğ-ůă 5. Ĺğ ŕşŋłšă A ć ďřşčĺě ňőęŋő ŕőŕăśšĳ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ: 1. Ćżľšĺ śřăğş ĺ ĺďšĺ ŕěÿłőň.

2. Ćżğćăć ňăÿĺŋş ĺ, ŕőďőęďăć ěě őŕřěďěń-ěŋŋőě ćřěň£, ěţăšĳ ŋă ŋěľ.

Ć łăęďőň śńşůăě ĺśŕőńĳğşěšś£ śŕőśőą ŕěřěďćĺęěŋĺ£, šřěąş¿źĺľ ňěŋĳÿěčő ćřěňěŋĺ. Ŕřĺ ¡šőň őłăğżćăěšś£, ůšő

ěśńĺ łőŋěůŋżľ ŕşŋłš őšśšőĺš ŋă šő ŕőŋăďőąĺšś£ ŋă ďőřőčş 1 łň 10 ňĺŋ 2 łň 15 ňĺŋ 3 łň 17^1_2 ňĺŋ Śłőřőśšĺ ŕěÿěţőďă ĺ ňăÿĺŋż, ă šăłęě ćřěň£ őęĺďăŋĺ£ ňăÿĺŋż, ŕřĺŋĺňă¿šś£ ŋěĺğňěŋŋżňĺ. Śłőńĳłő ŕőŋăďőąĺšś£ ćřěňěŋĺ ďń£ ďőśšĺęěŋĺ£ ŕşŋłšă, őšśšő£źěčő őš A ŋă 6 łň? Řěÿ 5. Ő š ć ě š : 25 ňĺŋ.

Ŕşśšĳ v | śłőřőśšĳ ŕěÿěţőďă, V | śłőřőśšĳ ňăÿĺŋż, T | ćřěň£ őęĺďăŋĺ£ ňăÿĺŋż. (Śłőřőśšĳ ąşďěň ĺğňěř£šĳ ć łň/ůăś, ă ćřěň£ | ć ůăśăţ.) Ěśńĺ ĺďšĺ ŕěÿłőň, šő ŋă ďőřőčş ć 1, 2 ĺ 3 łň ŕőŋăďőąĺšś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, 1/v, 2/v ĺ 3/v ůăśőć, ă ěśńĺ ěţăšĳ ŋă ňăÿĺŋě, šő T +^1_V , T +^2_V ĺ T +^3_V ůăśőć. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő 2 łň ŋě ňěďńěŋŋěě ŕřőľšĺ ŕěÿłőň, ůěň ěţăšĳ ŋă ňăÿĺŋě, š.ě. T +^2_V ¿^2_v . Šőčďă T +^1_V ¿^T_2 +^1_V ¿^1_v , š.ě. 1 łň šěň ąőńěě ňőęŋő ĺďšĺ ŕěÿłőň. Ŋő ěśńĺ ňőęŋő ĺďšĺ ŕěÿłőň 1 łň ĺ 2 łň, šő šőčďă ğăšřăůěŋŋőě ŋă 2 łň ćřěň£ ążńő ąż řőćŋő ć 2 řăğă ąőńĳÿě, ůěň ŋă 1 łň, ă ŕő şśńőćĺ¿ ¡šő ŋě šăł. Ŕő¡šőňş T +^2_V 6^2_v , ă ğŋăůĺš, T +^3_V 6^3_2 ( T +^2_V

) 6^3_v . Śńěďőćăšěńĳŋő, 1/v = 1/6, T + 2/V = 1/4 ĺ T + 3/V = 7/24. Řěÿă£ ¡šş

śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ, ŋăţőďĺň: v = 6, T = 1/6, V = 24. Ěśńĺ ĺďšĺ 6 łň ŕěÿłőň, šő ŋă ¡šő ŕőŋăďőąĺšś£ 1 ůăś, ă ěśńĺ ěţăšĳ ŋă ňăÿĺŋě, šő ŕőŋăďőąĺšś£^1_6 +^6_{24} =^5_{12} , š.ě. 25 ňĺŋ.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ŕşśšĳ A | ŕřőĺğćőńĳŋżľ şčőń, B ĺ C | őśšřżě şčńż. Ćśěčďă ńĺ śşźěśšćşěš šăłőľ şčőń X, ůšő

sin X = sin B sin C 1 − cos A cos B cos C ? (Ĺğ ÀĆőőąřăęăěňőľ čěőňěšřĺĺÁ Ŋ. Ĺ. Ńőąăůěćśłőčő).

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : ďă, ćśěčďă. Ŕő şśńőćĺ¿ cos B cos C > 0. Łřőňě šőčő, sin B sin C +cos B cos C = cos(B −

C) 6 1 ĺ cos A 6 1. Ŕő¡šőňş sin B sin C 6 1 − cos B cos C 6 1 − cos A cos B cos C ĺ 0 < sin B sin C 1 − cos A cos B cos C 6 1. Ğ-ůă 2. Ĺğ ďćşţ šřěşčőńĳŋżţ ŕĺřăňĺď ś őąźĺň őśŋőćăŋĺěň őďŋă ńěęĺš ćŋşšřĺ ďřşčőľ. Ňőęěš ńĺ ążšĳ śşňňă řěąěř ćŋşšřěŋŋěľ ŕĺřăňĺďż ąőńĳÿě śşňňż řěąěř ćŋěÿŋěľ?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : ďă, ňőęěš. Řăśśňőšřĺň ŕřăćĺńĳŋş¿ šřěşčőńĳŋş¿ ŕĺřăňĺďş ś őśŋőćăŋĺěň BCD ĺ ćěřÿĺŋőľ A. Ŕşśšĳ ďńĺŋă śšőřőŋż őśŋőćăŋĺ£ řăćŋă ε, ă ďńĺŋă ąőłőćőčő řěąřă řăćŋă 1. Ćőğĳň-ěň ŋă śšőřőŋě AD šőůłş D^′ šăł, ůšő AD^′ = ε. Ěśńĺ ε ňăńő, šő śşňňă ďńĺŋ ř-ěąěř ŕĺřăňĺďż ABCD ąńĺğłă ł 3, ă śşňňă ďńĺŋ ř-ěąěř ŕĺřăňĺďż ABCD^′ ąńĺğłă ł 4.

Ğ-ůă 3. Ĺňěěšś£ 81 čĺř£ ćěśőň 1^2 č, 2^2 č, 3^2 č, . . . , 81^2 č. Řăğńőęĺšĳ ĺţ ŋă 3 řăćŋżě ŕő ćěśş łşůĺ. Řěÿ 3. Řăğńőęĺň ďěć£šĳ čĺřĳ ćěśőň n^2, (n + 1)^2, . . . , (n + 8)^2 ŋă šřĺ łşůĺ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: 1) n^2, (n+5)^2, (n+7)^2; 2) (n+1)^2, (n+3)^2, (n+8)^2; 3) (n+2)^2, (n+4)^2, (n+6)^2. Ŕěřćżě ďćě łşůĺ ćěś£š őďĺŋăłőćő, ă ćěś šřěšĳěľ łşůĺ ŋă 18 č ňěŋĳÿě. Ŕő¡šőňş 27 čĺřĳ ćěśőň n^2, (n + 1)^2, . . . , (n + 26)^2 ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ŋă 9 łşů šăł, ůšő 6 łşů ąşďşš őďŋőčő ćěśă, ă ěź-ě 3 łşůĺ ąşďşš ćěśĺšĳ łăęďă£ ŋă 18 ňěŋĳÿě, ůěň ŕěřćżě 6. Ĺğ ¡šĺţ ďěć£šĺ łşů ňőęŋő śńőęĺšĳ 3 řăćŋżě ŕő ćěśş łşůĺ. Šăłĺň őąřăğőň, 27k čĺřĳ ćěśőň 1^2, 2^2, 3^2, . . . , (27k)^2 ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ŋă 3 řăćŋżě ŕő ćěśş łşůĺ. Ŕřĺ k = 3 ŕőńşůăěň šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě.

Ğ-ůă 4. Řěÿĺšĳ şřăćŋěŋĺě: √ x + 3 − 4 √ x − 1 + √ x + 8 − 6 √ x − 1 = 1.

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : 5 6 x 6 10. Ğăňěšĺň, ůšő

x + 3 − 4 √ x − 1 = ( √ x − 1 − 2)^2,

x + 8 − 6 √ x − 1 = ( √ x − 1 − 3)^2.

Ŕő¡šőňş ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě | √ x − 1 − 2| + | √ x − 1 − 3| = 1

(ćśě łőřŋĺ ňż śůĺšăěň ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ). Řăśśňőšřĺň ŕő őůěřěďĺ ćśě ćőğňőęŋżě śńşůăĺ. 1. √ x − 1 − 2 ¿ 0 ĺ √ x − 1 − 3 ¿ 0, š.ě. x ¿ 10. Ć ¡šőň śńşůăě şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě x = 10. 2. √ x − 1 − 2 ¿ 0 ĺ √ x − 1 − 3 6 0, š.ě. 5 6 x 6 10. İšőň śńşůăě ŕőńşůăěň šőęďěśšćő, š.ě. ěśńĺ

5 6 x 6 10, šő x £ćń£ěšś£ łőřŋěň ďăŋŋőčő şřăćŋěŋĺ£. 3. √ x − 1 − 2 6 0 ĺ √ x − 1 − 3 6 0, š.ě. x 6 5. Şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě x = 5.

Śńşůăľ, łőčďă √ x − 1 − 2 6 0 ĺ √ x − 1 − 3 ¿ 0, őůěćĺďŋő, ŋěćőğňőęěŋ.

Ğ-ůă 5. Ďăŋő n őłřşęŋőśšěľ: O_1, O_2, . . . O_n, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ őďŋş šőůłş O. Ćšőřżě šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ O_1 ś O_2, O_2 ś O_3, . . . , O_3 ś O_1 őąőğŋăůĺň śőőšćěšśšćěŋŋő ůěřěğ A_1, A_2, . . . , A_n. Ŋă O_1 ąěřěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş B_1. Ěśńĺ B_1 ŋě śőćŕăďăěš ś A_1, šő ŕřőćőďĺň ůěřěğ B_1 ĺ A_1 ŕř£ňş¿ ďő ćšőřőčő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś

O_2 ć šőůłě B_2. Ěśńĺ B_2 ŋě śőćŕăďăěš ś A_2, šő ŕřőćőďĺň ůěřěğ B_2 ĺ A_2 ŕř£ňş¿ ďő ćšőřőčő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś O_3 ć šőůłě B_3. Ŕřőďőńęă£ šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůĺň šőůłş B_n ŋă őłřşęŋőśšĺ O_n. Ěśńĺ O_n ŋě śőćŕăďăěš ś A_n, šő ŕřőćőďĺň ůěřěğ B_n ĺ A_n ŕř£ňş¿ ďő ćšőřőčő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś O_1 ć šőůłě B_{n+1}. Ďőłăęĺšě, ůšő B_{n+1} śőćŕăďăěš ś B_1.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ̸ (AB, CD) | őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ şčőń ňěęďş ŕř£ňżňĺ AB ĺ CD (őŋ ĺğňěř£ěšś£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő 180^∘). Šőčďă̸ (B_nA_n, A_nO) ≠ (B_nA_{n−1}, A_{n−1}O) ≠ B_{n−1}A_{n−1}, A_{n−1}O). Ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůăěň̸ (B_{n−1}A_{n−1}, A_{n−1}O) ≠ (B_{n−2}A_{n−2}, A_{n−2}O) = · · · ≠ (B_1A_1, A_1O). Ŋăłőŋěű,̸ (B_1A_1, A_1O) = ̸(B_1A_n, A_nO). Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň̸ (B_nA_n, A_nO) ≠ (B_1A_n, A_nO). İšő őğŋăůăěš,ůšő šőůłĺ A_n, B_1 ĺ B_n ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, B_{n+1} = B_n.

Ćšőřőľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ć ćżŕşłńőň 13-şčőńĳŋĺłě ŕřőćěďěŋż ćśě ďĺăčőŋăńĺ. Őŋĺ řăğąĺćă¿š ěčő ŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ. Ćőğĳň-ěň śřěďĺ ŋĺţ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ś ŋăĺąőńĳÿĺň ůĺśńőň śšőřőŋ. Łăłőě śăňőě ąőńĳÿěě ůĺśńő śšőřőŋ ňőęěš őŋ ĺňěšĳ?

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : 13. Ĺğ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ĺśţőďŋőčő 13-şčőńĳŋĺłă ćżţőďĺš ŋě ąőńěě ďćşţ ďĺăčőŋăńěľ, łőšőřżě £ćń£¿šś£ śšőřőŋăňĺ řăśśňăšřĺćăěňőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Łăęďőľ ďĺăčőŋăńĺ śőőšćěšśšćş¿š ďćě ćěřÿĺŋż, ŕő¡šőňş ůĺśńő śšőřőŋ řăśśňăšřĺćăěňőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋě ŕřěćőśţőďĺš 13. Ŕřĺňěř ŕřăćĺńĳŋőčő 13-şčőńĳŋĺłă ŕőłăğżćăěš, ůšő ůĺśńő śšőřőŋ ŕőńşůěŋŋőčő ŕřĺ řăğřěğăŋĺĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ňőęěš ążšĳ řăćŋő 13.

Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő 1 2 · 3 4 · 5 6 · 7 8 . . . 99 100 < 1 10 . Řěÿ 2. Ŕşśšĳ A =^1_2 ·^3_4 ·^5_6 . . .^{99}_{100} ĺ B =^2_3 ·^4_5 ·^6_7 . . .^{98}_{99} . §śŋő, ůšő B > A ĺ AB =^1_{100} . Ŕő¡šőňş A^2 < AB =^1_{100} .

Ğ-ůă 3. Ć šřěşčőńĳŋĺł ćŕĺśăŋă őłřşęŋőśšĳ. Őłőńő ŋě-ě őŕĺśăŋ łćăďřăš. Ďőłăęĺšě, ůšő ćŋě šřěşčőńĳŋĺłă ńěęĺš ňěŋĳÿě ŕőńőćĺŋż ŕěřĺňěšřă łćăďřăšă.

Řěÿ 3. Šřěşčőńĳŋĺł łăśăěšś£ ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ ć šř-ěţ šőůłăţ, ă łćăďřăš łăśăěšś£ ě-ě ć ůěšżř-ěţ šőůłăţ. Ŕő¡šőňş ňěęďş ŋěłőšőřżňĺ ďćşň£ šőůłăňĺ łăśăŋĺ£ šřěşčőńĳŋĺłă ś őłřşęŋőśšĳ¿ ńěęăš ďćě šőůłĺ łăśăŋĺ£ łćăďřăšă ś őłřşęŋőśšĳ¿. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ńěęĺš ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďĺŋ ÀşčőńőłÁ łćăďřăšă (š.ě. ćěřÿĺŋă łćăďřăšă ćňěśšě ś ŕőńőćĺŋăňĺ ćżţőď£źĺţ ĺğ ŋě-ě śšőřőŋ łćăďřăšă). Ěśńĺ šăłĺţ şčőńłőć ąşďěš ďćă, šő ňż śřăğş ŕőńşůăěň, ůšő ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ńěęĺš ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŕőńőćĺŋă ŕěřĺňěšřă łćăďřăšă. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šăłőľ şčőńőł šőńĳłő őďĺŋ, š.ě. šřĺ őśšăńĳŋżţ şčőńłă ţőš£ ąż ůăśšĺůŋő ńěęăš ćŋě šřěşčőńĳŋĺłă (šőčďă śőőšćěšśšćş¿źĺě ćěřÿĺŋż łćăďřăšă šőęě ńěęăš ćŋě šřěşčőńĳŋĺłă). Ŕőłăęěň, ůšő ŋě ňěŋěě šřěšĺ ŕěřĺňěšřă łăęďőčő ĺğ ¡šĺţ šř-ěţ şčőńłőć ńěęĺš ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă. Ćŋě šřěşčőńĳŋĺłă ńěęĺš ůăśšĳ şčőńłă, ŕřěďśšăćń£¿źă£ śőąőľ ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ś łăšěšăňĺ a ĺ b ĺ čĺŕőšěŋşğőľ c. Ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ńěęăš őšřěğłĺ 1 − a ĺ 1 − b (ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ďńĺŋă śšőřőŋż łćăďřăšă řăćŋă 2). §śŋő, ůšő (1 − a) + (1 − b) = c, a 6 c ĺ b 6 c. Ŕő¡šőňş a + b 6 2c = 4 − 2(a + b), š.ě. a + b 6 4/3. İšő őğŋăůăěš, ůšő ćŋě šřěşčőńĳŋĺłă ńěęĺš ŋě ąőńěě 2/3 ŕěřĺňěšřă şčőńłă. Ĺšăł, ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ńěęĺš ťĺčşřă, ĺňě¿źă£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě śńěďş¿źĺľ ŕěřĺňěšř: 2 + 3 ·^2_3 = 4, ă ŕěřĺňěšř ćśěčő łćăďřăšă řăćěŋ 8.

Ğ-ůă 4. Ŋă őłřşęŋőśšĺ řăśŕőńőęěŋż 20 šőůěł. İšĺ 20 šőůěł ŕőŕăřŋő śőěďĺŋ£¿šś£ 10 (ŋěŕěřěśěłă¿- źĺňĺś£ | ŕřĺň. řěď.) ţőřďăňĺ. Śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ ¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : 16796. Ŕşśšĳ a_n | łőńĺůěśšćő śŕőśőąőć śőěďĺŋĺšĳ 2n šőůěł ŋă őłřşęŋőśšĺ n ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ţőřďăňĺ. §śŋő, ůšő a_1 = 1 ĺ a_2 = 2. Ŕőłăęěň, ůšő

a_n = a_{n−1} + a_{n−2}a_1 + a_{n−3}a_2 + · · · + a_1a_{n−2} + a_{n−1}.

Ťĺłśĺřşěň őďŋş ĺğ ďăŋŋżţ 2n šőůěł. Ţőřďă, ćżţőď£źă£ ĺğ ŋě-ě, ďěńĺš őłřşęŋőśšĳ ŋă ďćě ďşčĺ, ŕřĺů-ěň ŋă łăęďőľ ďşčě řăśŕőńőęěŋő ů-ěšŋőě ůĺśńő ďăŋŋżţ šőůěł: őš 0 ďő 2n − 2. Ěśńĺ ŋă őďŋőľ ďşčě řăśŕőńőęěŋő 2k šőůěł, šő ŋă ďřşčőľ ďşčě řăśŕőńőęěŋő 2(n−k −1) šőůěł; ¡šĺ šőůłĺ ňőęŋő śőěďĺŋĺšĳ ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ţőřďăňĺ (ŋě ŕěřěśěłă¿źĺňĺ ţőřďş, ćżţőď£źş¿ ĺğ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ šőůłĺ) a_{n−k−1}a_k śŕőśőąăňĺ.

Šăłĺň őąřăğőň, a_3 = a_2 + a^2_1 + a_2 = 5, a_4 = 14, a_5 = 42, a_6 = 132, a_7 = 429, a_8 = 1430, a_9 = 4862 ĺ a_{10} = 16796.

Ğăňěůăŋĺě. Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő an =^{(2n)!}_{n!(n+1)!} =^1_{2n+1}

(_{2n+1} n ) .

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ć ćżŕşłńőň 1950-şčőńĳŋĺłě ŕřőćěďěŋż ćśě ďĺăčőŋăńĺ. Őŋĺ řăğąĺćă¿š ěčő ŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ. Ćőğĳň-ěň śřěďĺ ŋĺţ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ś śăňżň ąőńĳÿĺň ůĺśńőň śšőřőŋ. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő śšőřőŋ őŋ ňőęěš ĺňěšĳ?

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : 1949. Šě ęě śăňżě řăśśşęďěŋĺ£, ůšő ĺ ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ğăďăůĺ 1 ďń£ 7{8 łńăśśőć, ŕőłăğżćă¿š, ůšő ŕőńşůěŋŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ĺňěěš ŋě ąőńěě 1950 śšőřőŋ, ŕřĺů-ěň ěśńĺ ůĺśńő ěčő śšőřőŋ řăćŋő 1950, šő ĺğ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ĺśţőďŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ćżţőď£š řőćŋő ďćě ďĺăčőŋăńĺ, őčřăŋĺůĺćă¿źĺţ ŕőńşůěŋŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł. Ŕşśšĳ ĺğ ćěřÿĺŋż A_1 ćżţőď£š ďćě ďĺăčőŋăńĺ A_1A_p ĺ A_1A_q , őčřăŋĺůĺćă¿źĺě ŕőńşůěŋŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł. Šőčďă A_p ĺ A_q | śőśěďŋĺě ćěřÿĺŋż, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě ćŋşšřĺ şčńă A_pA_1A_q ążńă ąż ďĺăčőŋăńĳ, řăğřěğă¿źă£ ŕőńşůěŋŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćěřÿĺŋş, ńěęăźş¿ ňěęďş A_p ĺ A_q, ŋşęŋő ążńő ąż śőěďĺŋĺšĳ ś ćěřÿĺŋőľ, ńěęăźěľ ňěęďş A_1 ĺ A_p ĺńĺ ňěęďş A_1 ĺ A_q . Ĺğňěŋĺć ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ŋăŕřăćńěŋĺě ŋşňěřăűĺĺ ćěřÿĺŋ, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő q = p + 1 ĺ p 6 1950/2 = 975. Ěśńĺ ĺśłń¿ůĺšĳ ďĺăčőŋăńĳ A_1A_{p+1}, šő ń¿ąă£ ďřşčă£ ďĺăčőŋăńĳ, őčřăŋĺůĺćă¿źă£ ŕőńşůěŋŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, śőěďĺŋ£ěš őďŋş ĺğ ćěřÿĺŋ ś ŋőňěřőň őš 2 ďő p ś ŋěłőšőřőľ ćěřÿĺŋőľ. Ŕő¡šőňş ćśěčő ş ŕőńşůěŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ňőęěš ążšĳ ŋě ąőńěě 1 + 974 · 2 = 1949 śšőřőŋ. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ŕřĺňěř 1950-şčőńĳŋĺłă, ŕřĺ řăğřěğăŋĺĺ łőšőřőčő ŕőńşůăěšś£ 1949-şčőńĳŋĺł, ňőęŋő ćğ£šĳ ŕřăćĺńĳŋżľ 1949-şčőńĳŋĺł ĺ őšřěğăšĳ őš ŋěčő ňăńěŋĳłĺľ šřěşčőńĳŋĺł, š.ě. ćňěśšő ćěřÿĺŋż A_1 ćğ£šĳ ďćě ćěřÿĺŋż A^′_1 ĺ A_{1950}, řăśŕőńőęěŋŋżě ŋă śšőřőŋăţ A_1A_2 ĺ A_1A_{1949} ćąńĺğĺ ćěřÿĺŋż A_1.

Ğ-ůă 2. Ůĺśńă 1, 2, 3, . . . 101 ŋăŕĺśăŋż ć ř£ď ć łăłőň-šő ŕőř£ďłě. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ćżůěřłŋşšĳ 90 šăł, ůšő őśšăćÿĺěś£ 11 ąşďşš řăśŕőńőęěŋż ŕő ĺţ ćěńĺůĺŋě (ńĺąő ćőğřăśšă£, ńĺąő şążćă£).

(İšă ğăďăůă ŋě ążńă řěÿěŋă ŋĺłěň ĺğ şůăśšŋĺłőć őńĺňŕĺăďż.)

Řěÿ 2. Ďőłăęěň, ůšő ń¿ąă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ mn + 1 ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ůĺśěń śőďěřęĺš ńĺąő ćőğřăśšă¿źş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ m + 1 ůĺśěń, ńĺąő şążćă¿źş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ n + 1 ůĺśěń. Śőŕőśšăćĺň ůńěŋş a_k ďăŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďćă ůĺśńă x_k ĺ y_k, čďě x_k | ŋăĺąőńĳÿă£ ďńĺŋă ćőğřăśšă- ¿źěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ŋăůĺŋă¿źěľś£ ś a_k, y_k | ŋăĺąőńĳÿă£ ďńĺŋă şążćă¿źěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ŋăůĺŋă¿źěľś£ ś a_k. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő x_k 6 m ĺ y_k 6 n ďń£ ćśěţ k. Šőčďă łőńĺůěśšćő ćśěţ řăğńĺůŋżţ ŕăř (x_k, y_k) ŋě ŕřěćőśţőďĺš mn. Ŕő¡šőňş x_k = x_l ĺ y_k = y_l ďń£ ŋěłőšőřżţ ŋőňěřőć k ≠ l. Ŋő ¡šőčő ŋě ňőęěš ążšĳ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ k < l. Šőčďă ěśńĺ a_k < a_l, šő x_k > x_l, ă ěśńĺ a_k > a_l, šő y_k > y_l.

Ğ-ůă 3. Őłőńő śťěřż őŕĺśăŋ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł. Ďőłăęĺšě, ůšő ůěšżřě šőůłĺ łăśăŋĺ£ ńěęăš ć őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ śťěřă łăśăěšś£ śšőřőŋ AB, BC, CA ĺ AD ć šőůłăţ K, L, M ĺ N śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă AN = AK, BK = BL, CL = CM ĺ DM = DN. Ŕő¡šőňş AK BK · BL CL · CM DM · DN AN = 1. (1)

Řăśśňőšřĺň šőůłş N^′, ć łőšőřőľ ŕńőśłőśšĳ KLM ŕěřěśěłăěš ŕř£ňş¿ DA. Ŕőłăęěň, ůšő AK BK · BL CL · CM DM · DN^′ AN^′ = 1. (2)

Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ŕřőěłűĺ¿ ŋă ŕř£ňş¿, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋş¿ ŕńőśłőśšĺ KLM. Šőůłĺ K, L, M ĺ N^′ ŕřĺ ¡šőň ŕřőěűĺřş¿šś£ ć őďŋş ĺ šş ęě šőůłş X. Ŕşśšĳ A_1, B_1, C_1, D_1 | ŕřőěłűĺĺ šőůěł A, B, C, D. Őšŋőÿěŋĺ£ őšřěğłőć, ńěęăźĺţ ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ŕřĺ ŕřőěłűĺĺ śőţřăŋ£¿šś£, ŕő¡šőňş AK BK · BL CL · CM DM · DN^′ AN^′ = A_1X B_1X · B_1X C_1X · C_1X D_1X · D_1X A_1X

= 1.

Ĺğ řăćěŋśšć (1) ĺ (2) śńěďşěš, ůšő DN : AN = DN^′ : AN^′, ŕő¡šőňş N = N^′ (őąě šőůłĺ N ĺ N^′ ńěęăš ŋă őšřěğłě AD).

Ğ-ůă 4. Ňőęŋő ńĺ ŕřőćěśšĺ ć čőřőďě 10 ăćšőąşśŋżţ ňăřÿřşšőć ĺ şśšăŋőćĺšĳ ŋă ŋĺţ őśšăŋőćłĺ šăł, ůšő łăłĺě ąż 8 ňăřÿřşšőć ŋĺ ążńĺ ćğ£šż, ŋăľď-ěšś£ őśšăŋőćłă, ŋě ńěęăźă£ ŋĺ ŋă őďŋőň ĺğ ŋĺţ, ă ń¿ążě 9 ňăřÿřşšőć ŕřőţőď£š ůěřěğ ćśě őśšăŋőćłĺ.

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : ďă, ňőęŋő. Ŕřőćěď-ěň 10 ŕőŕăřŋő ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕř£ňżţ. Ŕşśšĳ ňăřÿřşšż ŕřőţőď£š ŕő ¡šĺň ŕř£ňżň, ă őśšăŋőćłăňĺ śńşęăš šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ. Ń¿ążě 9 ňăřÿřşšőć ŕřőţőď£š ůěřěğ ćśě őśšăŋőćłĺ, ŕőśłőńĳłş ůěřěğ łăęďş¿ őśšăŋőćłş, ńěęăźş¿ ŋă őśšăćÿěľś£ ŕř£ňőľ, ŕřőţőďĺš őďŋă ĺğ 9 ŕř£ňżţ, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ¡šĺň ňăřÿřşšăň. Ń¿ążě 8 ňăřÿřşšőć ŋě ŕřőţőď£š ůěřěğ őśšăŋőćłş, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ďćşţ őśšăńĳŋżţ ňăřÿřşšőć.

XIV őńĺňŕĺăďă (1951)

Ŕěřćżľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋ x^{12} − x^9 + x^4 − x + 1

ŕřĺ ćśěţ ğŋăůěŋĺ£ţ x ŕőńőęĺšěńěŋ.

Řěÿ 1. Ěśńĺ x 6 0, šő x^{12}, −x^9, x^4, −x ¿ 0. Ěśńĺ 0 < x < 1, šő x^{12} + x^4(1 − x^5) + (1 − x) > 0. Ěśńĺ

x ¿ 1, šő x^9(x^3 − 1) + x(x^3 − 1) + 1 > 0.

Ğ-ůă 2. Ş ćżŕşłńżţ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłőć ABCD ĺ A^′B^′C^′D^′ śőőšćěšśšćěŋŋżě śšőřőŋż řăćŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ̸ A ≯ A^′, šő̸ B ≮ B^′,̸ C ≯ C^′ ĺ̸ D ≮ D^′.

Řěÿ 2. Řăśśňőšřĺň šřěşčőńĳŋĺłĺ BAD ĺ B^′A^′D^′. Ŕő şśńőćĺ¿ BA = B^′A^′, AD = A^′D^′ ĺ̸ A ≯ A^′. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő BD > B^′D^′. Řăśśňőšřěć šěŕěřĳ šřěşčőńĳŋĺłĺ BCD ĺ B^′C^′D^′ ĺ ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ŋěřăćěŋśšćőň BD > B^′D^′, ŕőńşůĺň̸ C ≯ C^′.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ďřşčĺě ďćě ŕăřż šřěşčőńĳŋĺłőć: ABC ĺ A^′B^′C^′, ADC ĺ A^′D^′C^′. Ěśńĺ ąż ĺňěńő ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő AC ¿ A^′C^′, šő ňż ŕőńşůĺńĺ ąż ŋěřăćěŋśšćă̸ B ¿̸ B^′ ĺ̸ D ¿̸ D^′. Ă šőčďă őłăğăńőśĳ ąż, ůšő śşňňă şčńőć ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă ABCD ąőńĳÿě śşňňż şčńőć ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă A^′B^′C^′D^′; šăłőčő ążšĳ ŋě ňőęěš. Śńěďőćăšěńĳŋő, AC < A^′C^′, ă ŕő¡šőňş̸ B ≮ B^′ ĺ̸ D ≮ D^′.

Ğ-ůă 3. Ůšő ąőńĳÿě 2, 00000000004 (1, 00000000004)^2 + 2, 00000000004 ĺńĺ 2, 00000000002 (1, 00000000002)^2 + 2, 00000000002 ? Řěÿ 3. Ő š ć ě š : ćšőřőě ćżřăęěŋĺě ąőńĳÿě. Ŕşśšĳ a = 1, 00000000004 ĺ b = 1, 00000000002. Šőčďă řăśśňăšřĺćăěňżě ćżřăęěŋĺ£ řăćŋż^{1+a}_{1+a+a2} ĺ^{1+b}_{1+b+b2} , ŕřĺů-ěň a > b. Őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő

1 + b 1 + b + b^2 − 1 + a 1 + a + a^2 = (a − b)(a + b + ab) (1 + a + a^2)(1 + b + b^2) > 0. Ğ-ůă 4. Šőůłă ćŋşšřĺ řăćŋőąőůŋőľ šřăŕěűĺĺ śőěďĺŋ£ěšś£ śő ćśěňĺ ćěřÿĺŋăňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ůěšżř-ěţ ŕőńşůěŋŋżţ őšřěğłőć ňőęŋő śńőęĺšĳ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł, ćŕĺśăŋŋżľ^6 ć ¡šş šřăŕěűĺ¿.

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ ABCD | ďăŋŋă£ šřăŕěűĺ£ (AB ĺ CD | ě-ě őśŋőćăŋĺ£), P | ďăŋŋă£ šőůłă. Ŕřĺńőęĺň ł šřăŕěűĺĺ ABCD řăćŋş¿ ěľ šřăŕěűĺ¿ A^′B^′C^′D^′ šăł, ůšőąż ćěřÿĺŋă C^′ śőćňěśšĺńăśĳ ś ćěřÿĺŋőľ A, ă ćěřÿĺŋă B^′ | ś ćěřÿĺŋőľ D. Ŕşśšĳ P^′ | šőůłă šřăŕěűĺĺ A^′B^′C^′D^′, śőőšćěšśšćş¿źă£ šőůłě P . Šőčďă ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł P AP^′D ĺśłőňżľ: őŋ ćŕĺśăŋ ć šřăŕěűĺ¿, őďŋă ąőłőćă£ śšőřőŋă łőšőřőľ ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş P ŕăřăńńěńĳŋő BC, ă ďřşčă£ | ůěřěğ šőůłş P^′ ŕăřăńńěńĳŋő AD.

Ğ-ůă 5. Ĺňěěšś£ łşśőł űěŕĺ ĺğ 60 ğćěŋĳěć, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ćěśĺš 1 č. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ğćěŋĳěć ŋăďő řăśłőćăšĳ, ůšőąż ĺğ őąřăğőćăćÿĺţś£ ůăśšěľ ňőęŋő ążńő śőśšăćĺšĳ ćśě ćěśă ć 1 č, 2 č, 3 č, . . . , 60 č (řăśłőćăŋŋőě ğćěŋő ćěśĺš šőęě 1 č)?

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : 3 ğćěŋă. Ćż£śŋĺň, ŕřĺ łăłőň ŋăĺąőńĳÿěň n ďőśšăšőůŋő řăśłőćăšĳ k ğćěŋĳěć n-ğćěŋŋőľ űěŕĺ, ůšőąż ĺğ őąřăğőćăćÿĺţś£ ůăśšěľ ňőęŋő ążńő śőśšăćĺšĳ ćśě ćěśă őš 1 ďő n. Ěśńĺ řăśłőćăŋő k ğćěŋĳěć, šő ń¿ąőě ůĺśńő ğćěŋĳěć őš 1 ďő k ňőęŋő ŋăąřăšĳ ĺğ ŋĺţ. Ŋő k + 1 ğćěŋĳěć ňż ŋě śňőęěň ŋăąřăšĳ, ěśńĺ ŋě ąşďěš ůăśšĺ ĺğ k + 1 ĺńĺ ňěŋěě ğćěŋĳěć (ňż ğďěśĳ ŋě şůĺšżćăěň řăśłőćăŋŋżě ğćěŋĳ£). Ŋăĺąőńěě ćżčőďŋő ĺňěšĳ ůăśšĳ ĺğ řőćŋő k + 1 ğćěŋĳěć. Šőčďă ňż śňőęěň ŕőńşůĺšĳ ń¿ąőě ůĺśńő ğćěŋĳěć őš 1 ďő 2k + 1. (Ĺŋăůě ňż śňőęěň ŕőńşůĺšĳ ńĺÿĳ ůĺśńő ğćěŋĳěć őš 1 ďő l_1 +k, čďě l_1 6 k.) Ğăšěň ŋăĺąőńěě ćżčőďŋő ĺňěšĳ ůăśšĳ ĺğ 2(k + 1) ğćěŋĳěć, ğăšěň ĺğ 4(k + 1) ğćěŋĳěć ĺ š.ď. Ĺšăł, ěśńĺ ňż řăśłőćăńĺ k ğćěŋĳěć, šő ŋăĺąőńěě ćżčőďŋă śĺšşăűĺ£, łőčďă ŕőńşůěŋŋżě ŕřĺ ¡šőň k + 1 ůăśšěľ śőśšő£š ĺğ k + 1, 2(k + 1), 4(k + 1), 8(k + 1), . . . , 2^k(k + 1) ğćěŋĳěć (řăśłőćăŋŋżě ğćěŋĳ£ ňż ğďěśĳ ŋě şůĺšżćăěň). Ć šăłőň śńşůăě ňőęŋő śőśšăćĺšĳ ń¿ąőě ůĺśńő ğćěŋĳěć őš 1 ďő n = 2^{k+1}(k + 1) − 1. Ĺšăł, ěśńĺ 2^kk 6 n 6 2^{k+1}(k + 1) − 1, šő ňőęŋő őąőľšĺśĳ k řăğřżćăňĺ ĺ ŋěńĳğ£ őąőľšĺśĳ k − 1 řăğřżćăňĺ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ 24 6 n 6 63, šő ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő řăśłőćăŋŋżţ ğćěŋĳěć řăćŋő 3. Ŕőńşůěŋŋżě ŕřĺ řăśłőćłě ůěšżřě ůăśšĺ űěŕĺ ďőńęŋż śőśšő£šĳ ŕřĺ ¡šőň ĺğ 4, 8, 16, 29 ğćěŋĳěć.

6Řăğřěÿăěšś£, ůšőąż ćěřÿĺŋż ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă ńěęăńĺ ŋě šőńĳłő ŋă śšőřőŋăţ šřăŕěűĺĺ, ŋő ĺ ŋă ĺţ ŕřőďőńęěŋĺ£ţ | ŕřĺň. řěď.

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ĺğ ćśěţ ćżŕşłńżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć, ş łőšőřżţ őďŋă śšőřőŋă řăćŋă a ĺ śşňňă ćŋěÿŋĺţ şčńőć ŕřĺ ćěřÿĺŋăţ, ŋě ŕřĺńěčă¿źĺţ ł ¡šőľ śšőřőŋě, řăćŋă 120^∘, ćżąřăšĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋăĺąőńĳÿěľ ŕńőźăďĺ.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : řăćŋőśšőřőŋŋĺľ šřěşčőńĳŋĺł śő śšőřőŋőľ a. Řăśśňőšřĺň ćżŕşłńżľ n-şčőńĳŋĺł A_1 . . . A_n śő śšőřőŋőľ A_1A_n = a, őąńăďă¿źĺľ şłăğăŋŋżň śćőľśšćőň. Ěśńĺ n ¿ 4, šő ¡šőš n-şčőńĳŋĺł ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă (n − 1)-şčőńĳŋĺł A_1 . . . A_{n−3}A^′_{n−2}A^′_{n−1}, čďě A^′_{n−1} = A_n ĺ A^′_{n−2} | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ńşůěľ A_{n−3}A_{n−2} ĺ A_nA_{n−1} (¡šĺ ńşůĺ ŕěřěśěłă¿šś£, ŕőšőňş ůšő śşňňă ćŋěÿŋĺţ şčńőć ŕřĺ ćěřÿĺŋăţ A_{n−2} ĺ A_{n−1} ňěŋĳÿě 180^∘). Ŋőćżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ĺňěěš śšřőčő ą«őńĳÿş¿ ŕńőźăďĳ. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ šřěşčőńĳŋĺłă. Ş řăśśňăšřĺćăěňżţ šřěşčőńĳŋĺłőć ťĺłśĺřőćăŋă śšőřőŋă BC = a ĺ ŕřőšĺćőńěęăźĺľ şčőń̸ A (őŋ řăćěŋ 60^∘). Šőůłă A řăśŕőńőęěŋă ŋă ďşčě őłřşęŋőśšĺ, ĺğ łőšőřőľ őšřěğőł BC ćĺďěŋ ŕőď şčńőň 60^∘. Ŕő¡šőňş ćżśőšă, őŕşźěŋŋă£ ĺğ šőůłĺ A, ňăłśĺňăńĳŋă ć śńşůăě řăćŋőąěďřěŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă.

Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕěřćżě šřĺ űĺťřż ůăśšŋőčő

0, 1234567891011 . . .4748495051 0, 51504948 . . .4321

śşšĳ 0, 239.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ a = 0, 1234 . . . 5051 ĺ b = 0, 5150 . . . 321. Šřěąşěšś£ ďőłăğăšĳ, ůšő 0, 239b 6 a < 0, 24b. Ŋő 0, 515 < b < 0, 516, ŕő¡šőňş 0, 239b < 0, 239 · 0, 516 = 0, 123324 < a ĺ 0, 24b > 0, 24 · 0, 515 = 0, 1236 > a.

Ğ-ůă 3. Ĺňě¿šś£ ďćě łőŋűěŋšřĺůěśłĺě őłřşęŋőśšĺ. Ćőłřşč ňěŋĳÿěľ ĺğ ŋĺţ őŕĺśăŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, űěńĺłőň ŋăţőď£źĺľś£ ćŋşšřĺ ąőńĳÿěľ őłřşęŋőśšĺ. Ĺğ őąźěčő űěŋšřă ŋă śšőřőŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă őŕşźěŋż ŕěřŕěŋďĺłşń£řż, łőšőřżě ŕřőďőńęěŋż ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś ąőńĳÿěľ őłřşęŋőśšĳ¿; łăęďă£ ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ śőěďĺŋěŋă ś łőŋűăňĺ śőőšćěšśšćş¿źěľ śšőřőŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕřĺ łăłőň şśńőćĺĺ ŕőśšřőěŋŋżľ šăł ğć-ěğďůăšżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ąşďěš řăğć-ěřšłőľ ŕĺřăňĺďż?

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő R > 2r, čďě R | řăďĺşś ąőńĳÿěľ őłřşęŋőśšĺ, r řăďĺşś ňěŋĳÿěľ őłřşęŋőśšĺ.

Ůšőąż ŕőńşůĺńăśĳ řăğć-ěřšłă ŕĺřăňĺďż, ŋşęŋő, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńĺśĳ ďćă şśńőćĺ£: 1) ďńĺŋż ďćşţ śšőřőŋ ğć-ěğďůăšőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ćżţőď£źĺţ ĺğ őďŋőľ ćěřÿĺŋż őŕĺśăŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, řăćŋż; 2) śşňňă şčńőć ğć-ěğďůăšőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŕřĺ ćěřÿĺŋăţ, ńěęăźĺţ ŋă ąőńĳÿěľ őłřşęŋőśšĺ, ňěŋĳÿě 360^∘. Ŕěřćőě şśńőćĺě ćżŕőńŋ£ěšś£ ćśěčďă. Ŕőśňőšřĺň, łőčďă ćżŕőńŋ£ěšś£ ćšőřőě şśńőćĺě. Śřăćŋĺň şčőń ŕřĺ ćěřÿĺŋě, ńěęăźěľ ŋă ąőńĳÿěľ őłřşęŋőśšĺ, ś şčńőň, ŕőď łőšőřżň ćĺďŋă śőőšćěšśšćş¿źă£ śšőřőŋă őŕĺśăŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ĺğ űěŋšřă őłřşęŋőśšĺ. İšĺ şčńż řăćŋż, ěśńĺ r = R − r. Ěśńĺ r < R − r, šő ŕěřćżľ şčőń ňěŋĳÿě ćšőřőčő, ă ěśńĺ r > R − r, šő ŕěřćżľ şčőń ąőńĳÿě ćšőřőčő. Őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő śşňňă şčńőć, ŕőď łőšőřżňĺ ćĺďŋż śšőřőŋż őŕĺśăŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ĺğ űěŋšřă őłřşęŋőśšĺ, řăćŋă 360^∘.

Ğ-ůă 4. Ĺňěěšś£ łşśőł űěŕĺ ĺğ 150 ğćěŋĳěć, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ćěśĺš 1 č. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ğćěŋĳěć ŋăďő řăśłőćăšĳ, ůšőąż ĺğ őąřăğőćăćÿĺţś£ ůăśšěľ ňőęŋő ążńő śőśšăćĺšĳ ćśě ćěśă ć 1 č, 2 č, 3 č, . . . , 150 č (řăśłőćăŋŋőě ğćěŋő ćěśĺš šőęě 1 č)?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : 4 ğćěŋă. Śőčńăśŋő řěÿěŋĺ¿ ğăďăůĺ 5 ďń£ 7{8 łńăśśőć ďń£ űěŕĺ, śőśšő£źěľ ĺğ n ğćěŋĳěć, čďě 64 6 n 6 159, ďőśšăšőůŋő řăśłőćăšĳ 4 ğćěŋă.

Ğ-ůă 5. Ďăŋż šřĺ ŕăřăńńěńĳŋżě ŕř£ňżě ŋă řăćŋżţ řăśśšő£ŋĺ£ţ ďřşč őš ďřşčă. Łăł ŋăďő ĺğőąřăęăšĳ šőůłăňĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕř£ňżţ ćěńĺůĺŋż śőŕřőšĺćńěŋĺ£, ŋăŕř£ęěŋĺ£ ĺ śĺńż šőłă ć ŕřőćőďŋĺłě, ůšőąż, ŕřĺłńăďżćă£ ńĺŋěľłş ł šőůłăň, ĺğőąřăęă¿źĺň ğŋăůěŋĺ£ śőŕřőšĺćńěŋĺ£ R ĺ ğŋăůěŋĺ£ śĺńż šőłă I, ŕőńşůĺšĳ ŋă ÿłăńě ŋăŕř£ęěŋĺ£ šőůłş, ĺğőąřăęă¿źş¿ ćěńĺůĺŋş ŋăŕř£ęěŋĺ£ V = I · R (šőůłă łăęďőľ ÿłăńż ĺğőąřăęăěš őďŋő ĺ šőńĳłő őďŋő ůĺśńő).

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ ŋěłőšőřă£ ŕř£ňă£ ŕěřěśěłăěš ďăŋŋżě ŕř£ňżě ć šőůłăţ O_1, O_2, O_3. Ććěď-ěň ŋă ďăŋŋżţ ŕř£ňżţ łőőřďĺŋăšż x, y, z ś ŋăůăńăňĺ łőőřďĺŋăš ć šőůłăţ O_1, O_2, O_3 (ěďĺŋĺűă ďńĺŋż őďŋă ĺ šă ęě ĺ ŋăŕřăćńěŋĺ£ őśěľ őďŋĺ ĺ šě ęě). Ŕőńőęĺň I = 10^x (š.ě. šőůłě ś łőőřďĺŋăšőľ x ňż śőŕőśšăćń£ěň śĺńş šőłă I = 10^x), R = 10^{−2y} ĺ U = 10^{−z}. Šőůłĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ x, y, z ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă x + z = 2y, š.ě. 10^{−z} = 10^x · 10^{−2y}. İšő őğŋăůăěš, ůšő V = I · R.

Ćšőřőľ šşř 7 | 8 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő 1 00 . . . 0 49 500 . . . 0 99 1 ŋě £ćń£ěšś£ łşąőň ŋĺłăłőčő űěńőčő ůĺśńă.

Řěÿ 1. Řăśśňăšřĺćăěňőě ůĺśńő řăćŋő 10^{150} + 5 · 10^{100} + 1. Őŋő ąőńĳÿě (10^{50} + 1)^3 = 10^{150} + 3 · 10^{100} + 3 · 10^{50} + 1, ŋő ňěŋĳÿě (10^{50} + 2)^3 = 10^{150} + 6 · 10^{100} + 12 · 10^{50} + 8.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż šřĺ šőůłĺ A, B, C ĺ šřĺ şčńă̸ D,̸ E,̸ F , ňěŋĳÿĺě 180^∘ ĺ ć śşňňě řăćŋżě 360^∘. Ŕőśšřőĺšĳ ś ŕőňőźĳ¿ ńĺŋěľłĺ ĺ šřăŋśŕőřšĺřă šőůłş O ŕńőśłőśšĺ šăłş¿, ůšő̸ AOB ≠ D, ̸BOC ≠ E,̸ COA ≠ F (ś ŕőňőźĳ¿ šřăŋśŕőřšĺřă ňőęŋő ĺğňěř£šĳ ĺ őšłńăďżćăšĳ şčńż).

Řěÿ 2. Ěśńĺ šřěąşěňă£ šőůłă O śşźěśšćşěš, šő őŋă ďőńęŋż ńěęăšĳ ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ć šăłőň śńşůăě ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋěřăćěŋśšćă̸ D ≮ C,̸ E ≮ A,̸ F ≮ B. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ¡šĺ ŋěřăćěŋśšćă ćżŕőńŋ£¿šś£.

Ŕőśšřőĺň ćŋěÿŋĺň őąřăğőň ŋă śšőřőŋě AB šřěşčőńĳŋĺłă ABC šřěşčőńĳŋĺł ABC_1 šăł, ůšő̸ C_1AB = 180^∘ −̸ E ĺ̸ C_1BA = 180^∘ −̸ F . Ăŋăńőčĺůŋő ŕőśšřőĺň šőůłĺ A_1 ĺ B_1 šăł, ůšő̸ A_1BC = 180^∘ −̸ F , ̸A_1CB = 180^∘ −̸ D,̸ B_1CA = 180^∘ −̸ D ĺ̸ B_1AC = 180^∘ −̸ E. Ŕőłăęěň, ůšő őšřěğłĺ AA_1, BB_1, CC_1 ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě, ŕřĺů-ěň ¡šă šőůłă | ĺśłőňă£ šőůłă O.

Ŕşśšĳ O_1 | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ őŕĺśăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ šřěşčőńĳŋĺłőć AB_1C ĺ A_1BC. Šőčďă̸ AO_1C = ̸F ĺ̸ BO_1C ≠ E. Ĺğ ¡šőčő ńěčłő ćżćőďĺšś£, ůšő őŕĺśăŋŋă£ őłřşęŋőśšĳ šřěşčőńĳŋĺłă ABC_1 šőęě ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş O_1 ĺ̸ AO_1B = D. Ğŋăůĺš,̸ AO_1B_1 ≠ ACB_1 = 180^∘ −̸ D ≠ BCA_1 ≠ BO_1A_1. Ŕő¡šőňş ŕř£ňżě AA_1 ĺ BB_1 ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłě O_1. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő ŕř£ňă£ CC_1 ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş O_1. Şęě ŕřőćěď-ěŋŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ şčńőć ŕőłăğżćă¿š, ůšő O_1 | ¡šő ĺśłőňă£ šőůłă O. Ğ-ůă 3. Ŋă łőŋśşńĳšăűĺĺ ążńő 20 ÿłőńĳŋĺłőć ĺ řăğąĺřăńőśĳ 20 ğăďăů. Őłăğăńőśĳ, ůšő łăęďżľ ĺğ ÿłőńĳŋĺłőć řěÿĺń ďćě ğăďăůĺ ĺ łăęďş¿ ğăďăůş řěÿĺńĺ ďćă ÿłőńĳŋĺłă. Ďőłăęĺšě, ůšő ňőęŋő šăł őřčăŋĺğőćăšĳ řăğąőř ğăďăů, ůšőąż łăęďżľ ÿłőńĳŋĺł řăśśłăğăń őďŋş ĺğ řěÿ-ěŋŋżţ ĺň ğăďăů ĺ ćśě ğăďăůĺ ążńĺ řăğőąřăŋż.

Řěÿ 3. Ŋăůŋ-ěň řăğąőř ğăďăů ś šőčő, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋżľ ÿłőńĳŋĺł řăśśłăęěš őďŋş ĺğ řěÿ-ěŋŋżţ ĺň ğăďăů. Ŕşśšĳ ¡šőš ÿłőńĳŋĺł řěÿĺń ğăďăůĺ a_1 ĺ a_2, ă řăśśłăğăń őŋ ğăďăůş a_1. Šőčďă ěśšĳ řőćŋő őďĺŋ ÿłőńĳŋĺł, łőšőřżľ šőęě řěÿĺń ğăďăůş a_2 (ĺ ěź-ě ğăďăůş a_3). İšőš ÿłőńĳŋĺł řăśśłăęěš ğăďăůş a_2. Ğăšěň ÿłőńĳŋĺł, łőšőřżľ řěÿĺń ğăďăůĺ a_3 ĺ a_4, řăśśłăęěš ğăďăůş a_3 ĺ š.ď. Šăł ňż ďőľď-ěň ďő n-čő ÿłőńĳŋĺłă, łőšőřżľ řěÿĺń ğăďăůĺ a_n ĺ a_k, čďě 1 6 k 6 n − 1. Ŋşęŋő ŕőŋ£šĳ, ůšő ďěńăšĳ, ěśńĺ n < 20. §śŋő, ůšő k = 1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăďăůş a_k, čďě 2 6 k 6 n − 1, řěÿĺńĺ ďćă ÿłőńĳŋĺłă ś ŋőňěřăňĺ k − 1 ĺ k. Ŕşśšĳ n-ľ ÿłőńĳŋĺł řăśśłăęěš ğăďăůş a_n. Ďń£ őśšăćÿĺţś£ ÿłőńĳŋĺłőć ĺ őśšăćÿĺţś£ ğăďăů ćżŕőńŋ£ěšś£ šő ęě śăňőě şśńőćĺě: łăęďżľ ĺğ ÿłőńĳŋĺłőć řěÿĺń ďćě ğăďăůĺ ĺ łăęďş¿ ğăďăůş řěÿĺńĺ ďćă ÿłőńĳŋĺłă. Ŕő¡šőňş ňőęŋő ŕőćšőřĺšĳ šő ęě śăňőě ĺ š.ď.

Ğ-ůă 4. Ŕřőěłűĺěľ šőůłĺ A ĺğ šőůłĺ O ŋă ŕńőśłőśšĳ P ŋăğżćăěšś£ šőůłă A^′, ć łőšőřőľ ŕř£ňă£ OA ŕěřěśěłăěš ŕńőśłőśšĳ P . Ŕřőěłűĺěľ šřěşčőńĳŋĺłă ŋăğżćăěšś£ ťĺčşřă, śőśšő£źă£ ĺğ ćśěţ ŕřőěłűĺľ ěčő šőůěł. Łăłĺňĺ ťĺčşřăňĺ ňőęěš ążšĳ ŕřőěłűĺ£ šřěşčőńĳŋĺłă, ěśńĺ šőůłă O ŋě ńěęĺš ć ěčő ŕńőśłőśšĺ?

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ ABC | ďăŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł. Řăśśňőšřĺň ŕőńŋżľ šř-ěţčřăŋŋżľ şčőń OABC ś ćěřÿĺŋőľ O, śőśšő£źĺľ ĺğ ďćşţ šř-ěţčřăŋŋżţ şčńőć (ř-ěąřăňĺ őďŋőčő şčńă £ćń£¿šś£ ńşůĺ OA, OB, OC, ă ř-ěąřăňĺ ďřşčőčő | ĺţ ŕřőďőńęěŋĺ£). Ŕřőěłűĺ£ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŋă ŕńőśłőśšĳ P śőćŕăďăěš ś ŕěřěśěůěŋĺěň ŕńőśłőśšĺ P ĺ ŕőńŋőčő šř-ěţčřăŋŋőčő şčńă OABC. Ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ćğăĺňŋőčő řăśŕőńőęěŋĺ£ ŕńőśłőśšĺ ĺ šř-ěţčřăŋŋőčő şčńă ćőğŋĺłă¿š śńěďş¿źĺě ćăřĺăŋšż.

1) Ŕńőśłőśšĳ P ŕăřăńńěńĳŋă ďćşň ř-ěąřăň ĺ ŕěřěśěłăěš šřěšĳě. Ć ŕřőěłűĺĺ ŕőńşůăěšś£ şčőń. 2) Ŕńőśłőśšĳ P ŕăřăńńěńĳŋă őďŋőňş řěąřş ĺ ŕěřěśěłăěš ďćă ďřşčĺţ, ŕřĺů-ěň őąă | ś őďŋőľ śšőřőŋż őš ćěřÿĺŋż O. Ć ŕřőěłűĺĺ ŕőńşůăěšś£ ŕőńőśă, őčřăŋĺůěŋŋă£ ďćşň£ ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ŕř£ňżňĺ ĺ ŕěřěśěłă¿źĺňĺ ĺţ šřěšĳěľ ŕř£ňőľ.

3) Ŕńőśłőśšĳ P ŕăřăńńěńĳŋă őďŋőňş řěąřş ĺ ŕěřěśěłăěš ďćă ďřşčĺţ, ŕřĺů-ěň ŕő řăğŋżě śšőřőŋż őš ćěřÿĺŋż O. Ć ŕřőěłűĺĺ ŕőńşůă¿šś£ ďćă şčńă, ş łőšőřżţ śšőřőŋă őďŋőčő śńşęĺš ŕřőďőńęěŋĺěň śšőřőŋż ďřşčőčő, ă ďćě ďřşčĺě śšőřőŋż ŕăřăńńěńĳŋż ĺ ŕřőšĺćőŕőńőęŋő ŋăŕřăćńěŋż.

4) Ŕńőśłőśšĳ P ŕěřěśěłăěš ćśě šřĺ řěąřă, ŕřĺů-ěň ćśě šřĺ | ś őďŋőľ śšőřőŋż őš ćěřÿĺŋż O. Ć ŕřőěłűĺĺ ŕőńşůăěšś£ šřěşčőńĳŋĺł.

5) Ŕńőśłőśšĳ P ŕěřěśěłăěš ćśě šřĺ řěąřă, ŕřĺů-ěň ďćă | ś őďŋőľ śšőřőŋż őš ćěřÿĺŋż O, ă őďŋő | ś ďřşčőľ. Ć ŕřőěłűĺĺ ŕőńşůăěšś£ ťĺčşřă, śőśšő£źă£ ĺğ şčńă ĺ ąěśłőŋěůŋőľ ťĺčşřż, łőšőřă£ őčřăŋĺůěŋă ŕřőďőńęěŋĺ£ňĺ śšőřőŋ ¡šőčő şčńă ĺ ŕř£ňőľ, ĺţ ŕěřěśěłă¿źěľ.

Ğ-ůă 5. Ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ňŋőčőůńěŋă x^{1951} −1 ŋă x^4 + x^3 +2x^2 + x +1 ŕőńşůăěšś£ ůăśšŋőě ĺ őśšăšőł. Ŋăľšĺ ć ůăśšŋőň łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^{14}.

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : −1. Řăćěŋśšćă x^4 + x^3 + 2x^2 + x + 1 = (x^2 + 1)(x^2 + x + 1) ĺ x^{12} − 1 = (x − 1)(x^2 + x +

1)(x^3 + 1)(x^2 + 1)(x^4 − x^2 + 1) ŕőłăğżćă¿š, ůšő

x^4 + x^3 + 2x^2 + x + 1 = x^{12} − 1 (x − 1)(x^3 + 1)(x^4 − x^2 + 1) = = x^{12} − 1 x^8 − x^7 − x^6 + 2x^5 − 2x^3 + x^2 + x − 1 . Ŕő¡šőňş ŕőďěńĺšĳ ňŋőčőůńěŋ x^{1951} − 1 ŋă x^4 + x^3 + 2x^2 + x + 1 | ¡šő šő ęě śăňőě, ůšő śŋăůăńă ŕőďěńĺšĳ ěčő ŋă x^{12} − 1, ă ŕőšőň şňŋőęĺšĳ ŋă x^8 − x^7 − x^6 + 2x^5 − 2x^3 + x^2 + x − 1. Ŋő

x^{1951} − 1 x^{12} − 1

= x^{1939} + x^{1927} + x^{1915} + · · · + x^{19} + x^7 + x^7 − 1 x^{12} − 1 , ŕő¡šőňş ĺśłőňżľ łő¡ťťĺűĺěŋš řăćěŋ łő¡ťťĺűĺěŋšş ŕřĺ x^{14} ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ( x^{1939} + · · · + x^{19} + x^7 + x^7 − 1 x^{12} − 1 ) (x^8 − x^7 − x^6 + 2x^5 − 2x^3 + x^2 + x − 1).

9 | 10 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ćśě ř-ěąřă šřěşčőńĳŋőľ ŕĺřăňĺďż řăćŋż a. Ŋăľšĺ ŋăĺąőńĳÿş¿ ŕńőźăďĳ, łőšőřş¿ ňőęěš ĺňěšĳ őřšőčőŋăńĳŋă£ ŕřőěłűĺ£ ¡šőľ ŕĺřăňĺďż ŋă ŕńőśłőśšĳ.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : a^2/2. Ŕřőěłűĺ£ šěšřă¡ďřă ňőęěš ążšĳ šřěşčőńĳŋĺłőň ĺńĺ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłőň. Ć ŕěřćőň śńşůăě őŋă £ćń£ěšś£ ŕřőěłűĺěľ őďŋőľ ĺğ čřăŋěľ, ŕő¡šőňş ěě ŕńőźăďĳ ŋě ŕřěćőśţőďĺš √ 3a^2/4. Ćő ćšőřőň śńşůăě ďĺăčőŋăńĺ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă £ćń£¿šś£ ŕřőěłűĺ£ňĺ ř-ěąěř šěšřă¡ďřă, ŕő¡šőňş ŕńőźăďĳ őřšőčőŋăńĳŋőľ ŕřőěłűĺĺ, řăćŋă£ ŕőńőćĺŋě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďńĺŋ ďĺăčőŋăńěľ ŋă śĺŋşś şčńă ňěęďş ŋĺňĺ, ŋě ŕřěćőśţőďĺš a^2/2; řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£, łőčďă ŕăřă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ř-ěąěř šěšřă¡ďřă ŕăřăńńěńĳŋă ďăŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ. Őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő √ 3a^2/4 < a^2/2.

Ğ-ůă 2. Ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő ůĺśěń, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ňěŋĳÿě ůěň 1951. Őąźěě ŋăĺňěŋĳÿěě łřăšŋőě ń¿ążţ ďćşţ ĺğ ŋĺţ ąőńĳÿě ůěň 1951. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă őąřăšŋżţ ćěńĺůĺŋ ¡šĺţ ůĺśěń ňěŋĳÿě 2.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ a_1, . . . , a_n | ďăŋŋżě ůĺśńă. Łőńĺůěśšćő ůńěŋőć ř£ďă 1, 2, 3, . . . , 1951, ďěń£źĺţś£ ŋă a_k, řăćŋő

[_{1951} a_k ] . Ŕő şśńőćĺ¿ ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě ń¿ążţ ďćşţ ĺğ ůĺśěń a_1, . . . , a_n ąőńĳÿě 1951, ŕő¡šőňş śřěďĺ ůĺśěń 1, 2, . . . , 1951 ŋěš ŋĺ őďŋőčő ůĺśńă, ďěń£źěčőś£ őďŋőćřěňěŋŋő ŋă ďćă ĺğ ůĺśěń a_1, . . . , a_n. Ŕő¡šőňş ůĺśńő ůńěŋőć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 1, 2, . . . , 1951, ďěń£źĺţś£ ţőš£ ąż ŋă őďŋő ĺğ ůĺśěń a_1, . . . , a_n, řăćŋő [ 1951 a_1 ] + [ 1951 a_2 ] + · · · + [ 1951 a_n ] . Ŋő ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 1, 2, . . . , 1951 ćśěčő 1951 ůńěŋőć, ŕő¡šőňş [ 1951 a_1 ] + [ 1951 a_2 ] + · · · + [ 1951 a_n ] 6 1951.

Şůĺšżćă£, ůšő

[_{1951} a_k ] >^{1951}_{ak} − 1, ŕőńşůăěň ( 1951 a_1 − 1 ) + ( 1951 a_2 − 1 ) + · · · + ( 1951 a_n − 1 ) < 1951,

š.ě. 1951 a_1 + 1951 a_2 + 1951 a_3 + · · · + 1951 a_n < 1951 + n < 2 · 1951.

Śőłřăźă£ őąě ůăśšĺ ŋă 1951, ŕőńşůăěň šřěąşěňőě.

Ğăňěůăŋĺě. Ůĺśńő 1951 ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă ń¿ąőě ďřşčőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő N ¿ 4.

Ğ-ůă 3. Ăćšőąşśŋżľ ňăřÿřşš śőďěřęĺš 14 őśšăŋőćőł (śůĺšă£ ďćě łőŋěůŋżě). Ć ăćšőąşśě őďŋőćřěňěŋŋő ňőčşš ěţăšĳ ŋě ąőńěě 25 ŕăśśăęĺřőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćő ćřěň£ ŕőěğďłĺ ăćšőąşśă ĺğ őďŋőčő łőŋűă ć ďřşčőľ a) ŋăľďşšś£ ćőśěňĳ řăğńĺůŋżţ őśšăŋőćőł A_1, B_1, A_2, B_2, A_3, B_3, A_4, B_4, šăłĺţ, ůšő ŋĺ őďĺŋ ŕăśśăęĺř ŋě ěďěš őš A_1 ďő B_1, ŋĺ őďĺŋ ŕăśśăęĺř ŋě ěďěš őš A_2 ďő B_2, ŋĺ őďĺŋ ŕăśśăęĺř ŋě ěďěš őš A_3 ďő B_3 ĺ ŋĺ őďĺŋ ŕăśśăęĺř ŋě ěďěš őš A_4 ďő B_4;

ą) ňőęěš őłăğăšĳś£, ůšő ŕăśśăęĺřż ěďşš šăłĺň őąřăğőň, ůšő ŋě śşźěśšćşěš 10 řăğńĺůŋżţ őśšăŋőćőł A_1, B_1, A_2, B_2, A_3, B_3, A_4, B_4, A_5, B_5, łőšőřżě őąńăďăńĺ ąż ăŋăńőčĺůŋżňĺ śćőľśšćăňĺ.

Řěÿ 3. ă) Ąşďěň şůĺšżćăšĳ šőńĳłő šěţ ŕăśśăęĺřőć, łőšőřżě ŋăţőď£šś£ ć ăćšőąşśě, łőčďă őŋ ěďěš őš 7-ľ őśšăŋőćłĺ ďő 8-ľ. İšő ąşďşš ć šőůŋőśšĺ šě ŕăśśăęĺřż, łőšőřżě ěďşš őš őśšăŋőćłĺ ś ŋőňěřőň i 6 7 ďő őśšăŋőćłĺ ś ŋőňěřőň j ¿ 8. Ćőğĳň-ěň łćăďřăš 7 × 7, śšřőłĺ łőšőřőčő ğăŋşňěřőćăŋż ůĺśńăňĺ 1, . . . , 7, ă śšőńąűż | ůĺśńăňĺ 8, . . . , 14. Ěśńĺ ć ăćšőąşśě ěśšĳ ŕăśśăęĺř, ěďşźĺľ őš őśšăŋőćłĺ ś ŋőňěřőň i 6 7 ďő őśšăŋőćłĺ ś ŋőňěřőň j ¿ 8, šő őšňěšĺň ć łćăďřăšě łńěšłş, śšő£źş¿ ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ i-ľ śšřőłĺ ĺ j-čő śšőńąűă. Łőńĺůěśšćő őšňěůěŋŋżţ łńěšőł ŕő şśńőćĺ¿ ŋě ąőńĳÿě 25, ŕő¡šőňş ěśšĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě 24 = 4·6 ŋěŕőňěůěŋŋżě łńěšłĺ.

Ďőłăęěň, ůšő ć şłăğăŋŋőň łćăďřăšě 7 × 7 ňőęŋő ćżďěńĺšĳ śšřőłĺ A_1, . . . , A_4 ĺ śšőńąűż B_1, . . . , B_4 šăł, ůšő ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ śšřőłĺ A_i ĺ śšőńąűă B_j śšőĺš ŋěőšňěůěŋŋă£ łńěšłă. Śŋăůăńă ďőłăęěň, ůšő ňőęŋő ćżďěńĺšĳ őďŋş śšřőłş ĺ őďĺŋ śšőńąěű šăł, ůšő ŋă ĺţ ŕěřěśěůěŋĺĺ śšőĺš ŋěőšňěůěŋŋă£ łńěšłă, ă ŕőśńě ĺţ ćżů-ěřłĺćăŋĺ£ őśšă-ěšś£ ŋě ňěŋěě 15 = 3 · 5 ŋěőšňěůěŋŋżţ łńěšőł. Ěśńĺ ć łăęďőň śšőńąűě ĺ ć łăęďőľ śšřőłě ŋě ąőńěě 5 ŋěőšňěůěŋŋżţ łńěšőł, šő ňőęŋő ćğ£šĳ ń¿ąş¿ ŋěőšňěůěŋŋş¿ łńěšłş ĺ ćżďěńĺšĳ śőďěřęăźĺě ě-ě śšřőłş ĺ śšőńąěű. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě ćżďěńěŋŋżě śšřőłă ĺ śšőńąěű śőďěřęăš ŋě ąőńěě 9 ŋěőšňěůěŋŋżţ łńěšőł. Ěśńĺ ć łăłőľ-šő śšřőłě (śšőńąűě) śšőĺš 6 ŋěőšňěůěŋŋżţ łńěšőł, šő śřěďĺ śšőńąűőć (śšřőł), ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ŋěőšňěůěŋŋżě łńěšłĺ ¡šőľ śšřőłĺ (śšőńąűă) ŋăľď-ěšś£ śšőńąěű (śšřőłă), ć łőšőřőň śšőĺš ŋě ąőńěě 4 őšňěůěŋŋżţ šőůěł. Ňőęŋő ćżďěńĺšĳ ¡šĺ śšřőłş ĺ śšőńąěű. Ěśńĺ ć łăłőľ-šő śšřőłě (śšőńąűě) ćśě łńěšłĺ ŋěőšňěůěŋŋżě, šő ŋăľď-ěšś£ śšőńąěű (śšřőłă), ć łőšőřőň śšőĺš ŋě ąőńěě 3 ŋěőšňěůěŋŋżţ šőůěł. Ňőęŋő ćżďěńĺšĳ ¡šĺ śšřőłş ĺ śšőńąěű.

Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕőńşůěŋŋőň łćăďřăšě 6 × 6 ňőęŋő ćżďěńĺšĳ śšřőłş ĺ śšőńąěű, ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ łőšőřżţ śšőĺš ŋěőšňěůěŋŋă£ łńěšłă, šăł, ůšőąż ŕőśńě ĺţ ćżů-ěřłĺćăŋĺ£ őśšăńőśĳ ŋě ňěŋěě 8 = 2 · 4 ŋěőšňěůěŋŋżţ łńěšőł. Ğăšěň ć ŕőńşůěŋŋőň łćăďřăšě 6 × 6 ňőęŋő ćżďěńĺšĳ śšřőłş ĺ śšőńąěű, ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ łőšőřżţ śšőĺš ŋěőšňěůěŋŋă£ łńěšłă, šăł, ůšőąż ŕőśńě ĺţ ćżů-ěřłĺćăŋĺ£ őśšăńőśĳ ŋě ňěŋěě 3 = 1 · 3 ŋěőšňěůěŋŋżţ łńěšőł (ŋăň ďőśšăšőůŋő, ůšőąż őśšăńăśĳ őďŋă ŋěőšňěůěŋŋă£ łńěšłă).

ą) Ŕşśšĳ őš łăęďőľ őśšăŋőćłĺ ś ŋőňěřăňĺ 1, 2, . . . , 10 ďő łăęďőľ ďřşčőľ őśšăŋőćłĺ ś ¡šĺňĺ ŋőňěřăňĺ ěďěš řőćŋő őďĺŋ ŕăśśăęĺř, ă ďăńĳÿě ăćšőąşś ěďěš ŕşśšżň. Ŕőśůĺšăěň, śłőńĳłő ŕăśśăęĺřőć ŋăţőďĺšś£ ć ăćšőąşśě, łőčďă őŋ ěďěš őš őśšăŋőćłĺ ś ŋőňěřőň k ďő őśšăŋőćłĺ ś ŋőňěřőň k +1, čďě 1 6 k 6 9. İšő ąşďşš ć šőůŋőśšĺ šě ŕăśśăęĺřż, łőšőřżě ćőÿńĺ ŋă őśšăŋőćłăţ ś ŋőňěřăňĺ 1, 2, . . . , k ĺ ćżľďşš ŋă őśšăŋőćłăţ ś ŋőňěřăňĺ k + 1, k + 2, . . . , 10 = k + (10 − k). Ćśěčő šăłĺţ ŕăśśăęĺřőć ąşďěš k(10 − k). §śŋő, ůšő k(10 − k) 6 25 (ąőńĳÿě ćśěčő ŕăśśăęĺřőć ć ăćšőąşśě ąşďěš, łőčďă őŋ ěďěš őš őśšăŋőćłĺ 5 ďő őśšăŋőćłĺ 6). Ěśńĺ ŋăň ğăďăŋő 10 řăğńĺůŋżţ őśšăŋőćőł, šő őśšăŋőćłĺ ś ŋőňěřăňĺ 11, 12, 13, 14 ňőčşš ćţőďĺšĳ ŋě ąőńěě ůěň ć 4 ŕăřż ¡šĺţ őśšăŋőćőł; ć ŕ£šş¿ ŕăřş ćţőď£š őśšăŋőćłĺ ś ŋőňěřăňĺ 1, 2, . . . , 10, ă ďń£ ń¿ąőľ šăłőľ ŕăřż őśšăŋőćőł ŋăľď-ěšś£ ŕăśśăęĺř, łőšőřżľ ěďěš őš őďŋőľ őśšăŋőćłĺ ďő ďřşčőľ.

Ğ-ůă 4. Őłřşęŋőśšĳ őąńăďăěš šěň śćőľśšćőň, ůšő ćŋşšřĺ ŋě-ě ňőęŋő ďćĺčăšĳ ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł šăł, ůšőąż łăęďă£ ćěřÿĺŋă šřěşčőńĳŋĺłă őŕĺśżćăńă ¡šş őłřşęŋőśšĳ. Ŋăľšĺ ğăňłŋşšş¿ ŋěŕěřěśěłă¿źş- ¿ś£ łřĺćş¿, őšńĺůŋş¿ őš őłřşęŋőśšĺ, ćŋşšřĺ łőšőřőľ šăłęě ňőęŋő ďćĺčăšĳ ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł šăł, ůšőąż łăęďă£ ěčő ćěřÿĺŋă őŕĺśżćăńă ¡šş łřĺćş¿.

Řěÿ 4. Ćőğĳň-ěň őłřşęŋőśšĳ, řăďĺşś łőšőřőľ řăćěŋ śšőřőŋě ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, őšřěęěň őš ŋě-ě ďćă śěčňěŋšă, ţőřďż łőšőřżţ śš£čĺćă¿š şčőń 120^∘. Śńőęĺň ĺţ ¡šĺţ ďćşţ śěčňěŋšőć ťĺčşřş, ŕřĺńőęĺć ďřşč ł ďřşčş ĺţ ţőřďż. Čřăŋĺűă ¡šőľ ťĺčşřż őąńăďăěš šřěąşěňżň śćőľśšćőň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőňěśšĺň ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ć ¡šş ťĺčşřş šăł, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺś.??? Ğăšěň ąşďěň ŕőćőřăůĺćăšĳ šřěşčőńĳŋĺł ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě ćőłřşč šőůłĺ O_1. Ŕőśńě ŕőćőřőšă ŋă 60^∘ ąşďěň ŕőćőřăůĺćăšĳ šřěşčőńĳŋĺł ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě ćőłřşč šőůłĺ O_2 ĺ š.ď. Ŕőśńě ÿěśšĺ šăłĺţ ŕőćőřőšőć (šř-ěţ ŕăř ŕőćőřőšőć ćőłřşč O_1 ĺ O_2) šřěşčőńĳŋĺł ćěřŋ-ěšś£ ć ĺśţőďŋőě ŕőńőęěŋĺě, ŕřĺů-ěň łăęďă£ ěčő ćěřÿĺŋă őŕĺÿěš ćś¿ łřĺćş¿.

XV őńĺňŕĺăďă (1952)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ´ABC ćŕĺśăŋă őłřşęŋőśšĳ, łőšőřă£ łăśăěšś£ ěčő śšőřőŋ ć šőůłăţ L, M ĺ N. Ďőłăęĺšě, ůšő ´LMN ćśěčďă őśšřőşčőńĳŋżľ (ŋěğăćĺśĺňő őš ćĺďă ´ABC).

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ L, M ĺ N ńěęăš ŋă śšőřőŋăţ BC, CA ĺ AB śőőšćěšśšćěŋŋő. Šřěşčőńĳŋĺłĺ BNL ĺ CLM řăćŋőąěďřěŋŋżě; şčńż ŕřĺ ĺţ őśŋőćăŋĺ£ţ řăćŋż^1_2 (180^∘ −̸ B) ĺ^1_2 (180^∘ −̸ C). Ŕő¡šőňş̸ NLM = 1 2 (180^∘ −̸ A) < 90^∘. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő őśšăńĳŋżě şčńż šřěşčőńĳŋĺłă NLM őśšřżě.

Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě šőęďěśšćő

(ax + by + cz)^2 + (bx + cy + az)^2 + (cx + ay + bz)^2 = = (cx + by + az)^2 + (bx + ay + cz)^2 + (ax + cy + bz)^2.

Řěÿ 2. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őąă ćżřăęěŋĺ£ řăćŋż

(x^2 + y^2 + z^2)(a^2 + b^2 + c^2) + 2(xy + yz + zx)(ab + bc + ca).

Ğ-ůă 3. Ěśńĺ ćśě 6 čřăŋěľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă | řăćŋżě ňěęďş śőąőľ ŕăřăńńěńőčřăňňż, šő őŋĺ śşšĳ řőňąż. Ďőłăęĺšě.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ ĺğ ćěřÿĺŋż ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă ćżţőď£š ř-ěąřă ďńĺŋőľ a, b, c. Šőčďă őďŋă čřăŋĳ £ćń£ěšś£ ŕăřăńńěńőčřăňňőň śő śšőřőŋăňĺ a ĺ b, ă ďřşčă£ čřăŋĳ | ŕăřăńńěńőčřăňňőň śő śšőřőŋăňĺ b ĺ c. İšĺ ŕăřăńńěńőčřăňňż řăćŋż, ŕő¡šőňş a = c. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő a = b = c.

Ğ-ůă 4. Ďćă ůěńőćěłă A ĺ B ďőńęŋż ŕőŕăśšĳ ĺğ ŕşŋłšă M ć ŕşŋłš N, řăśŕőńőęěŋŋżľ ć 15 łň őš M. Ŕěÿłőň őŋĺ ňőčşš ŕěřěďćĺčăšĳś£ śő śłőřőśšĳ¿ 6 łň/ůăś. Łřőňě šőčő, ć ĺţ řăśŕőř£ęěŋĺĺ ěśšĳ ćěńőśĺŕěď, ŋă łőšőřőň ňőęŋő ěţăšĳ śő śłőřőśšĳ¿ 15 łň/ůăś. A őšŕřăćń£ěšś£ ć ŕşšĳ ŕěÿłőň, ă B ěďěš ŋă ćěńőśĺŕěďě ďő ćśšřěůĺ ś ŕěÿěţőďőň C, ĺďşźĺň ĺğ N ĺ M. Ďăńĳÿě B ĺď-ěš ŕěÿłőň, ă C ěďěš ŋă ćěńőśĺŕěďě ďő ćśšřěůĺ ś A ĺ ŕěřěďă-ěš ěňş ćěńőśĺŕěď, ŋă łőšőřőň šőš ĺ ŕřĺěğęăěš ć N.

Łőčďă ďőńęěŋ ćżľšĺ ĺğ N ŕěÿěţőď C, ůšőąż A ĺ B ŕřĺążńĺ ć ŕşŋłš N őďŋőćřěňěŋŋő (ěśńĺ őŋ ĺď-ěš ŕěÿłőň ś šőľ ęě śłőřőśšĳ¿, ůšő A ĺ B)?

Řěÿ 4. Ůšőąż A ĺ B ŕřĺążńĺ ć ŕşŋłš N, őŋĺ ďőńęŋż ŕřőľšĺ ŕěÿłőň őďŋő ĺ šő ęě řăśśšő£ŋĺě x ĺ ŕřőěţăšĳ ŋă ćěńőśĺŕěďě őďŋő ĺ šő ęě řăśśšő£ŋĺě 15 − x. Šőčďă C ďő ćśšřěůĺ ś B šőęě ďőńęěŋ ŕřőľšĺ ŕěÿłőň řăśśšő£ŋĺě x. Ŕő¡šőňş C ďő ćśšřěůĺ ś A ŕřőěďěš ŋă ćěńőśĺŕěďě 15 − 2x, ă ŕőśńě ¡šőčő A ŕřőěďěš ŋă ćěńőśĺŕěďě 15 − x. Ćśěčő A ĺ B ćňěśšě ŕřőěďşš ŋă ćěńőśĺŕěďě 30 − 3x. Ğă ¡šő ęě ćřěň£ B ŕřőľď-ěš ŕěÿłőň x, ŕő¡šőňş^{30−3x}_{15} =^x_6 , š.ě. x = 60/11. B ďő ćśšřěůĺ ś C ěďěš^{15−x}_{15} =^1_{15} ·^{105}_{11} =^7_{11} ůăś, ă C ďő ćśšřěůĺ ś B ĺď-ěš^x_6 =^1_6 ·^{60}_{11} =^{10}_{11} ůăś, ŕő¡šőňş C ďőńęěŋ ćżľšĺ ĺğ M ğă^3_{11} ůăś ďő šőčő, łăł A ĺ B őšŕřăć£šś£ ć ŕşšĳ ĺğ M.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ őřšőűěŋšř ďěńĺš ćżśőšż šřěşčőńĳŋĺłă ć őďŋőň ĺ šőň ęě őšŋőÿěŋĺĺ, šő ¡šőš šřěşčőńĳŋĺł | ŕřăćĺńĳŋżľ.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ H | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ćżśőš AA_1, BB_1 ĺ CC_1 šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ŕő şśńőćĺ¿ A_1H · BH = B_1H · AH. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, šăł łăł šőůłĺ A_1 ĺ B_1 ńěęăš ŋă őłřşęŋőśšĺ ś ďĺăňěšřőň AB, šő A_1H · AH = B_1H · BH. Śńěďőćăšěńĳŋő, AH = BH ĺ A_1H = B_1H, ă ğŋăůĺš, AC = BC. Ăŋăńőčĺůŋő BC = AC. Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě šőęďěśšćő

(ax + by + cz + du)^2 + (bx + cy + dz + au)^2 + (cx + dy + az + bu)^2 +

+ (dx + ay + bz + cu)^2 =

= (dx + cy + bz + au)^2 + (cx + by + az + du)^2 + (bx + ay + dz + cu)^2 + + (ax + dy + cz + bu)^2.

Řěÿ 2. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őąă ćżřăęěŋĺ£ řăćŋż

(x^2 + y^2 + z^2 + u^2)(a^2 + b^2 + c^2 + d^2) + 2(xy + yz + zu + ux)(ab + bc + cd + da) + 4(xz + yu)(ac + bd).

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ďćă ůěńőćěłă A ĺ B ďőńęŋż ŕőŕăśšĳ łăł ňőęŋő śłőřěě ĺğ ŕşŋłšă M ć ŕşŋłš N, řăśŕőńőęěŋŋżľ ć 15 łň őš M. Ŕěÿłőň őŋĺ ňőčşš ŕěřěďćĺčăšĳś£ śő śłőřőśšĳ¿ 6 łň/ůăś. Łřőňě šőčő, ć ĺţ řăśŕőř£ęěŋĺĺ ěśšĳ ćěńőśĺŕěď, ŋă łőšőřőň ňőęŋő ěţăšĳ śő śłőřőśšĳ¿ 15 łň/ůăś. A őšŕřăćń£ěšś£ ć ŕşšĳ ŕěÿłőň, ă B ěďěš ŋă ćěńőśĺŕěďě ďő ćśšřěůĺ ś ŕěÿěţőďőň C, ĺďşźĺň ĺğ N ĺ M. Ďăńĳÿě B ĺď-ěš ŕěÿłőň, ă C ěďěš ŋă ćěńőśĺŕěďě ďő ćśšřěůĺ ś A ĺ ŕěřěďă-ěš ěňş ćěńőśĺŕěď, ŋă łőšőřőň šőš ĺ ŕřĺěğęăěš ć N.

Łőčďă ďőńęěŋ ćżľšĺ ĺğ N ŕěÿěţőď C, ůšőąż ćřěň£, ğăšřăůěŋŋőě A ĺ B ŋă ďőřőčş ć N, ążńő ŋăĺňěŋĳÿĺň (C ĺď-ěš ŕěÿłőň ś šőľ ęě śłőřőśšĳ¿, ůšő A ĺ B; ćřěň£, ğăšřăůěŋŋőě ŋă ďőřőčş, śůĺšăěšś£ őš ňőňěŋšă ćżţőďă A ĺ B ĺğ M ďő ňőňěŋšă ŕřĺążšĺ£ ŕőśńěďŋěčő ĺğ ŋĺţ ć N).

Řěÿ 4. Ůšőąż A ĺ B ğăšřăšĺńĺ ŋă ďőřőčş ŋăĺňěŋĳÿěě ćřěň£, őŋĺ ďőńęŋż ŕřĺążšĳ ć N őďŋőćřěňěŋŋő, š.ě. őŋĺ ďőńęŋż ŕřőľšĺ ŕěÿłőň őďĺŋăłőćżě řăśśšő£ŋĺ£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ A ŕřőţőďĺš ŕěÿłőň řăśśšő£ŋĺě x ĺ ŕřőěğęăěš ŋă ćěńőśĺŕěďě 15 − x, ă B ŕřőţőďĺš y ĺ ŕřőěğęăěš 15 − y. Šőčďă ćřěň£, ğăšřăůěŋŋőě A, řăćŋő^x_6 +^{15−x}_{15} = 1 +^x_{10} , ă ćřěň£, ğăšřăůěŋŋőě B, řăćŋő 1 +^y_{10} . Ŋăś ĺŋšěřěśşěš ňěŋĳÿěě ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń; őŋő ďőńęŋő ążšĳ ŋăĺňěŋĳÿĺň. Ğă šő ęě śăňőě ćřěň£, ğă łőšőřőě A ŕřőţőďĺš ŕěÿłőň řăśśšő£ŋĺě x, B ĺ C şśŕěćă¿š ŕřőěţăšĳ ŋă ćěńőśĺŕěďě řăśśšő£ŋĺě (15 − y) + (15 − y − x). Ŕő¡šőňş^{30−x−2y}_{15} =^x_6 , š.ě. 7x + 4y = 60. Ŕř£ňă£ x = y ŕěřěśěłăěš ŕř£ňş¿ 7x + 4y = 60 ć šőůłě (11/10, 11/10). Ďń£ ń¿ąőľ ďřşčőľ šőůłĺ ŕř£ňőľ 7x + 4y = 60 łőőřďĺŋăšă x ĺńĺ łőőřďĺŋăšă y ąşďěš ąőńĳÿě.

Ğăďăůă ő šőň, łőčďă ďőńęěŋ ćżľšĺ C, ůšőąż A ĺ B ŕřĺążńĺ őďŋőćřěňěŋŋő, | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ğăďăůă 4 ďń£ 7 łńăśśă.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋă čěőňěšřĺůěśłă£ ŕřőčřěśśĺ£, ğŋăňěŋăšěńĳ łőšőřőľ | űěńőě ůĺśńő (ŋě řăćŋőě 0 ĺ −1). Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ń¿ąőčő ůĺśńă ŕřőĺğćőńĳŋő ćżąřăŋŋżţ ě-ě ůńěŋőć ŋě ňőęěš řăćŋ£šĳś£ ŋĺłăłőňş ůńěŋş ¡šőľ ŕřőčřěśśĺĺ.

Řěÿ 1. Łăęďżľ ůńěŋ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě aq^n, n ¿ 0. Śńşůăľ, łőčďă q = 1, őůěćĺďěŋ, ŕő¡šőňş ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő q ≠ 1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşźěśšćş¿š řăğńĺůŋżě űěńżě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ůĺśńă k_1, k_2, . . . , k_{m+1} (m ¿ 2), ďń£ łőšőřżţ

aq^{k1} + aq^{k2} + · · · + aq^{km} = aq^{km+1} . (1)

Ŕşśšĳ l_1 < l_2 < · · · < l_{m+1} | ¡šő ůĺśńă k_1, k_2, . . . , k_{m+1}, ğăŕĺśăŋŋżě ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£. Ŕěřěŕĺÿěň řăćěŋśšćő (1) ć ćĺďě aq^{l1} = ±aq^{l2} ± · · · ± aq^{lm+1} . Ŕőśńě śőłřăźěŋĺ£ ŋă aq^{l1} ŕőńşůĺň

1 = q^{l2−l1} (1 + q^{l3−l2} + · · · + q^{lm+1−l2} ).

Ńěćă£ ůăśšĳ řăćěŋśšćă řăćŋă 1, ă ŕřăćă£ ůăśšĳ ďěńĺšś£ ŋă űěńőě ůĺśńő q^{l2−l1} , ăąśőń¿šŋă£ ćěńĺůĺŋă łőšőřőčő śšřőčő ąőńĳÿě 1. Ŕőńşůěŋő ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ğ-ůă 2. Ďăŋż 3 śłřěźĺćă¿źĺěś£ ŕř£ňżě. Ďőłăęĺšě, ůšő őŋĺ ąşďşš őąźĺňĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£řăňĺ ł śćőĺň őąźĺň ŕěřŕěŋďĺłşń£řăň.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ a^′ ⊥ b ĺ a^′ ⊥ c, b^′ ⊥ c ĺ b^′ ⊥ a, c^′ ⊥ a ĺ c^′ ⊥ b. Šőčďă a ⊥ b^′ ĺ a ⊥ c^′, b ⊥ c^′ ĺ b ⊥ a^′, c ⊥ a^′ ĺ c ⊥ b^′.

Ğ-ůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő | | | x − y 1 − xy | | | < 1, ěśńĺ |x| < 1 ĺ |y| < 1. Řěÿ 3. Ŕő şśńőćĺ¿ 1−x > 0, 1+x > 0, 1−y > 0 ĺ 1+y > 0. Ŕő¡šőňş (1−x)(1+y) > 0 ĺ (1+x)(1−y) > 0, š.ě. 1 − x + y − xy > 0 ĺ 1 + x − y − xy > 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, 1 − xy > x − y ĺ 1 − xy > y − x. Łřőňě šőčő, 1 − xy = |1 − xy|. Ğ-ůă 4. ´ABC řăğąĺš ŕř£ňőľ BD ŋă ďćă šřěşčőńĳŋĺłă. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă řăďĺşśőć őłřşęŋőśšěľ, ćŕĺśăŋŋżţ ć ´ABD ĺ ´DBC, ąőńĳÿě řăďĺşśă őłřşęŋőśšĺ, ćŕĺśăŋŋőľ ć ´ABC.

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ r, r_1 ĺ r_2 | řăďĺşśż ćŕĺśăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ šřěşčőńĳŋĺłőć ABC, ABD ĺ BCD, p, p_1 ĺ p_2 | ĺţ ŕőńşŕěřĺňěšřż, S, S_1 ĺ S_2 | ĺţ ŕńőźăďĺ. Šőčďă S = S_1 + S_2, S = pr, S_1 = p_1r_1 ĺ S_2 = p_2r_2. Ŕő¡šőňş r =^{p1}_p r_1 +^{p2}_p r_2. Ŋő BD < BC + CD, ŕő¡šőňş p_1 < p; ăŋăńőčĺůŋő p_2 < p. Śńěďőćăšěńĳŋő, r < r_1 + r_2.

Ğ-ůă 5. Ďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ űěńżţ ůĺśěń, ŕőśšřőěŋŋă£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: a_1 | ŕřőĺğćőńĳŋőě šř-ěţğŋăůŋőě ůĺśńő, a_2 | śşňňă łćăďřăšőć ěčő űĺťř, a_3 | śşňňă łćăďřăšőć űĺťř ůĺśńă a_2 ĺ š.ď. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ a_1, a_2, a_3, . . .

őą£ğăšěńĳŋő ćśšřěšĺšś£ ńĺąő 1, ńĺąő 4.

Řěÿ 5. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő a_2 6 9^2 ·3 = 243, ă ğŋăůĺš, a_3 6 2^2 +9^2 ·2 = 166. Ěśńĺ 100 6 a_3 6 166, šő a_4 6 1 + 6^2 + 9^2 = 118, ă ěśńĺ 100 6 a_4 6 166, šő a_5 6 2 + 64 < 100. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ńĺÿĳ ďń£ ůĺśěń, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺţ 99. İšő ďěńăěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋőľ ŕřőćěřłőľ. Ňż ąşďěň ćżŕĺśżćăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ďő šěţ ŕőř ŕőłă ŋě ćśšřěšĺšś£ 1, 4 ĺńĺ ůĺśńő, şęě ćśšřěůăćÿěěś£ řăŋěě. Ŕřĺ ¡šőň ňż ąşďěň şůĺšżćăšĳ, ůšő ŕěřěśšăŋőćłă űĺťř ĺ ďőąăćńěŋĺě (şďăńěŋĺě) ŋşń£ ŋě ćńĺ£ěš ŋă ďăńĳŋěľÿĺě ůńěŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň śńěďş¿źĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ: 2, 4; 3, 9, 81, 65, 61, 37, 58, 89, 145, 42, 20, 4; 5, 25, 29, 85; 6, 36, 45, 41, 17, 50; 7, 49, 97, 130, 10; 8, 64, 42; 11, 2; 12, 5; 15, 26, 40; 19, 82, 68, 100; 27, 53, 34, 25; 33, 36; 35, 34; 38, 73; 39, 90; 44, 32; 47, 65; 48, 80; 55, 50; 57, 74; 59, 106; 66, 72; 67, 85; 69, 117, 51; 77, 98; 78, 113, 11; 88, 128, 69; 99, 162, 41.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľďĺšě śőőšŋőÿěŋĺě ňěęďş

arcsin cos arcsin x ĺ arccos sin arccos x.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : arcsin cos arcsin x + arccos sin arccos x =^π_2 .

Ŕşśšĳ arcsin cos arcsin x = α ĺ arccos sin arccos x = β. Šőčďă 0 6 α, β 6 π/2. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, 0 6 cos arcsin x 6 1, ŕőśłőńĳłş −^π_2 6 arcsin x 6^π_2 , ĺ 0 6 sin arccos x 6 1, ŕőśłőńĳłş 0 6 arccos x 6 π. Ďăńěě, sin α = cos arcsin x, ŕő¡šőňş arcsin x = ± (_π 2 − α ) ĺ sin [ ± (_π 2 − α )] = ± cos α; cos β = sin arccos x, ŕő¡šőňş arccos x =^π_2 ∓ β ĺ x = cos (_π 2 ∓ β ) = ± sin β. Ĺğ šőčő, ůšő cos α = sin β(= ±x), śńěďşěš, ůšő α + β =^π_2 .

Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ űěńőň n ¿ 2 ĺ |x| < 1

2^n > (1 − x)^n + (1 + x)^n.

Řěÿ 2. Ŕřĺňěŋĺň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő n. Ŕřĺ n = 2 ŕőńşůăěň (1− x)^2 +(1+ x)^2 = 2(1+ x^2) < 4. Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ, ůšő (1 − x)^n + (1 + x)^n < 2^n. Šőčďă

(1 − x)^{n+1} + (1 + x)^{n+1} < ((1 − x)^n + (1 + x)^n)((1 − x) + (1 + x)) < 2^n · 2 = 2^{n+1}.

Ğ-ůă 3. Ć šř-ěţčřăŋŋżľ şčőń ś ćěřÿĺŋőľ S ćŕĺśăŋă śťěřă ś űěŋšřőň ć šőůłě O. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕńőśłőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šřĺ šőůłĺ łăśăŋĺ£, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ł ŕř£ňőľ SO.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ A, B ĺ C | šőůłĺ łăśăŋĺ£ śťěřż ś čřăŋ£ňĺ. Řăďĺşś OA ŕěřŕěŋďĺłşń£řěŋ łăśăšěńĳŋőľ SA, ŕő¡šőňş̸ SAO = 90^∘. Ăŋăńőčĺůŋő̸ SBO ≠ SCO = 90^∘. Ć ŕř£ňőşčőńĳŋżţ šřěşčőńĳŋĺłăţ SAO, SBO ĺ SCO łăšěšż AO, BO ĺ CO řăćŋż (őŋĺ řăćŋż řăďĺşśş śťěřż), ŕő¡šőňş řăćŋż ĺ śăňĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřőěłűĺĺ ćěřÿĺŋ A, B ĺ C ŋă čĺŕőšěŋşğş SO śőćŕăďă¿š. Ŋő ¡šő łăł řăğ ĺ őğŋăůăěš, ůšő ŕř£ňă£ SO ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ŕńőśłőśšĺ ABC.

Ğ-ůă 4. Ěśńĺ ŕřĺ ń¿ąőň ŕőńőęĺšěńĳŋőň p ćśě łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£

ax^2 + bx + c + p = 0

ďěľśšćĺšěńĳŋż ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋż, šő łő¡ťťĺűĺěŋš a řăćěŋ ŋşń¿. Ďőłăęĺšě.

Řěÿ 4. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő a > 0. Šőčďă ŕřĺ ąőńĳÿĺţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ p ďĺśłřĺňĺŋăŋš D = b^2 −4ac−4ap őšřĺűăšěńěŋ, ŕő¡šőňş ďăŋŋőě şřăćŋěŋĺě ćőőąźě ŋě ĺňěěš ďěľśšćĺšěńĳŋżţ łőřŋěľ. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő a < 0. Šőčďă ŕřĺ ąőńĳÿĺţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ p ŕřőĺğćěďěŋĺě łőřŋěľ, řăćŋőě^{c+p}_a , őšřĺűăšěńĳŋő.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş ŕ£šŋăďűăšĺ şřăćŋěŋĺľ ś ŕ£šŋăďűăšĳ¿ ŋěĺğćěśšŋżňĺ:

1 − x_1x_2 = 0, 1 − x_2x_3 = 0, 1 − x_3x_4 = 0, . . . . . . 1 − x_{14}x_{15} = 0, 1 − x_{15}x_1 = 0.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : x_1 = x_2 = · · · = x_{15} = ±1. §śŋő, ůšő x_2 ≠ 0, ŕő¡šőňş ĺğ ŕěřćőčő ĺ ćšőřőčő şřăćŋěŋĺľ ŕőńşůăěň x_1 = x_3. Ĺğ ćšőřőčő ĺ šřěšĳěčő şřăćŋěŋĺľ ŕőńşůăěň x_2 = x_4 ĺ š.ď. Łřőňě šőčő, ĺğ ŕěřćőčő ĺ ŕőśńěďŋěčő şřăćŋěŋĺľ ŕőńşůăěň x_{15} = x_2. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň x_1 = x_3 = · · · = x_{15} = x_2 = x_4 = · · · = x_{14}. Ŕő¡šőňş ĺğ ŕěřćőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕőńşůăěň x^2_1 = 1, š.ě. x_1 = ±1. Őůěćĺďŋő, ůšő őąă şłăğăŋŋżţ ć őšćěšě ŋăąőřă ŋěĺğćěśšŋżţ ďěľśšćĺšěńĳŋő £ćń£¿šś£ řěÿěŋĺ£ňĺ śĺśšěňż.

Ğ-ůă 2. Ďń£ ćżŕşłńőčő ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă ABCD śőąń¿ďěŋő şśńőćĺě: AB+CD = BC +DA. Ďőłăęĺšě, ůšő őłřşęŋőśšĳ, ćŕĺśăŋŋă£ ć ´ABC, łăśăěšś£ őłřşęŋőśšĺ, ćŕĺśăŋŋőľ ć ´ACD.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ K ĺ L | šőůłĺ łăśăŋĺ£ śő śšőřőŋőľ AC őłřşęŋőśšěľ, ćŕĺśăŋŋżţ ć šřěşčőńĳŋĺłĺ ABC ĺ ADC. Šőčďă 2AK = AB +AC −BC ĺ 2AL = AD +AC −DC. Ŕő¡šőňş ĺğ řăćěŋśšćă AB +CD = BC +AD śńěďşěš, ůšő AK = AL, š.ě. šőůłĺ K ĺ L śőćŕăďă¿š.

Ğ-ůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ łćăďřăš ůĺśńă ŋăůĺŋăěšś£ ś 0, 999 . . . 9 (100 ďěć£šőł), šő ĺ śăňő ůĺśńő ŋăůĺŋăěšś£ ś 0, 999 . . . 9 (100 ďěć£šőł).

Řěÿ 3. Ěśńĺ 0 < a < 1, šő 0 < a^2 < a < 1. Ŕő şśńőćĺ¿ 1 > a^2 ¿ 0, 9 . . . 9 100 . Ŕő¡šőňş 1 > a > 0, 9 . . . 9 100 (ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ůĺśńő a ŕőńőęĺšěńĳŋő).

Ğ-ůă 4. Ďăŋ őšřěğőł AB. Ŋăľďĺšě čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő ćěřÿĺŋ C őśšřőşčőńĳŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć ABC. Řěÿ 4. Ćőğĳň-ěň őłřşęŋőśšĳ S ś ďĺăňěšřőň AB ĺ ŕřőćěď-ěň ć šőůłăţ A ĺ B łăśăšěńĳŋżě l_A ĺ l_B ł ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ. Ĺśłőňżě šőůłĺ ńěęăš śšřőčő ćŋşšřĺ ŕőńőśż, őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕř£ňżňĺ l_A ĺ l_B , ĺ śšřőčő ćŋě őłřşęŋőśšĺ S.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ćżůĺśńĺšĳ ś ÿěśšĳ¿ďěś£šĳ¿ ďěś£šĺůŋżňĺ ğŋăłăňĺ √ 0, 999 . . . 9 60 .

Řěÿ 1. Ěśńĺ 0 < a < 1, šő 0 < a < √ a < 1. Ŕő şśńőćĺ¿ a = 0, 9 . . . 9 60 . Ŕő¡šőňş 1 > √ a > 0, 9 . . . 9 60 . Ğŋăůĺš, √ a = 0, 9 . . . 9 60 . . . Ğ-ůă 2. Ĺğ šőůłĺ C ŕřőćěďěŋż łăśăšěńĳŋżě CA ĺ CB ł őłřşęŋőśšĺ O. Ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ N őłřşęŋőśšĺ őŕşźěŋż ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ND, NE, NF śőőšćěšśšćěŋŋő ŋă ŕř£ňżě AB, CA ĺ CB. Ďőłăęĺšě, ůšő ND ěśšĳ śřěďŋěě ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőě ňěęďş NE ĺ NF .

Řěÿ 2. Ŕř£ňőşčőńĳŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ NBD ĺ NAE, NBF ĺ NAD ŕőďőąŋż, ŕőśłőńĳłş̸ NBD = ̸NAE ĺ̸ NBF ≠ NAD. Śńěďőćăšěńĳŋő, NB : NA = ND : NE ĺ NB : NA = NF : ND, ă ğŋăůĺš, ND : NE = NF : ND, š.ě. ND^2 = NE · NF . Ğ-ůă 3. Ĺňě¿šś£ śěňĳ ęěšőŋőć ś űĺťřăňĺ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋĺ őďŋő śěňĺğŋăůŋőě ůĺśńő, śőśšăćńěŋŋőě ŕőśřěďśšćőň ¡šĺţ ęěšőŋőć, ŋě ďěńĺšś£ ŋă ďřşčőě.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ a ĺ b | śěňĺğŋăůŋżě ůĺśńă, śőśšăćńěŋŋżě ŕőśřěďśšćőň ¡šĺţ ęěšőŋőć. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő a ďěńĺšś£ ŋă b ĺ a ≠ b. Šőčďă a − b šőęě ďěńĺšś£ ŋă b. §śŋő, ůšő^{a−b}_b 6 7. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, a − b ďěńĺšś£ ŋă 9, ă b ŋě ďěńĺšś£ ŋă 9. Ŕő¡šőňş^{a−b}_b ďěńĺšś£ ŋă 9.

Ğ-ůă 4. 99 ŕř£ňżţ řăğąĺćă¿š ŕńőśłőśšĳ ŋă n ůăśšěľ. Ŋăľďĺšě ćśě ćőğňőęŋżě ğŋăůěŋĺ£ n, ňěŋĳÿĺě 199.

Řěÿ 4. Ĺŋďşłűĺěľ ŕő m ńěčłő ďőłăğăšĳ, ůšő m ŕř£ňżţ řăğąĺćă¿š ŕńőśłőśšĳ ŋă 1 + m + x ůăśšěľ, čďě x | łőńĺůěśšćő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šĺţ ŕř£ňżţ ś şů-ěšőň ĺţ łřăšŋőśšěľ (¡šő őğŋăůăěš, ůšő šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ k ŕř£ňżţ śůĺšăěšś£ ğă k − 1 šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£).

Ĺśŕőńĳğş£ ¡šş ťőřňşńş ĺ ĺŋďşłűĺ¿ ŕő m, ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ śřěďĺ ďăŋŋżţ m ŕř£ňżţ ěśšĳ šřĺ ŕř£ňżě, ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ć šř-ěţ řăğńĺůŋżţ šőůłăţ, šő ¡šĺ m ŕř£ňżţ řăğąĺćă¿š ŕńőśłőśšĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă 2m + 1 ůăśšěľ. Ąăğă ĺŋďşłűĺĺ: m = 3; ďăńěě ňż ŕőńĳğşěňś£ šěň, ůšő ŕřőćěďěŋĺě łăęďőľ ŋőćőľ ŕř£ňőľ ďőąăćń£ěš ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćě ŋőćżě ůăśšĺ.

Őąřăźă£śĳ ł şśńőćĺ¿ ğăďăůĺ, ňż ćĺďĺň, ůšő ŋăś ĺŋšěřěśş¿š šőńĳłő łőŋťĺčşřăűĺĺ ŕř£ňżţ, śřěďĺ łőšőřżţ ŋěš šřőěł ŕř£ňżţ, ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ć šř-ěţ řăğŋżţ šőůłăţ. Šăłĺň őąřăğőň, ńĺąő ćśě 99 ŕř£ňżţ ŕăřăńńěńĳŋż, ńĺąő ćśě 99 ŕř£ňżţ ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě, ńĺąő 98 ŕř£ňżţ ŕăřăńńěńĳŋż ĺ őďŋă ŕř£ňă£ ĺţ ŕěřěśěłăěš. Ŕěřćă£ łőŋťĺčşřăűĺ£ řăğąĺćăěš ŕńőśłőśšĳ ŋă 100 ůăśšěľ, ă őąě őśšăńĳŋżě | ŋă 198 ůăśšěľ.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ: 1 − x_1x_2 = 0, 1 − x_2x_3 = 0, 1 − x_3x_4 = 0, . . . . . . 1 − x_{n−1}x_n = 0, 1 − x_nx_1 = 0.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : x_1 = x_2 = · · · = x_n = ±1 ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n, x_1 = x_3 = · · · = x_{n−1} = a ĺ x_2 = x_4 = · · · = x_n =^1_a (a ≠ 0) ŕřĺ ů-ěšŋőň n. Ďń£ ŋěů-ěšŋőčő n řěÿěŋĺě ťăłšĺůěśłĺ ŕřĺćěďěŋő ć řěÿěŋĺĺ ğăďăůĺ 1 ďń£ 7 łńăśśă. Ŕřĺ ů-ěšŋőň n šőůŋő šăł ęě ŕőńşůăěň x_1 = x_3 = · · · = x_{n−1}, x_2 = x_4 = · · · = x_{n−2} ĺ x_2 = x_n. Őůěćĺďŋő, ůšő şłăğăŋŋżě ć őšćěšě ŋăąőřż ŋěĺğćěśšŋżţ £ćń£¿šś£ řěÿěŋĺ£ňĺ ďăŋŋőľ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ.

Ğ-ůă 2. Ŕőňěśšĺšĳ ć ŕőńżľ łşą ś řěąřőň a šřĺ űĺńĺŋďřă ďĺăňěšřă^a_2 ĺ ćżśőšż a šăł, ůšőąż őŋĺ ŋě ňőčńĺ ňěŋ£šĳ śćőěčő ŕőńőęěŋĺ£ ćŋşšřĺ łşąă.

Řěÿ 2. Ěśńĺ őśŋőćăŋĺ£ űĺńĺŋďřă ńěęăš ŋă čřăŋ£ţ łşąă, šő ŋăŕřăćńěŋĺě őśĺ űĺńĺŋďřă ąşďěš ŋěĺğňěŋŋżň ŕřĺ ćśěţ ěčő ŕěřěňěźěŋĺ£ţ ćŋşšřĺ łşąă. Ŕőňěśšĺň šěŕěřĳ ć łşą ďćă űĺńĺŋďřă šăł, ůšőąż ĺţ őśĺ ążńĺ ŕăřăńńěńĳŋż ďćşň ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżň ř-ěąřăň łşąă. Řăďĺşśż űĺńĺŋďřőć řăćŋż a/4, ŕő¡šőňş řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ĺţ őś£ňĺ ŋě ňőęěš ążšĳ ňěŋĳÿě a/2. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, őŋĺ řăśŕőńőęěŋż ćŋşšřĺ ŕőńőśż šőńźĺŋőľ a ňěęďş ďćşň£ ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ŕńőśłőśš£ňĺ. Ŕő¡šőňş řăśśšő£ŋĺě ňěęďş őś£ňĺ ŋě ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě a/2. Śńěďőćăšěńĳŋő, őśĳ łăęďőčő űĺńĺŋďřă ňőęěš ŕěřěňěźăšĳś£ ńĺÿĳ ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ őśĺ ďřşčőčő űĺńĺŋďřă. Ŕěřěňěśšĺň ¡šĺ ďćă űĺńĺŋďřă šăł, ůšőąż őŋĺ łăśăńĺśĳ łşąă ąőłőćżňĺ ŕőćěřţŋőśš£ňĺ, ĺ ć őąřăğőćăćÿĺľś£ ğăğőř ćśšăćĺň šřěšĺľ űĺńĺŋďř, őśĳ łőšőřőčő ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă őś£ň ďćşţ ŕěřćżţ űĺńĺŋďřőć. Ŋőćżľ űĺńĺŋďř ŋě śňőęěš ŕěřěňěźăšĳś£, ŕőśłőńĳłş ŕěřćżľ űĺńĺŋďř ŕőğćőń£ěš ďćĺčăšĳś£ ěčő őśĺ šőńĳłő ć őďŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ă ćšőřőľ űĺńĺŋďř | šőńĳłő ć ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő ŕěřćżě ďćă űĺńĺŋďřă šěŕěřĳ šőęě ŋě śňőčşš ŕěřěňěźăšĳś£.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ć řăćŋőąěďřěŋŋőň ´ABC̸ ABC = 20^∘. Ŋă řăćŋżţ śšőřőŋăţ CB ĺ AB ćğ£šż śőőšćěšśšćěŋŋő šőůłĺ P ĺ Q šăłĺě, ůšő̸ P AC = 50^∘ ĺ̸ QCA = 60^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő̸ P QC = 30^∘.

Řěÿ 4. Ćżąěřěň ŋă śšőřőŋě BC šőůłş R šăł, ůšő̸ CAR = 60^∘. Ŕşśšĳ S | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ CQ ĺ AR (řĺś.???). Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő QP | ąĺśśěłšřĺśă şčńă SQR, řăćŋőčő 60^∘. Ŕřőśšżě ćżůĺśńěŋĺ£ şčńőć ŕőłăğżćă¿š, ůšő̸ AP C = 50^∘. Ŕő¡šőňş šřěşčőńĳŋĺł ACP řăćŋőąěďřěŋŋżľ, ă ğŋăůĺš, P C = AC = SC. Şčőń ŕřĺ ćěřÿĺŋě C řăćŋőąěďřěŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă P CS ŋăň ĺğćěśšěŋ: őŋ řăćěŋ 20^∘, ŕő¡šőňş̸ SP C = 80^∘. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő̸ RSP = 40^∘. Őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő̸ SRP = 40^∘.

Ğ-ůă 5. 200 şůěŋĺłőć ćżśšřőěŋż ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőň ŕő 10 ůěńőćěł ć łăęďőň ŕőŕěřěůŋőň ř£ďş ĺ ŕő 20 ůěńőćěł ć łăęďőň ŕřőďőńĳŋőň ř£ďş. Ć łăęďőň ŕřőďőńĳŋőň ř£ďş ćżąřăŋ śăňżľ ćżśőłĺľ şůěŋĺł, ă ğăšěň ĺğ őšőąřăŋŋżţ 10 ůěńőćěł ćżąřăŋ śăňżľ ŋĺğłĺľ. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ć łăęďőň ŕőŕěřěůŋőň ř£ďş ćżąřăŋ śăňżľ ŋĺğłĺľ şůěŋĺł, ă ğăšěň śřěďĺ őšőąřăŋŋżţ 20 ćżąřăŋ śăňżľ ćżśőłĺľ. Łšő ĺğ ďćőĺţ őłăęěšś£ ćżÿě?

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ A | śăňżľ ŋĺğłĺľ śřěďĺ ćżśőłĺţ, ă B | śăňżľ ćżśőłĺľ śřěďĺ ŋĺğłĺţ. Ŕşśšĳ C śšőĺš ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ ŕřőďőńĳŋőčő ř£ďă, ć łőšőřőň śšőĺš A, ĺ ŕőŕěřěůŋőčő ř£ďă, ć łőšőřőň śšőĺš B. Šőčďă A ŋě ŋĺęě C ĺ C ŋě ŋĺęě B, ŕő¡šőňş A ŋě ŋĺęě B. (Ěśńĺ A ĺ B řăğŋőčő řőśšă, šő A ćżÿě B.)

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă

cos 32x + a_{31} cos 31x + a_{30} cos 30x + · · · + a_1 cos x

ŕřĺŋĺňăěš łăł ŕőńőęĺšěńĳŋżě, šăł ĺ őšřĺűăšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£.

Řěÿ 1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşňňă

cos 32x + a_{31} cos 31x + a_{30} cos 30x + · · · + a_1 cos x

ŕřĺŋĺňăěš šőńĳłő ŕőńőęĺšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ ćśěţ x. Ğăňěŋĺć x ŋă x + π, ŕőńşůĺň, ůšő ćżřăęěŋĺě

cos 32x − a_{31} cos 31x + a_{30} cos 30x − · · · + a_2 cos 2x − a_1 cos x

ŕřĺŋĺňăěš ŕőńőęĺšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ ćśěţ x. Śńőęĺć ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£, ŕőńşůĺň, ůšő śşňňă

cos 32x + a_{30} cos 30x + · · · + a_4 cos 4x + a_2 cos 2x

ŕřĺŋĺňăěš ŕőńőęĺšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ ćśěţ x. Ğăšěň ŕőćšőřĺň šě ęě śăňżě řăśśşęďěŋĺ£, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ğăňěŋ££ x ŋă x+^π_2 , x+^π_4 , x+^π_8 , x+^π_{16} . Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň, ůšő cos 32x ŕřĺŋĺňăěš ŕőńőęĺšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ ćśěţ x. Ŋő ŕřĺ x = π/32 ćżřăęěŋĺě cos 32x ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě −1. Ŕőńşůěŋő ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 9 łńăśśă Ğ-ůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋĺ ŕřĺ łăłőň űěńőň A ňŋőčőůńěŋ 3x^{2n} + Ax^n + 2 ŋě ďěńĺšś£ ŋă ňŋőčőůńěŋ 2x^{2m} + Ax^m + 3.

Řěÿ 3. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňŋőčőůńěŋ 3x^{2n} + Ax^n + 2 ďěńĺšś£ ŋă ňŋőčőůńěŋ 2x^{2m} + Ax^m + 3. Šőčďă ń¿ąőľ łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă 2x^{2m} + Ax^m + 3 £ćń£ěšś£ šăłęě łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă 3x^{2n} + Ax^n + 2. Ěśńĺ x_i | łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă 2x^{2m} + Ax^m + 3, šő x^m_i =^{−A±√A2−24}_4 = α_{1,2}. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő x^m_1 = α_1 ĺ x^m_2 = α_2. Ŕşśšĳ β_{1,2} =^{−A±√A2−24}_6 | łőřŋĺ łćăďřăšŋőčő šř-ěţůńěŋă 3x^2 + Ax + 2.

Śńşůăľ 1. A^2 − 24 > 0.

Ć ¡šőň śńşůăě |α_1| ≠ |α_2|, ŕő¡šőňş x^n_1 = β_1 ĺ x^n_2 = β_2. Ś őďŋőľ śšőřőŋż, |x_1x_2| =^n √ |β_1β_2| =^n √ 2/3 < 1, ă ś ďřşčőľ śšőřőŋż |x_1x_2| =^m √ |α_1α_2| =^m √ 3/2 > 1. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Śńşůăľ 2. A^2 − 24 6 0.

Ć ¡šőň śńşůăě |α_1| = |α_2| = √ 3/2 ĺ |β_1| = |β_2| = √ 2/3. Ŕő¡šőňş, ś őďŋőľ śšőřőŋż, |x_1| =^m √ |α_1| = 2m√ 3/2 > 1, ă ś ďřşčőľ śšőřőŋż, |x_1| =^n √ |β_1| =^{2n} √ 2/3 < 1. Śŋőćă ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă. Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 łńăśśă.

XVI őńĺňŕĺăďă (1953)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć šřăŕěűĺĺ śşňňă şčńőć ŕřĺ ňěŋĳÿěň őśŋőćăŋĺĺ ąőńĳÿě, ůěň ŕřĺ ąőńĳÿěň.

Řěÿ 1. Řăğřěęěň šřăŕěűĺ¿ ŋă ŕăřăńńěńőčřăňň, őďŋőľ ĺğ śšőřőŋ łőšőřőčő śńşęĺš ňěŋĳÿěě őśŋőćăŋĺě šřăŕěűĺĺ, ĺ šřěşčőńĳŋĺł. Śşňňă şčńőć ŕřĺ ąőńĳÿěň őśŋőćăŋĺĺ šřăŕěűĺĺ řăćŋă śşňňě ďćşţ şčńőć ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ŕő¡šőňş őŋă ňěŋĳÿě 180^∘. Ğŋăůĺš, śşňňă şčńőć ŕřĺ ňěŋĳÿěň őśŋőćăŋĺĺ ąőńĳÿě 180^∘.

Ğ-ůă 2. Ŋăľšĺ ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő, ğăŕĺśżćăěňőě őďŋĺňĺ ěďĺŋĺűăňĺ, łőšőřőě ąż ďěńĺńőśĳ ŋă ůĺśńő, śőśšăćńěŋŋőě ĺğ śšă šřőěł (333 . . . 33).

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 11 . . . 1 300 . Ůĺśńő a_n = 11 . . . 1 n ďěńĺšś£ ŋă 33 . . . 3 100 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă n ďěńĺšś£

ŋă 3 ĺ a_n ďěńĺšś£ a_{100}. Ŕőłăęěň, ůšő a_n ďěńĺšś£ ŋă a_m šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă n ďěńĺšś£ ŋă m. §śŋő, ůšő 9a_n = 10^n − 1. Ŕő¡šőňş a_n ďěńĺšś£ ŋă a_m šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă 10^n − 1 ďěńĺšś£ ŋă 10^m − 1. Ŕşśšĳ n = dm + r, čďě 0 6 r < m. Šőčďă

10^n − 1 = (10^{n−m} + 10^{n−2m} + · · · + 10^{n−dm})(10^m − 1) + 10^r − 1.

Ğŋăůĺš, 10^n − 1 ďěńĺšś£ ŋă 10^m − 1 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă n ďěńĺšś£ ŋă m.

Ğ-ůă 3. Řăğďěńĺšĳ őšřěğőł ŕőŕőńăň ś ŕőňőźĳ¿ şčőńĳŋĺłă. (Ś ŕőňőźĳ¿ şčőńĳŋĺłă ňőęŋő ŕřőćőďĺšĳ ŕř£ňżě ĺ ćőśśšăŋăćńĺćăšĳ ŕěřŕěŋďĺłşń£řż, őŕşśłăšĳ ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ŋěńĳğ£.)

Řěÿ 3. Ćőśśšăćĺň ŕěřŕěŋďĺłşń£ř l ł AB ć šőůłě A; őšňěšĺň ŋă ŋěň šőůłĺ C ĺ D. Ćőśśšăćĺň ďăńěě ŕěřŕěŋďĺłşń£ř l^′ ł AB ć šőůłě B, ă ğăšěň ŕřőćěď-ěň ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ł ŕř£ňőľ l ć šőůłăţ C ĺ D ďő ĺţ ŕěřěśěůěŋĺ£ ś l^′ śőőšćěšśšćěŋŋő ć šőůłăţ C^′ ĺ D^′. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ X šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AD^′ ĺ BD ĺ ůěřěğ Y | šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AC^′ ĺ BC. Šőčďă ŕř£ňă£ XY ŕěřěśěłăěš őšřěğőł AB ć ěčő śěřěďĺŋě.

Ğ-ůă 4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň űěńőň ŕőńőęĺšěńĳŋőň n ůĺśńő n^2 + 8n + 15 ŋě ďěńĺšś£ ŋă n + 4. Řěÿ 4. Ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő n^2 + 8n + 15 = (n + 4)^2 − 1.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Šřĺ őłřşęŋőśšĺ ŕőŕăřŋő łăśă¿šś£ ďřşč ďřşčă. Ůěřěğ šřĺ šőůłĺ łăśăŋĺ£ ŕřőćőďĺň őłřşęŋőśšĳ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šă őłřşęŋőśšĳ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ł łăęďőľ ĺğ šř-ěţ ĺśţőďŋżţ. (Şčńőň ňěęďş ďćşň£ őłřşęŋőśš£ňĺ ć šőůłě ĺţ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ şčőń, őąřăğőćăŋŋżľ ĺţ łăśăšěńĳŋżňĺ ć ¡šőľ šőůłě.)

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ A, B, C | šőůłĺ łăśăŋĺ£, A_1, B_1 ĺ C_1 | űěŋšřż ďăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ, ŕřĺů-ěň šőůłĺ A, B ĺ C ńěęăš ŋă őšřěğłăţ B_1C_1, C_1A_1 ĺ A_1B_1 śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă A_1B = A_1C, B_1A = B_1C ĺ C_1A = C_1B. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő A, B ĺ C | šőůłĺ łăśăŋĺ£ ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1 ś ěčő śšőřőŋăňĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ A_1B = A_1C = x, B_1A = B_1C = y ĺ C_1A = C_1B = z. Šőčďă, ŋăŕřĺňěř, x =^{A1B1+A1C1−B1C1}_2 ĺ ďń£ šőůěł łăśăŋĺ£ ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1 śő śšőřőŋăňĺ A_1B_1 ĺ A_1C_1 šăłőě śőőšŋőÿěŋĺě šőęě ćżŕőńŋ£ěšś£. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň, ůšő řăďĺşśż A_1B, B_1C ĺ C_1A ďăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ łăśă¿šś£ őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă. Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă. Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ ŋěřăćěŋśšćő

2 − n řăğ √ 2 + √ 2 + · · · + √ 2 2 − √ 2 + √ 2 + · · · + √ 2 n−1 řăğ

> 1 4 .

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ a = √ 2 + √ 2 + · · · + √ 2 n−1 . Šőčďă √ 2 + √ 2 + · · · + √ 2 n = √ 2 + a.

Šăłĺň őąřăğőň, šřěąşěšś£ ďőłăğăšĳ, ůšő 2 − √ 2 + a 2 − a > 1 4 . Ĺŋďşłűĺěľ ŕő n ńěčłő ďőłăğăšĳ, ůšő a < 2. Ŕő¡šőňş śńěďş¿źĺě ŋěřăćěŋśšćă ¡łćĺćăńěŋšŋż šřěąşěňőňş:

8 − 4 √ 2 + a > 2 − a, 6 + a > 4 √ 2 + a. Ŕőśńě ćőğćěďěŋĺ£ ć łćăďřăš ŕőńşůăěň ŋěřăćěŋśšćő 36 + 12a + a^2 > 32 + 16a, š.ě. (a − 2)^2 > 0.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł, łőőřďĺŋăšż łőšőřżţ (x, y) şďőćńěšćőř£¿š śőőšŋőÿěŋĺ¿ sin (x + y) = 0.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : śěňěľśšćő ŕř£ňżţ, ğăďăŋŋżţ şřăćŋěŋĺ£ňĺ ćĺďă x + y = kπ, čďě k | ŕřőĺğćőńĳŋőě űěńőě ůĺśńő.

Ğ-ůă 2. AB ĺ A_1B_1 | ďćă śłřěźĺćă¿źĺţś£ őšřěğłă. O ĺ O_1 | śőőšćěšśšćěŋŋő ĺţ śěřěďĺŋż. Ďőłăęĺšě, ůšő őšřěğőł OO_1 ňěŋĳÿě ŕőńşśşňňż őšřěğłőć AA_1 ĺ BB_1.

Řěÿ 2. Śńőęĺň řăćěŋśšćă −−→AA_1 = −→AO + −−→OO_1 + −−−→O_1A_1 ĺ −−→BB_1 = −→BO + −−→OO_1 + −−−→O_1B_1. Şůĺšżćă£, ůšő −→AO + −→BO = −→0 ĺ −−−→O_1A_1 + −−−→O_1B_1 = −→0 , ŕőńşůĺň −−→OO_1 =_{12} (−−→AA_1 + −−→BB_1). Ĺğ ¡šőčő šřěąşěňőě ŋěřăćěŋśšćő

śńěďşěš őůěćĺďŋżň őąřăğőň, ŕőśłőńĳłş ŕř£ňżě AA_1 ĺ BB_1 ŋě ňőčşš ążšĳ ŕăřăńńěńĳŋż.

Ğ-ůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋ ćĺďă x^{200}y^{200} + 1 ŋěńĳğ£ ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć őš őďŋőčő šőńĳłő x ĺ őďŋőčő šőńĳłő y.

Řěÿ 3. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşźěśšćş¿š ňŋőčőůńěŋż f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n ĺ g(y) = b_0y^m + b_1y^{m−1} +· · ·+b_m, ďń£ łőšőřżţ f(x)g(y) = x^{200}y^{200} +1. Ŕőńőęĺć x = 0, ŕőńşůĺň a_ng(y) = 1, š.ě. g(y) = 1/a_n ŕřĺ ćśěţ y. Ŕőńőęĺć y = 0, ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůĺň, ůšő f(x) = 1/b_m ŕřĺ ćśěţ x. Šăłĺň őąřăğőň, f(x)g(y) = 1 a_nb_m | łőŋśšăŋšă, ă ťşŋłűĺ£ x

200y^{200} + 1, őůěćĺďŋő, ŋě £ćń£ěšś£ łőŋśšăŋšőľ.

Ğ-ůă 4. A | ćěřÿĺŋă ŕřăćĺńĳŋőčő ğć-ěğďůăšőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă. Ńőňăŋă£ AA_1BB_1CC_1DD_1EE_1 £ćń£- ěšś£ ěčő ćŋěÿŋĺň łőŋšşřőň. Ŕř£ňżě AB ĺ DE ŕřőďőńęěŋż ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ć šőůłě F . Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőşčőńĳŋĺł ABB_1CC_1DED_1 řăćŋőćěńĺł ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłş AD_1EF .

Řěÿ 4. §śŋő, ůšő AB‖EC ĺ AC‖EF . Ŕő¡šőňş ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł ACEF | ŕăřăńńěńőčřăňň. Ć ůăśšŋő- śšĺ, S_{EF A} = S_{ACE} . Ďăńěě, S_{AA1BB1CC1DED1} = S_{ACE} − S_{AED1} + S_{ABB1} + S_{EDC1} ĺ S_{AD1EF} = S_{EF A} + S_{AED1} (řĺś.???). Ŋő S_{AED1} = S_{ABB1} = S_{EDC1} , ŕőśłőńĳłş šřěşčőńĳŋĺłĺ AED_1, ABB_1 ĺ EDC_1 řăćŋż.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 8 łńăśśă.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ ŕř£ňőľ łřşčőćőľ łőŋşś ĺ šőůłă O. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő ćěřÿĺŋ łőŋşśőć, řăćŋżţ ďăŋŋőňş, ś őś£ňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ őśĺ ďăŋŋőčő łőŋşśă, ĺ śőďěřęăźĺţ ćŋşšřĺ ďăŋŋş¿ šőůłş O.

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : łőŋşś (ś ćěřÿĺŋőľ O), śĺňňěšřĺůŋżľ ďăŋŋőňş łőŋşśş őšŋőśĺšěńĳŋő śěřěďĺŋż őšřěğłă OS, čďě S | ćěřÿĺŋă ďăŋŋőčő łőŋşśă.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă. Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă. Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 8 łńăśśă.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ śşňňż ďćşţ ůĺśěń ĺ ĺţ ŋăĺňěŋĳÿěčő őąźěčő łřăšŋőčő řăćěŋ ŋăĺąőńĳÿěňş őąźěňş ďěńĺšěń¿ śăňĺţ ůĺśěń.

Řěÿ 1. Ć ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě ůĺśěń a ĺ b ćţőď£š šőńĳłő šě ŕřőśšżě ďěńĺšěńĺ, łőšőřżě ćţőď£š ć a ĺ b. Šőńĳłő őŋĺ ĺ ňőčşš ćţőďĺšĳ ć ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ śşňňż ĺ ŋăĺňěŋĳÿěčő őąźěčő łřăšŋőčő. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ŕřőśńěďĺšĳ ğă śšěŕěŋĳ¿ łăęďőčő ŕřőśšőčő ňŋőęĺšěń£ őšďěńĳŋő. Ŕşśšĳ a = p^α . . . ĺ b = p^β . . . , ŕřĺů-ěň α 6 β. Šőčďă śşňňă ůĺśěń a ĺ b ĺňěěš ćĺď p^α . . . , ă ĺţ ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě ĺňěěš ćĺď p^β . . . . Ŕő¡šőňş řăśśňăšřĺćăěňżľ ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ĺňěěš ćĺď p^α . . . . Ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ śăňĺţ ůĺśěń a ĺ b ĺňěěš šăłőľ ęě ćĺď.

Ğ-ůă 2. Őłőńő őłřşęŋőśšĺ őŕĺśăŋ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł. Ěčő ďĺăčőŋăńĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ć űěŋšřě ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šőš ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł | řőňą.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł ABCD őŕĺśăŋ ćőłřşč őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň O. Ěśńĺ ďĺăčőŋăńĳ AC ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş O, šő ŕř£ňă£ AC £ćń£ěšś£ őśĳ¿ śĺňňěšřĺĺ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă, ŕő¡šőňş AB = AD ĺ CB = CD. Ă ěśńĺ ďĺăčőŋăńĳ BD ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş O, šő BA = BC ĺ DA = DC.

Ğ-ůă 3. Ć ŕńőśłőśšĺ řăśŕőńőęěŋő 11 ğşąůăšżţ łőń-ěś šăłĺň őąřăğőň, ůšő ŕěřćőě łőńěśő śűěŕńěŋő śćőĺňĺ ğşąűăňĺ śő ćšőřżň, ćšőřőě | ś šřěšĳĺň ĺ š.ď. Ŋăłőŋěű, ŕőśńěďŋěě, őďĺŋŋăďűăšőě, łőńěśő śűěŕńěŋő ś ŕěřćżň. Ňőčşš ńĺ ćřăźăšĳś£ łőń-ěśă šăłőľ śĺśšěňż?

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : ŋěš. Śőśěďŋĺě łőń-ěśă ďőńęŋż ćřăźăšĳś£ ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ. Ŕő¡šőňş łőń-ěśă ś ŋőňěřăňĺ 1 ĺ 11 ďőńęŋż ćřăźăšĳś£ ć őďŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ (ćśě łőń-ěśă ś ŋěů-ěšŋżňĺ ŋőňěřăňĺ ćřăźă¿šś£ ć őďŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ă ś ů-ěšŋżňĺ | ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőň). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, łőń-ěśă ś ŋőňěřăňĺ 1 ĺ 11 śőśěďŋĺě, ŕő¡šőňş őŋĺ ďőńęŋż ćřăźăšĳś£ ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ.

Ğ-ůă 4. Šżś£ůă šőůěł £ćń£ěšś£ ćěřÿĺŋăňĺ ćżŕşłńőčő šżś£ůěşčőńĳŋĺłă, ćŋşšřĺ łőšőřőčő řăśŕőńőęěŋő ěź-ě ŕ£šĳśőš šőůěł šăł, ůšő ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ ŕ£šĺśőš ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ďăŋŋżľ šżś£ůěşčőńĳŋĺł řăğřěğăŋ ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ šăłĺň őąřăğőň, ůšő ćśě şłăğăŋŋżě 1500 šőůěł £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ šřěşčőńĳŋĺłőć ĺ ¡šĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ ŋě ĺňě¿š ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ ćěřÿĺŋ. Śłőńĳłő ŕőńşůĺšś£ šřěşčőńĳŋĺłőć ŕřĺ šăłőň řăğřěğăŋĺĺ?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : 1998. Śşňňă ćśěţ şčńőć ŕőńşůěŋŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć řăćŋă śşňňě şčńőć 1000-şčőńĳŋĺłă ĺ ěź-ě 500 şčńőć 360^∘, śőőšćěšśšćş¿źĺţ 500 ćŋşšřěŋŋĺň šőůłăň. Ğŋăůĺš, śşňňă şčńőć šřěşčőńĳŋĺłőć řăćŋă 998 · 180^∘ + 500 · 360^∘ = (998 + 2 · 500)180^∘. Ŕő¡šőňş łőńĺůěśšćő ŕőńşůěŋŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć řăćŋő 998 + 2 · 500 = 1998.

Ğ-ůă 5. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş x_1 + 2x_2 + 2x_3 + 2x_4 + 2x_5 = 1, x_1 + 3x_2 + 4x_3 + 4x_4 + 4x_5 = 2, x_1 + 3x_2 + 5x_3 + 6x_4 + 6x_5 = 3, x_1 + 3x_2 + 5x_3 + 7x_4 + 8x_5 = 4, x_1 + 3x_2 + 5x_3 + 7x_4 + 9x_5 = 5.

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : x_1 = x_3 = x_5 = 1, x_2 = x_4 = −1.

Ğăŕĺÿěň śŋăůăńă ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě, ŕőšőň ćšőřőě, ĺğ łőšőřőčő ćżůšěŋő ŕěřćőě, ŕőšőň šřěšĳě, ĺğ łőšőřőčő ćżůšěŋő ćšőřőě, ĺ š.ď.:

x_1 + 2x_2 + 2x_3 + 2x_4 + 2x_5 = 1, x_2 + 2x_3 + 2x_4 + 2x_5 = 1, x_3 + 2x_4 + 2x_5 = 1, x_4 + 2x_5 = 1, x_5 = 1.

Šěŕěřĳ ňőęŋő ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŋăľšĺ x_5, x_4, x_3, x_2, x_1.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. a, b, c ĺ d | ďńĺŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ śšőřőŋ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S ěčő ŕńőźăďĳ. Ďőłăğăšĳ, ůšő

S 6^1_4(a + b)(c + d).

Řěÿ 1. Řăğřěęěň ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł ŋă ďćă šřěşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ a ĺ d, b ĺ c. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň 2S 6 ad + bc. Őśšă-ěšś£ ďőłăğăšĳ ŋěřăćěŋśšćő 2S 6 ac + bd. Ďń£ ¡šőčő ŕőśšşŕĺň śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Őšřěęěň šřěşčőńĳŋĺł śő śšőřőŋăňĺ c ĺ d, ŕěřěćěřŋ-ěň ěčő ĺ ŕřĺńőęĺň ł šřěşčőńĳŋĺłş śő śšőřőŋăňĺ a ĺ b šăł, ůšőąż ŕőńşůĺńś£ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł ś ŕőśńěďőćăšěńĳŋżňĺ śšőřőŋăňĺ a, b, c ĺ d. Ŕőńşůěŋŋżľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă ďćă šřěşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ a ĺ c, b ĺ d. Ŕő¡šőňş 2S 6 ac + bd.

Ğ-ůă 2. 1953 űĺťřż ćżŕĺśăŋż ŕő łřşčş. Ĺğćěśšŋő, ůšő ěśńĺ ůĺšăšĳ ¡šĺ űĺťřż ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő őŕřěďěń-ěŋŋőčő ňěśšă, šő ŕőńşůěŋŋőě 1953-ğŋăůŋőě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 27. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŋăůăšĳ ůĺšăšĳ ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě ś ń¿ąőčő ďřşčőčő ňěśšă, šő ŕőńşůěŋŋőě ůĺśńő šăłęě ąşďěš ďěńĺšĳś£ ŋă 27.

Řěÿ 2. Ňż ďőłăęěň šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě, ğăňěŋĺć 1953 ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n, ďěń£źěěś£ ŋă 3. Ŕşśšĳ ůĺśńő a_0 + a_1 · 10 + a_2 · 10^2 + · · · + a_n · 10^{n−1} = a_0 + 10a ďěńĺšś£ ŋă 27. Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő šőčďă ůĺśńő a_1 +a_2 ·10+· · ·+a_n ·10^{n−2}+a_0 ·10^{n−1} = a+10^{n−1}a_0 šőęě ďěńĺšś£ ŋă 27. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ĺţ řăğŋőśšĳ 9a + (1 − 10^{n−1})a_0 ďěńĺšś£ ŋă 27. Ŕşśšĳ x = 9a + (1 − 10^{n−1})a_0 ĺ y = a_0 + 10a. Ůĺśńő x ďěńĺšś£ ŋă 27 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ůĺśńő 10x = 90a + (10 − 10^n)a_0 = 9y + (1 − 10^n)a_0 ďěńĺšś£ ŋă 27. Ŋő ěśńĺ n ďěńĺšś£ ŋă 3, šő ůĺśńő 10^n − 1 = 99 . . . 9 n ďěńĺšś£ ŋă 27.

Ğ-ůă 3. Ŋă őłřşęŋőśšĺ ďăŋż šőůłĺ A_1, A_2, . . . , A_{16}. Ŕőśšřőĺň ćśě ćőğňőęŋżě ćżŕşłńżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ, ćěřÿĺŋż łőšőřżţ ŋăţőď£šś£ śřěďĺ šőůěł A_1, A_2, . . . , A_{16}. Řăğőąĳ-ěň ¡šĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ ŋă ďćě čřşŕŕż. Ć ŕěřćş¿ čřşŕŕş ąşďşš ćţőďĺšĳ ćśě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ, ş łőšőřżţ A_1 £ćń£ěšś£ ćěřÿĺŋőľ. Ćő ćšőřş¿ čřşŕŕş ćţőď£š ćśě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ, ş łőšőřżţ A_1 ć ůĺśńő ćěřÿĺŋ ŋě ćţőďĺš. Ć łăłőľ čřşŕŕě ąőńĳÿě ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć?

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : ćő ćšőřőľ. Łăęďőňş ňŋőčőşčőńĳŋĺłş, ŋě śőďěřęăźěňş šőůłş A_1, ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, śőďěřęăźĺľ šőůłş A_1, ŕřőśšő ďőąăćĺć A_1 ł ěčő ćěřÿĺŋăň. Őąřăšŋă£ őŕěřăűĺ£ (őšąřăśżćăŋĺě ćěřÿĺŋż A_1) ćőğňőęŋă ńĺÿĳ ďń£ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć, ůĺśńő ćěřÿĺŋ łőšőřżţ ŋě ňěŋĳÿě 4.

Ğ-ůă 4. Ć ŕńőśłőśšĺ řăśŕőńőęěŋő n ğşąůăšżţ łőń-ěś šăłĺň őąřăğőň, ůšő ŕěřćőě łőńěśő śűěŕńěŋő śćőĺňĺ ğşąűăňĺ śő ćšőřżň, ćšőřőě | ś šřěšĳĺň ĺ š.ď. Ŋăłőŋěű, ŕőśńěďŋěě łőńěśő śűěŕńěŋő ś ŕěřćżň. Ňőčşš ńĺ ćřăźăšĳś£ łőń-ěśă šăłőľ śĺśšěňż?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : ŕřĺ n ů-ěšŋőň ňőčşš, ŕřĺ n ŋěů-ěšŋőň ŋě ňőčşš. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 3 ďń£ 7 łńăśśă. Ğ-ůă 5. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş

x_1 + 2x_2 + 2x_3 + · · · + 2x_{100} = 1, x_1 + 3x_2 + 4x_3 + · · · + 4x_{100} = 2, x_1 + 3x_2 + 5x_3 + · · · + 6x_{100} = 3, . . . . . . x_1 + 3x_2 + 5x_3 + · · · + 199x_{100} = 100.

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : x_1 = x_3 = · · · = x_{99} = −1, x_2 = x_4 = · · · = x_{100} = 1. Řěÿěŋĺě ăŋăńőčĺůŋő řěÿěŋĺ¿ ğăďăůĺ 5 ďń£ 7 łńăśśă.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Ć ŕńőśłőśšĺ ďăŋ ´A_1A_2A_3 ĺ ŕř£ňă£ l ćŋě ěčő, őąřăğş¿źă£ ś ŕřőďőńęěŋĺěň śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă A_1A_2, A_2A_3, A_3A_1 śőőšćěšśšćěŋŋő şčńż α_3, α_1, α_2. Ůěřěğ šőůłĺ A_1, A_2, A_3 ŕřőćőď£šś£ ŕř£ňżě, őąřăğş¿źĺě ś l śőőšćěšśšćěŋŋő şčńż 2d − α_1, 2d − α_2, 2d − α_3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šĺ ŕř£ňżě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ćśě şčńż őšśůĺšżćă¿šś£ őš ŕř£ňőľ l ć őďŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ. (d őąőğŋăůăěš şčőń 90^∘ | ŕřĺň. řěď.)

Řěÿ 2. Ććěď-ěň ŋă ŕńőśłőśšĺ śĺśšěňş łőőřďĺŋăš, ćżąřăć ŕř£ňş¿ l ć łăůěśšćě őśĺ x. Ŕşśšĳ (a_1, b_1), (a_2, b_2), (a_3, b_3) | łőőřďĺŋăšż ćěřÿĺŋ A_1, A_1, A_3. Ŕř£ňă£ A_2A_3 ğăďă-ěšś£ şřăćŋěŋĺěň x − a_2 a_3 − a_2 = y − b_2 b_3 − b_2 . Ŕř£ňă£, ŕřőćěď-ěŋŋă£ ůěřěğ ćěřÿĺŋş A_1, ğăďă-ěšś£ şřăćŋěŋĺěň, ć łőšőřőň őšŋőÿěŋĺě łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺ x ĺ y šő ęě śăňőě ŕő ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě, ŋő ĺňěěš ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ğŋăł. Šăłĺň őąřăğőň, ¡šă ŕř£ňă£ ğăďă-ěšś£ şřăćŋěŋĺěň x − a_1 a_3 − a_2 + y − b_1 b_3 − b_2

= 0.

Ŋăŕĺÿěň ăŋăńőčĺůŋő şřăćŋěŋĺ£ ŕř£ňżţ, ŕřőćěď-ěŋŋżţ ůěřěğ ćěřÿĺŋż A_2 ĺ A_3. Şňŋőęĺň ńěćżě ůăśšĺ ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ ŋă (a_3 − a_2)(b_3 − b_2), (a_1 − a_3)(b_1 − b_3), (a_2 − a_3)(b_2 − b_3) śőőšćěšśšćěŋŋő ĺ śńőęĺň ĺţ. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő şłăğăŋŋă£ śşňňă šőęďěśšćěŋŋő řăćŋă ŋşń¿. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő ŕř£ňżě, ğăďăŋŋżě ¡šĺňĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ, ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě.

Ğ-ůă 3. Ďăŋż şřăćŋěŋĺ£ ax^2 + bx + c = 0 (1) ĺ −ax^2 + bx + c (2). Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ x_1 ĺ x_2 | śőőšćěšśšćěŋŋő łăłĺě-ńĺąő łőřŋĺ şřăćŋěŋĺľ (1) ĺ (2), šő ŋăľď-ěšś£ šăłőľ łőřěŋĳ x_3 şřăćŋěŋĺ£^a_2 x^2+bx+c = 0, ůšő ńĺąő x_1 6 x_3 6 x_2, ńĺąő x_1 ¿ x_3 ¿ x_2.

Řěÿ 3. Ŕřĺ x = x_1 ĺ ŕřĺ x = x_2 šř-ěţůńěŋ^a_2 x^2 + bx + c ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺ£ −ax^2_1/2 ĺ 3ax^2/2. İšĺ ğŋăůěŋĺ£ ĺňě¿š řăğŋżě ğŋăłĺ, ŕő¡šőňş őďĺŋ ĺğ łőřŋěľ šř-ěţůńěŋă řăśŕőńőęěŋ ňěęďş x_1 ĺ x_2.

Ğ-ůă 4. Ďăŋ ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăğňěřőň 101 × 200 łńěšőł. Ŋăůĺŋă£ őš łăłőľ-ńĺąő şčńőćőľ łńěšłĺ, ĺď-ěň ŕő ďĺăčőŋăńĺ ĺ łăęďżľ řăğ, ďőţőď£ ďő čřăŋĺűż, ňěŋ£ěň ŋăŕřăćńěŋĺě ďćĺęěŋĺ£ ŕő ŕřăćĺńş, şłăğăŋŋőňş ŋă ůěřšěęě (???). Ŕőŕăď-ěň ńĺ ňż łőčďă-ŋĺąşďĳ ć őďŋş ĺğ şčńőćżţ łńěšőł?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : ďă, ŕőŕăď-ěň.

Řăśśňőšřĺň ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăğňěřőň 100 × 199 łńěšőł, ćěřÿĺŋăňĺ łńěšőł łőšőřőčő śńşęăš űěŋšřż łńěšőł ĺśţőďŋőčő ńĺśšă. Ŋă ŋőćőň ńĺśšě ąşňăčĺ őšřăęěŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ŕřăćĺńş őšřăęěŋĺ£ ńşůă śćěšă. Łăęďżľ řăğ, łőčďă ńşů ďőţőďĺš ďő łřă£ ńĺśšă, ąşďěň śŕř£ňń£šĳ ěčő, őšřăęă£ ńĺśš śĺňňěšřĺůŋő őšŋőśĺšěńĳŋő śőőšćěšśšćş¿źěčő łřă£. Ć łćăďřăšě śő śšőřőŋőľ 19 900 ńşů ĺď-ěš ŕő ďĺăčőŋăńĺ; łőŋűż ďĺăčőŋăńĺ śőőšćěšśšćş¿š şčńőćżň łńěšłăň.

Ğ-ůă 5. Řăğřěğăšĳ łşą ŋă šřĺ řăćŋżě ŕĺřăňĺďż.

Řěÿ 5. Ć łăůěśšćě ćěřÿĺŋż ŕĺřăňĺď ňőęŋő ćğ£šĳ őďŋş ĺğ ćěřÿĺŋ łşąă, ă ć łăůěśšćě ĺţ őśŋőćăŋĺľ | šřĺ čřăŋĺ łşąă, ŋě śőďěřęăźĺě ¡šş ćěřÿĺŋş.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ 1 − x 1 + x(x − 1) 2! − · · · + (−1)^n x(x − 1) . . . (x − n + 1) n! = 0.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : 1, 2, . . . , n. Řăćěŋśšćő 1 − k 1 + k(k − 1) 2! − · · · + (−1)^k k(k − 1) . . . 2 · 1 k! = (1 − 1)^k = 0

ŕőłăğżćăěš, ůšő ůĺśńă k = 1, 2, . . . , n £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ ďăŋŋőčő şřăćŋěŋĺ£. Ąőńĳÿě n łőřŋěľ ¡šő şřăćŋěŋĺě ĺňěšĳ ŋě ňőęěš, ŕőśłőńĳłş ěčő śšěŕěŋĳ řăćŋă n.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ŕşśšĳ x_0 = 10^9, x^n =^{x2n−1+2}_{2xn−1} . Ďőłăğăšĳ, ůšő 0 < x_{36} − √ 2 < 10^{−9}.

Řěÿ 3. Ĺğ šőęďěśšćă x_n − √ 2 = x^2_{n−1} + 2 2x_{n−1} − √ 2 = 1 2x_{n−1} (x_{n−1} − √ 2)^2

śřăğş ŕőńşůăěň, ůšő x_n − √ 2 > 0. Łřőňě šőčő, şůĺšżćă£, ůšő^{xn−1−√2}_{xn−1} < 1, ŕőńşůăěň x_n − √ 2 < x_{n−1} − √ 2 2 , (1)

ă, şůĺšżćă£, ůšő x_{n−1} > 1, ŕőńşůăěň x_n − √ 2 < (x_{n−1} − √ 2)^2 2 . (2)

Ĺğ ŋěřăćěŋśšćă (1) śńěďşěš, ůšő x_n − √ 2 <^{x0}_{2n} . Ć ůăśšŋőśšĺ, x_{30} − √ 2 <^{109}_{230} =

(_{103}

2^{10}

)_3 = (_{1000}

1024

)_3 < 1.

Šěŕěřĳ, ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ŋěřăćěŋśšćőň (2), ŕőńşůĺň x_{31} − √ 2 < 1/2, x_{32} − √ 2 < 1/2^3, x_{33} − √ 2 < 1/2^7, x_{34} − √ 2 < 1/2^{15}, x_{35} − √ 2 < 1/2^{31}, x_{36} − √ 2 < 1/2^{63}. Ŕő¡šőňş x_{36} − √ 2 < 1/2^{63} < 1/2^{30} < 1/10^9.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ŋă ąěśłőŋěůŋőľ ÿăţňăšŋőľ ďőśłě śšőĺš łőŋĳ. Ŋăľšĺ ćśě łńěšłĺ, łşďă őŋ ňőęěš ŕőŕăśšĳ ğă 2n ţőďőć.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ łőŋĳ śšőĺš ŋă ů-ěřŋőľ łńěšłě. Ćśě łńěšłĺ, łşďă őŋ ňőęěš ŕőŕăśšĳ ğă 2 ţőďă, ĺğőąřăęěŋż ŋă řĺś.??? Śńşůăľ n = 1 ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżľ. Ŕřĺ n > 1 ňŋőęěśšćő łńěšőł, łşďă ňőęěš ŕőŕăśšĳ łőŋĳ ğă 2n ţőďőć, şśšřőěŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ćőğĳň-ěň łćăďřăš śő śšőřőŋőľ 8n + 1 (łőŋĳ śšőĺš ć űěŋšřě ¡šőčő łćăďřăšă). Őšřěęěň őš ¡šőčő łćăďřăšă ůěšżřě şčőńłă śő śšőřőŋőľ 2n (ŋă řĺś.??? śőőšćěšśšćş¿źă£ ťĺčşřă ĺğőąřăęěŋă ďń£ n = 2). Ğă 2n ţőďőć łőŋĳ ňőęěš ŕőŕăśšĳ ć šőůŋőśšĺ ćő ćśě ů-ěřŋżě łńěšłĺ ŕőńşůěŋŋőľ ťĺčşřż.

Ďőłăęěň ¡šő. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ŕőśńě ŋěů-ěšŋőčő ůĺśńă ţőďőć łőŋĳ ŕőŕăďăěš ŋă ąěńş¿ łńěšłş, ă ŕőśńě ů-ěšŋőčő | ŋă ů-ěřŋş¿. Ĺŋďşłűĺěľ ŕő m ŋěśńőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ m ¿ 3, šő ğă m ţőďőć łőŋĳ ŕőŕăďăěš ć ń¿ąş¿ łńěšłş śőőšćěšśšćş¿źěčő űćěšă (ů-ěřŋőčő ŕřĺ ů-ěšŋőň m ĺ ąěńőčő ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň m) ťĺčşřż, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ŕřĺ őšřěğăŋĺĺ őš łćăďřăšă śő śšőřőŋőľ 4m+1 ůěšżř-ěţ şčőńłőć śő śšőřőŋőľ m. Ŕřĺ m = 3 ¡šő ńěčłő ŕřőćěř£ěšś£, ă ÿăč ĺŋďşłűĺĺ őůěćĺďěŋ.

XVII őńĺňŕĺăďă (1954)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕřăćĺńĳŋş¿ ÿěśšĺłőŋěůŋş¿ ğćěğďş řăğřěğăšĳ ŋă 4 ůăśšĺ šăł, ůšőąż ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ążńő śńőęĺšĳ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 1. Śň. řĺś.??? Ğ-ůă 2. Ďăŋż ďćă ćżŕşłńżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă A_1A_2A_3A_4 . . . A_n ĺ B_1B_2B_3B_4 . . . B_n. Ĺğćěśšŋő, ůšő A_1A_2 =

B_1B_2, A_2A_3 = B_2B_3, . . . , A_nA_1 = B_nB_1 ĺ n−3 şčńă őďŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă řăćŋż śőőšćěšśšćěŋŋżň şčńăň ďřşčőčő. Ąşďşš ńĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ řăćŋż?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : ďă, ąşďşš. Ŕřĺňěŋĺň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő n. Ŕřĺ n = 3 ĺňěěň ďćă šřěşčőńĳŋĺłă, ş łőšőřżţ śőőšćěšśšćěŋŋżě śšőřőŋż řăćŋż. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ďćă n-şčőńĳŋĺłă, čďě n ¿ 4. Ŕő şśńőćĺ¿ ş ŋĺţ ěśšĳ ŕăřă řăćŋżţ śőőšćěšśšćěŋŋżţ şčńőć. Őšřěęěň őš łăęďőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă šřěşčőńĳŋĺł, ďćě śšőřőŋż łőšőřőčő ğăłń¿ůă¿š ďăŋŋżľ şčőń. İšĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ řăćŋż, ŕő¡šőňş ł őśšăćÿĺňś£ (n − 1)-şčőńĳŋĺłăň ňőęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ ŕřěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďşłűĺĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, őšřěğă£ őš řăćŋżţ şčńőć řăćŋżě şčńż, ňż ŕőńşůăěň řăćŋżě şčńż.

Ğ-ůă 3. Őŕřěďěńĺšĳ ůěšżř-ěţğŋăůŋőě ůĺśńő, ěśńĺ ďěńěŋĺě ¡šőčő ůĺśńă ŋă őďŋőğŋăůŋőě ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő śńěďş¿źěľ śţěňě: × × × × | × × × × × × × × × × ă ďěńěŋĺě ¡šőčő ęě ůĺśńă ŋă ďřşčőě őďŋőğŋăůŋőě ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő šăłőľ śţěňě: × × × × | × × × × × × × × × × × × Řěÿ 3. Ő š ć ě š : 1014 (ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 2 ĺ ŋă 3), 1035 (ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 5 ĺ ŋă 9) ĺńĺ 1512 (ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 3 ĺ ŋă 7).

Ćšőřă£ śţěňă ďěńěŋĺ£ ňőęěš ążšĳ šőńĳłő šăłőľ: 1 × × × | × × × × × 1 × × × × × × Ěśńĺ ďăŋŋőě ůĺśńő řăćŋő 1abc, šő śőčńăśŋő ćšőřőľ śţěňě ďěńěŋĺ£ 10 + a − x = 1. Ůĺśńő x ŋě ŕřěćőśţőďĺš 9 ĺ £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ďćşţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ňěŋĳÿĺţ 10. Łřőňě šőčő, śőčńăśŋő ŕěřćőľ śţěňě ďěńěŋĺ£ ůĺśńő 10 + a £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ďćşţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, őšńĺůŋżţ őš 1. Ďń£ a őśšă¿šś£ šřĺ ćőğňőęŋőśšĺ: a = 0, 5 ĺńĺ 6. Ć ŕěřćőľ śţěňě ŕřőĺğćőďĺšś£ ďěńěŋĺě, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋă 2 ĺńĺ 5, ŋă 3 ĺńĺ 5, ŋă 4. Ćő ćšőřőľ | ŋă 3 ĺńĺ 9, 2 ĺńĺ 7, 3 ĺńĺ 5. Ďăńěě, 10b + c ďěńĺšś£ ŋă ůĺśńő, ŋă łőšőřőě ŕřőĺğćőďĺšś£ ďěńěŋĺě ć ŕěřćőľ śţěňě. Ŕěřěąĺřă£ ćőğŋĺłă¿źĺě ć řěğşńĳšăšě ćăřĺăŋšż, ŋăţőďĺň ŕőďţőď£źĺě ůěšżř-ěţğŋăůŋżě ůĺśńă.

Ğ-ůă 4. Śşźěśšćş¿š ńĺ űěńżě ůĺśńă m ĺ n, şďőćńěšćőř£¿źĺě şřăćŋěŋĺ¿ m^2 + 1954 = n^2? Řěÿ 4. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋě śşźěśšćş¿š. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő n^2 − m^2 = 1954. Ěśńĺ őďŋő ĺğ ůĺśěń m ĺ n ů-ěšŋő, ă ďřşčőě ŋěů-ěšŋő, šő ůĺśńő n^2 − m^2 ŋěů-ěšŋő. Ŕő¡šőňş őąă ůĺśńă m ĺ n ńĺąő ů-ěšŋż, ńĺąő ŋěů-ěšŋż. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő šőčďă ůĺśńő n^2 − m^2 ďěńĺšś£ ŋă 4. Ă ůĺśńő 1954 ŋă 4 ŋě ďěńĺšś£.

Ğ-ůă 5. Őŕřěďěńĺšĳ ŋăĺąőńĳÿěě ğŋăůěŋĺě őšŋőÿěŋĺ£ šř-ěţğŋăůŋőčő ůĺśńă ł ůĺśńş, řăćŋőňş śşňňě űĺťř ¡šőčő ůĺśńă.

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : 100. Śşňňă űĺťř šř-ěţğŋăůŋőčő ůĺśńă 100a + 10b + c řăćŋă a + b + c. §śŋő, ůšő

100a+10b+c a+b+c 6 100. Łřőňě šőčő, ďń£ ůĺśńă 100 şłăğăŋŋőě őšŋőÿěŋĺě řăćŋő 100.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺğ łćăďřăšă řăğňěřőň 3 ŋă 3 ćżřěğăšĳ őďŋş ťĺčşřş, łőšőřă£ ŕřěďśšăćń£ěš řăğć-ěřšłş ŕőńŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ łşąă, ďńĺŋă řěąřă łőšőřőčő řăćŋă 1.

Řěÿ 1. Ěśńĺ ňż ćőğĳň-ěň łćăďřăš śő śšőřőŋőľ 1, ŕřĺńőęĺň ł ŋěňş 4 łćăďřăšă śő śšőřőŋőľ 1 ĺ ł łăęďőľ ĺğ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ śšőřőŋ ¡šĺţ ůěšżř-ěţ łćăďřăšőć ŕřĺńőęĺň řăćŋőąěďřěŋŋżľ ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ś čĺŕőšěŋşğőľ 1, šő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ťĺčşřş, łőšőřă£ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ šřěąşěňş¿ řăğć-ěřšłş. İšş ťĺčşřş ňőęŋő ćżřěğăšĳ ĺğ łćăďřăšă śő śšőřőŋőľ 2 √ 2 < 3.

Ğ-ůă 2. Ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłĺ O ćżŕşłńőčő n-şčőńĳŋĺłă őŕşźěŋż ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ŋă śšőřőŋż (ĺńĺ ĺţ ŕřőďőńęěŋĺ£). Ŋă łăęďőň ŕěřŕěŋďĺłşń£řě őš šőůłĺ O ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ł śšőřőŋě ŕőśšřőěŋ ćěłšőř, ďńĺŋă łőšőřőčő řăćŋă ŕőńőćĺŋě ďńĺŋż šőľ śšőřőŋż, ŋă łőšőřş¿ őŕşźěŋ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř. Őŕřěďěńĺšĳ śşňňş ŕőśšřőěŋŋżţ ćěłšőřőć.

Řěÿ 2. Ěśńĺ ňż ŕőćěřŋ-ěň şłăğăŋŋżě ćěłšőřż ŋă 90^∘ ĺ şňŋőęĺň ĺţ ŋă 2, šő őŋĺ ŕřěćřăš£šś£ ć ćěłšőřż śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Śşňňă ćěłšőřőć śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă řăćŋă −→0 , ŕő¡šőňş śşňňă ĺśţőďŋżţ ćěłšőřőć šőęě řăćŋă −→0 .

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă. Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ŋăľšĺ ćśě řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ x ( 1 − 1 2^n ) + y ( 1 − 1 2^{n+1} ) + z ( 1 − 1 2^{n+2} ) = 0,

čďě n = 1, 2, 3, 4, . . .

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : y = −3x, z = 2x (x | ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő).

Ďőłăęěň, ůšő şłăğăŋŋă£ ąěśłőŋěůŋă£ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ ¡łćĺćăńěŋšŋă śĺśšěňě ďćşţ şřăćŋěŋĺľ:

x + y + z = 0, 4x + 2y + z = 0.

Ćő-ŕěřćżţ, ěśńĺ ňż ćżůšěň ĺğ ŕěřćőčő şřăćŋěŋĺ£ ćšőřőě şřăćŋěŋĺě, şňŋőęěŋŋőě ŋă^1_{2n+2} , šő ŕőńşůĺň n-ě şřăćŋěŋĺě ĺśţőďŋőľ śĺśšěňż. Ćő-ćšőřżţ, şęě ĺğ ŕěřćżţ ďćşţ şřăćŋěŋĺľ ĺśţőďŋőľ śĺśšěňż x ( 1 − 1 2 ) + y ( 1 − 1 4 ) + z ( 1 − 1 8 ) = 0, x ( 1 − 1 4 ) + y ( 1 − 1 8 ) + z ( 1 − 1 16 ) = 0

śńěďş¿š şłăğăŋŋżě ďćă şřăćŋěŋĺ£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćżůš£ ĺğ ŕěřćőčő şřăćŋěŋĺ£ ćšőřőě, ŕőńşůĺň^x_4 +^y_8 + z 16 = 0. Ŕřĺąăćĺć ¡šő şřăćŋěŋĺě łő ćšőřőňş şřăćŋěŋĺ¿, ŕőńşůĺň x + y + z = 0.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ x^4_0 + a_1x^3_0 + a_2x^2_0 + a_3x_0 + a_4 = 0, 4x^3_0 + 3a_1x^2_0 + 2a_2x_0 + a_3 = 0,

šő x^4 + a_1x^3 + a_2x^2 + a_3x + a_4 ďěńĺšś£ ŋă (x − x_0)^2.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ f(x) = x^4 + a_1x^3 + a_2x^2 + a_3x + a_4. Ŕő şśńőćĺ¿ f(x_0) = f^′(x_0) = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, x_0 | ďćşłřăšŋżľ łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă f(x), š.ě. ňŋőčőůńěŋ f(x) ďěńĺšś£ ŋă (x − x_0)^2.

Ğ-ůă 2. Ďăŋő ůĺśńő 123456789101112131415 . . .99100. Ćżůěřłŋşšĳ 100 űĺťř šăł, ůšőąż őśšăćÿěěś£ ůĺśńő ążńő ŋăĺąőńĳÿĺň.

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 9999978596061 . . .99100. Ŕřĺ ćżů-ěřłĺćăŋĺĺ ĺğ ďăŋŋőčő ůĺśńă 100 űĺťř ňż ćśěčďă ąşďěň ŕőńşůăšĳ ůĺśńă ś őďŋĺň ĺ šěň ęě ůĺśńőň ğŋăłőć, ŕő¡šőňş ŋşęŋő, ůšőąż ŕěřćżě űĺťřż ążńĺ ŋăĺąőńĳÿĺňĺ ćőğňőęŋżňĺ. Śŋăůăńă ćżůěřłŋěň 84 űĺťřż (ŕőśńěďŋ££ ĺğ ŋĺţ | űĺťřă 4 ć ůĺśńě 49) šăł, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ůĺśńő 999995051 . . .5758596061 . . .99100. Ňż ňőęěň ćżůěřłŋşšĳ ěź-ě 16 űĺťř. Ůšőąż śńěďş¿źěľ ğă 99999 űĺťřőľ ążńă űĺťřă 9, ŋşęŋő ćżůěřłŋşšĳ 19 űĺťř; ňż ¡šőčő śďěńăšĳ ŋě ňőęěň. Őśšăćĺšĳ űĺťřş 8 ňż šőęě ŋě ňőęěň: ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ćżůěřłŋşšĳ 17 űĺťř. Ŋő ňż ňőęěň őśšăćĺšĳ űĺťřş 7, ćżů-ěřłĺćă£ 15 űĺťř 505152535455565. Ŕőśńě ¡šőčő ňż ĺňěěň ŕřăćő ćżůěřłŋşšĳ ńĺÿĳ őďŋş űĺťřş; ¡šő ďőńęŋă ążšĳ űĺťřă 5 ůĺśńă 58.

Ğ-ůă 3. Ďăŋő 100 ůĺśěń a_1, a_2, a_3, . . . , a_{100}, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ£ň:

a_1 − 3a_2 + 2a_3 ¿ 0, a_2 − 3a_3 + 2a_4 ¿ 0, a_3 − 3a_4 + 2a_5 ¿ 0, . . . . . . . . . . . . a_{99} − 3a_{100} + 2a_1 ¿ 0, a_{100} − 3a_1 + 2a_2 ¿ 0.

Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě ůĺśńă a_i řăćŋż ňěęďş śőąőľ.

Řěÿ 3. Śńőęĺň ćśě ¡šĺ ŋěřăćěŋśšćă. Łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ a_k őłăęěšś£ řăćŋżň 1 − 3 + 2 = 0. Šăłĺň őąřăğőň, ş ŋăś ěśšĳ ŋăąőř ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń a_1 − 3a_2 + 2a_3, . . . , śşňňă łőšőřżţ řăćŋă 0. Ğŋăůĺš, łăęďőě ĺğ ůĺśěń řăćŋő 0, š.ě. ş ŋăś ěśšĳ śĺśšěňă ŋě ŋěřăćěŋśšć, ă şřăćŋěŋĺľ. İšĺ şřăćŋěŋĺ£ şďőąŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě (a_1 − a_2) + 2(a_3 − a_2) ¿ 0, (a_2 − a_3) + 2(a_4 − a_3) ¿ 0, . . . . . . (a_{100} − a_1) + 2(a_2 − a_1) ¿ 0.

Ĺğ ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕőńşůăěň a_2 − a_3 = (a_1 − a_2)/2, a_3 − a_4 = (a_2 − a_3)/2 = (a_1 − a_2)/2^2, . . . , a_1 − a_2 = (a_{100} − a_1)/2 = (a_1 − a_2)/2^{100}. Ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ a_1 = a_2. Ŋő šőčďă a_2 = a_3, a_3 = a_4, . . . , a_{100} = a_1.

Ğ-ůă 4. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Ŕşśšĳ A_1, B_1, C_1 | šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AS, BS, CS śőőšćěšśšćěŋŋő śő śšőřőŋăňĺ BC, CA, AB šřěşčőńĳŋĺłă, čďě S | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ćŋşšřěŋŋ££ šőůłă šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ďőłăğăšĳ, ůšő, ŕő łřăľŋěľ ňěřě, ć őďŋőň ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłőć AB_1SC_1, C_1SA_1B, A_1SB_1C şčńż ŕřĺ ćěřÿĺŋăţ C_1, B_1, ĺńĺ C_1, A_1, ĺńĺ A_1, B_1 | őďŋőćřěňěŋŋő őąă ŋěőśšřżě.

Řěÿ 4. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ć łăęďőň ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłőć AB_1SC_1, C_1SA_1B, A_1SB_1C ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďĺŋ ĺğ şčńőć ŕřĺ łăęďőľ ŕăřě ćěřÿĺŋ C_1 ĺ B_1, C_1 ĺ A_1, A_1 ĺ B_1 őśšřżľ. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, ć ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłě AB_1SC_1 şčőń ŕřĺ ćěřÿĺŋě C_1 őśšřżľ. Šőčďă ć ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłě C_1SA_1B şčőń ŕřĺ ćěřÿĺŋě C_1 šşŕőľ, ŕő¡šőňş şčőń ŕřĺ ćěřÿĺŋě A_1 ďőńęěŋ ążšĳ őśšřżň. Šőčďă ć ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłě A_1SB_1C şčőń ŕřĺ ćěřÿĺŋě A_1 šşŕőľ, ŕő¡šőňş şčőń ŕřĺ ćěřÿĺŋě B_1 ďőńęěŋ ążšĳ őśšřżň.

Ŕşśšĳ A_2, B_2, C_2 | őśŋőćăŋĺ£ ćżśőš őŕşźěŋŋżţ ĺğ ćěřÿĺŋ A, B, C ŋă śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă. Šőčďă šőůłă C_1 ďőńęŋă ńěęăšĳ ŋă őšřěğłě BC_2, šőůłă A_1 | ŋă őšřěğłě CA_2, šőůłă B_1 | ŋă őšřěğłě AB_2. Ŋő ć šăłőň śńşůăě őšřěğłĺ AA_1, BB_1 ĺ CC_1 ŋě ňőčşš ŕěřěśěłăšĳś£ ć őďŋőľ šőůłě, ŕőśłőńĳłş őšřěğłĺ AA_2, BB_2 ĺ CC_2 ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě (šőůłě ŕěřěśěůěŋĺ£ ćżśőš). Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ğ-ůă 5. Śşźěśšćş¿š ńĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě ůěšżřě šőůłĺ A, B, C, D šăłĺě, ůšő AB = CD = 8 śň, AC = BD = 10 śň, AD = BC = 13 śň?

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋě śşźěśšćş¿š. Ŋěřăćěŋśšćő 8^2 + 10^2 < 13^2 ŕőłăğżćăěš, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ABC šşŕőşčőńĳŋżľ. Ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ ćśě čřăŋĺ šěšřă¡ďřă ABCD řăćŋż, šő šřěşčőńĳŋĺł ABC ďőńęěŋ ążšĳ őśšřőşčőńĳŋżň. Ń¿ąőňş šěšřă¡ďřş ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď, ŕřőćěď£ ůěřěğ łăęďőě řěąřő šěšřă¡ďřă ŕńőśłőśšĳ, ŕăřăńńěńĳŋş¿ ŕřőšĺćőŕőńőęŋőňş řěąřş. Ěśńĺ ĺśţőďŋżľ šěšřă¡ďř řăćŋőčřăŋŋżľ, šő čřăŋĺ ŕőńşůěŋŋőčő ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă £ćń£¿šś£ ŕăřăńńěńőčřăňňăňĺ ś řăćŋżňĺ ďĺăčőŋăń£ňĺ, š.ě. ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăňĺ. Šăłĺň őąřăğőň, řăćŋőčřăŋŋőňş šěšřă¡ďřş śőőšćěšśšćşěš ŕř£ňőşčőńĳŋżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď. Ěśńĺ ďńĺŋż ř-ěąěř ¡šőčő ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă řăćŋż a, b, c, šő łćăďřăšż ďńĺŋ ř-ěąěř ĺśţőďŋőčő šěšřă¡ďřă řăćŋż a^2 + b^2, b^2 + c^2, c^2 + a^2. Ŋěřăćěŋśšćă (a^2 + b^2) + (b^2 + c^2) > c^2 + a^2 ĺ š.ŕ. ŕőłăğżćă¿š, ůšő čřăŋĺ ĺśţőďŋőčő šěšřă¡ďřă £ćń£¿šś£ őśšřőşčőńĳŋżňĺ šřěşčőńĳŋĺłăňĺ.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě ďěľśšćĺšěńĳŋżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£

x^2 + 2x sin (xy) + 1 = 0.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : x = ±1, y = −^π_2 + kπ.

Ěśńĺ ňż řăśśňőšřĺň ďăŋŋőě şřăćŋěŋĺě łăł łćăďřăšŋőě şřăćŋěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő x, šő ěčő ďĺśłřĺňĺŋăŋš ąşďěš řăćěŋ 4 ( sin^2(xy) − 1 ) . Ďĺśłřĺňĺŋăŋš ďőńęěŋ ążšĳ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżň, ŕő¡šőňş sin^2(xy) ¿ 1, š.ě. sin(xy) = ±1. Řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ x^2 ± 2x + 1 = 0 ĺňě¿š ćĺď x = ∓1. Ďăńěě, ěśńĺ sin(∓y) = ±1, šő sin y = −1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ďăŋő 100 ůĺśěń a_1, a_2, a_3, . . . , a_{100}, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ£ň:

a_1 − 4a_2 + 3a_3 ¿ 0, a_2 − 4a_3 + 3a_4 ¿ 0, a_3 − 4a_4 + 3a_5 ¿ 0, . . . . . . . . . . . . a_{99} − 4a_{100} + 3a_1 ¿ 0, a_{100} − 4a_1 + 3a_2 ¿ 0.

Ĺğćěśšŋő, ůšő a_1 = 1, őŕřěďěńĺšĳ a_2, a_3, . . . , a_{100}.

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : a_1 = a_2 = · · · = a_{100} = 1. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 3 ďń£ 9 łńăśśă. Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă. Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 łńăśśă.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋ ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ. Łăęďżľ şğěń śěšłĺ őąőğŋăůăěšś£ ŋěłőšőřőľ ąşłćőľ. Łăłĺň ŋăĺňěŋĳÿĺň ůĺśńőň řăğńĺůŋżţ ąşłć ŋşęŋő őąőğŋăůĺšĳ ¡šĺ şğńż, ůšőąż ŋă őšřěğłě, śőěďĺŋ£¿źěň ďćă şğńă, őąőğŋăůěŋŋżţ őďĺŋăłőćżňĺ ąşłćăňĺ, ŋăţőďĺńś£, ŕő łřăľŋěľ ňěřě, őďĺŋ şğěń, őąőğŋăůěŋŋżľ őďŋőľ ĺğ ďřşčĺţ ąşłć?

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : ďćşň£ ąşłćăňĺ. İšĺ ąşłćż ŋşęŋő řăśśšăćĺšĳ ć ÿăţňăšŋőň ŕőř£ďłě. Ğ-ůă 2. Čőřőď şśšřőěŋ ŕő ŕńăŋş, ĺğőąřăęěŋŋőňş ŋă řĺś.???. Ĺğ šőůěł A ĺ B őďŋőćřěňěŋŋő ćżěğęă¿š ć őďŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ ďćě ňăÿĺŋż, łőšőřżě ďćĺčă¿šś£ ś őďĺŋăłőćőľ śłőřőśšĳ¿. Ďőěţăć ďő ŕěřěłř-ěśšłă, łăęďă£ ňăÿĺŋă ĺńĺ ŕřőďőńęăěš ďćĺęěŋĺě ć šőň ęě ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ĺńĺ ŕőćőřăůĺćăěš ŋă 120^∘ ćŕřăćő ĺńĺ ćńěćő őš ŋăŕřăćńěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ (śň. řĺś. ???).

Ňőčşš ńĺ ňăÿĺŋż ćśšřěšĺšĳś£?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋě ňőčşš. Ňăÿĺŋż ŕřőěğęă¿š ŕěřěłř-ěśšłĺ ć řăğŋżě ňőňěŋšż ćřěňěŋĺ, ŕő¡šőňş őŋĺ ňőčńĺ ąż ćśšřěšĺšĳś£ šőńĳłő ŋă ŋěłőšőřőľ şńĺűě, ďćĺčă£śĳ ŋăćśšřěůş ďřşč ďřşčş. Ŋő ŋă łăęďőľ şńĺűě ŋăŕřăćńěŋĺě ďćĺęěŋĺ£ ¡šĺţ ňăÿĺŋ őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő (řĺś.???); ďćĺčăšĳś£ ŕő őďŋőľ şńĺűě ć řăğŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ őŋĺ ŋě ňőčşš.

Ğ-ůă 3. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş:

10x_1 + 3x_2 + 4x_3 + x_4 + x_5 = 0, 11x_2 + 2x_3 + 2x_4 + 3x_5 + x_6 = 0, + 15x_3 + 4x_4 + 5x_5 + 4x_6 + x_7 = 0, 2x_1 + x_2 − 3x_3 + 12x_4 − 3x_5 + x_6 + x_7 = 0, 6x_1 − 5x_2 + 3x_3 − x_4 + 17x_5 + x_6 = 0, 3x_1 + 2x_2 − 3x_3 + 4x_4 + x_5 − 16x_6 + 2x_7 = 0, 4x_1 − 8x_2 + x_3 + x_4 − 3x_5 + 19x_7 = 0.

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : x_1 = x_2 = · · · = x_7 = 0.

Ğăŕĺÿěň şřăćŋěŋĺ£ řăśśňăšřĺćăěňőľ śĺśšěňż ć ćĺďě

∑_7 i=1 a_{ij} x_i = 0. Łő¡ťťĺűĺěŋšż a_{ij} őąńăďă¿š śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: |a_{jj} | > ∑ i≠j |aij | ďń£ łăęďőčő j. Ŕşśšĳ x1, . . . , x7 | řěÿěŋĺě řăśśňăšřĺćăěňőľ

śĺśšěňż. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ůĺśěń x_1, . . . , x_7 őšńĺůŋő őš ŋşń£. Ŕşśšĳ x_k | ŋăĺąőńĳÿěě ŕő ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń. Šőčďă |a_{kk}x_k| > | ∑ i≠k aikxi|, ŕő¡šőňş řăćěŋśšćő

∑_7 i=1 a_{ik}x_i = 0 ŋě ňőęěš ćżŕőńŋ£šĳś£. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺğ łńěšůăšőľ ąşňăčĺ ćżřěğăŋ łćăďřăš 17 × 17. Ć łńěšłăţ łćăďřăšă ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ŋăŕĺśăŋż ůĺśńă 1, 2, 3, . . . , 70 ŕő őďŋőňş ĺ šőńĳłő őďŋőňş ůĺśńş ć łăęďőľ łńěšłě.

Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćş¿š ůěšżřě řăğńĺůŋżě łńěšłĺ ś űěŋšřăňĺ ć šőůłăţ A, B, C, D šăłĺě, ůšő AB = CD, AD = BC ĺ śşňňă ůĺśěń, śšő£źĺţ ć łńěšłăţ ś űěŋšřăňĺ ć A ĺ C, řăćŋă śşňňě ůĺśěń ć łńěšłăţ ś űěŋšřăňĺ B ĺ D.

Řěÿ 1. Řăśśňőšřĺň ćśěćőğňőęŋżě ŕăřż łńěšőł, śĺňňěšřĺůŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő űěŋšřă łćăďřăšă. Łőńĺůěśšćő šăłĺţ ŕăř řăćŋő (17^2 − 1)/2 = 144. Śşňňă ůĺśěń, ŋăŕĺśăŋŋżţ ć ďćşţ łńěšłăţ ňőęěš ążšĳ řăćŋă 2, 3, . . . , 140. Ŕő¡šőňş ŋăľďşšś£ ďćě ŕăřż łńěšőł, śĺňňěšřĺůŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő űěŋšřă łćăďřăšă, ś řăćŋżňĺ śşňňăňĺ ŋăŕĺśăŋŋżţ ůĺśěń. Ć łăůěśšćě šőůěł A ĺ C ćőğĳň-ěň űěŋšřż őďŋőľ ŕăřż łńěšőł, ă ć łăůěśšćě šőůěł B ĺ D | űěŋšřż ďřşčőľ ŕăřż.

Ğ-ůă 2. Ďăŋż ůěšżřě ŕř£ňżě m_1, m_2, m_3, m_4, ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ć őďŋőľ šőůłě O. Ůěřěğ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş A_1 ŕř£ňőľ m_1 ŕřőćőďĺň ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ m_4, ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś ŕř£ňőľ m_2 ć šőůłě A_2, ůěřěğ šőůłş A_2 ŕřőćőďĺň ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ m_1, ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś m_3 ć šőůłě A_3, ůěřěğ A_3 ŕřőćőďĺň ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ m_2, ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś ŕř£ňőľ m_4 ć šőůłě A_4, ĺ ůěřěğ šőůłş A_4 ŕřőćőďĺň ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ m_3, ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś m_1 ć šőůłě B.

Ďőłăğăšĳ, ůšő OB <^{OA1}_2 (śň. řĺś. ???). Řěÿ 2. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 2 ďń£ 9 łńăśśă. Ğ-ůă 3. Ďăŋő ůĺśńő H = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 37

(ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕřőśšżţ ůĺśěń). Ŕşśšĳ 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, . . . , H - ćśě ěčő ďěńĺšěńĺ, ćżŕĺśăŋŋżě ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£. Ŕőď ř£ďőň ďěńĺšěńěľ ćżŕĺÿěň ř£ď ĺğ +1 ĺ −1 ŕő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş: ŕőď ěďĺŋĺűěľ +1, ŕőď ůĺśńőň, łőšőřőě řăğńăčăěšś£ ŋă ů-ěšŋőě ůĺśńő ŕřőśšżţ śőňŋőęĺšěńěľ, +1, ĺ ŕőď ůĺśńőň, łőšőřőě řăğńăčăěšś£ ŋă ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő ŕřőśšżţ śőňŋőęĺšěńěľ, −1.

Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ůĺśěń ŕőńşůěŋŋőčő ř£ďă řăćŋă 0.

Řěÿ 3. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ Àů-ěšŋżňÁ ďěńĺšěńĳ, łőšőřżľ řăğńăčăěšś£ ŋă ů-ěšŋőě ůĺśńő ŕřőśšżţ śőňŋőęĺšěńěľ (1 őšŋőśĺšś£ ł Àů-ěšŋżňÁ ďěńĺšěń£ň), ă Àŋěů-ěšŋżňÁ | ďěńĺšěńĳ, łőšőřżľ řăğńăčăěšś£ ŋă ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő ŕřőśšżţ śőňŋőęĺšěńěľ. Ďőłăęěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő k, ůšő ůĺśńő N_k = 2 · 3 · 5 · 7 · · · · · p_k (ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕěřćżţ k ŕřőśšżţ ůĺśěń) ĺňěěš 2^{k−1} Àů-ěšŋżţÁ ďěńĺšěńěľ ĺ 2^{k−1} Àŋěů-ěšŋżţÁ ďěńĺšěńěľ. (Šőčďă ďń£ ůĺśńă N_k řăśśňăšřĺćăěňă£ śşňňă řăćŋă 2^{k−1} − 2^{k−1} = 0.)

Ďń£ ůĺśńă N_1 = 2 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő ďń£ N_k. Ůĺśńő N_{k+1} ĺňěěš 2^{k−1} Àů-ěšŋżţÁ ďěńĺšěńěľ ĺ 2^{k−1} Àŋěů-ěšŋżţÁ ďěńĺšěńěľ, ŋě ďěń£źĺţś£ ŋă p_{k+1} (ćśě ¡šĺ ďěńĺšěńĺ £ćń£¿šś£ ďěńĺšěń£ňĺ ůĺśńă N_k). Ŕőňĺňő ¡šĺţ ďěńĺšěńěľ őŋő ĺňěěš ďěńĺšěńĺ, ďěń£źĺěś£ ŋă ŋă p_{k+1}. Ă ĺňěŋŋő, 2^{k−1} Àů-ěšŋżţÁ ďěńĺšěńěľ, śőőšćěšśšćş¿źĺţ Àŋěů-ěšŋżňÁ ďěńĺšěń£ň ůĺśńă N_k, ĺ 2^{k−1} Àŋěů-ěšŋżţÁ ďěńĺšěńěľ, śőőšćěšśšćş¿źĺţ Àů-ěšŋżňÁ ďěńĺšěń£ň ůĺśńă N_k. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň 2^{k−1} + 2^{k−1} = 2^k Àů-ěšŋżţÁ ďěńĺšěńěľ ĺ 2^k Àŋěů-ěšŋżţÁ ďěńĺšěńěľ.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Śłőńĳłő őśěľ śĺňňěšřĺĺ ňőęěš ĺňěšĳ śěňĺşčőńĳŋĺł? Řěÿ 5. Ő š ć ě š : 0, 1 ĺńĺ 7.

Őśĳ śĺňňěšřĺĺ śěňĺşčőńĳŋĺłă őą£ğăšěńĳŋő ŕřőţőďĺš ůěřěğ őďŋş ĺğ ěčő ćěřÿĺŋ (őśšăńĳŋżě ćěřÿĺŋż řăğąĺćă¿šś£ ŋă ŕăřż śĺňňěšřĺůŋżţ ćěřÿĺŋ). Ŕşśšĳ ş śěňĺşčőńĳŋĺłă ěśšĳ őśĳ śĺňňěšřĺĺ. Šőčďă ş ŋěčő ěśšĳ šřĺ ŕăřż řăćŋżţ şčńőć ĺ šřĺ ŕăřż řăćŋżţ śšőřőŋ. Ćšőřă£ őśĳ śĺňňěšřĺĺ ňőęěš ążšĳ řăśŕőńőęěŋă šřěň£ śşźěśšćěŋŋő řăğńĺůŋżňĺ (ŋě śĺňňěšřĺůŋżňĺ) śŕőśőąăňĺ. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ šř-ěţ śńşůăěć ćśě śšőřőŋż śěňĺşčőńĳŋĺłă őłăğżćă¿šś£ řăćŋżňĺ ĺ ćśě şčńż šőęě.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ďćşţ ńşůăţ l_1 ĺ l_2, ĺśţőď£źĺţ ĺğ šőůłĺ O, őšńőęěŋż őšřěğłĺ OA_1 ĺ OB_1 ŋă ńşůě l_1 ĺ OA_2 ĺ OB_2 ŋă ńşůě l_2; ŕřĺ ¡šőň^{OA1}_{OA2} ≠^{OB1}_{OB2} .

Őŕřěďěńĺšĳ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł S ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ A_1A_2 ĺ B_1B_2 ŕřĺ ćřăźěŋĺĺ ńşůă l_2 őłőńő šőůłĺ O (ńşů l_1 ŋěŕőďćĺęěŋ).

Řěÿ 1. Ŕřĺňěŋĺć šěőřěňş Ňěŋěńă£ ł šřěşčőńĳŋĺłş SA_2B_2 ĺ ŕř£ňőľ l_1, ŕőńşůĺň SA_1 A_2A_1 · A_2O B_2O · B_2B_1 SB_1 = 1.

Ŕřĺ ćřăźěŋĺĺ ńşůă l_2 őšŋőÿěŋĺ£ A_2O : B_2O ĺ B_2B_1 : A_2A_1 őśšă¿šś£ ŕőśšő£ŋŋżňĺ, ŕő¡šőňş őšŋőÿěŋĺě SA_1 : SB_1 šőęě őśšă-ěšś£ ŕőśšő£ŋŋżň. Šőůłĺ A_1 ĺ B_1 ŕřĺ ¡šőň ťĺłśĺřőćăŋż. Čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł S, ďń£ łőšőřżţ őšŋőÿěŋĺě SA_1 : SB_1 ŕőśšő£ŋŋő, | ¡šő őłřşęŋőśšĳ (őłřşęŋőśšĳ Ăŕőńńőŋĺ£).

Ğ-ůă 2. Ďăŋż ůěšżřě ŕř£ňżě m_1, m_2, m_3, m_4, ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ć őďŋőľ šőůłě O. Ůěřěğ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş A_1 ŕř£ňőľ m_1 ŕřőćőďĺň ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ ŕř£ňőľ m_4, ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś ŕř£ňőľ m_2 ć šőůłě A_2, ůěřěğ A_2 ŕřőćőďĺň ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ m_1, ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś m_3 ć šőůłě A_3, ůěřěğ A_3 ŕřőćőďĺň ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ m_2, ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś m_4 ć šőůłě A_4 ĺ ůěřěğ šőůłş A_4 ŕřőćőďĺň ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ m_3, ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ś m_1 ć šőůłě B.

Ďőłăğăšĳ, ůšő OB 6^{OA1}_4 (śň. řĺś. ???).

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ ⃗a = −−→OA_1, ⃗b = −−→OA_2, ⃗c = −−→OA_3, ⃗d = −−→OA_4. Ćżřăğĺň ¡šĺ ćěłšőřż ůěřěğ e_1 = ⃗a ĺ e_2 = ⃗d. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň

⃗b = e_1 + λ_1e_2,

⃗c = ⃗b − λ_2e_1 = (1 − λ_2)e_1 + λ_1e_2,

e_2 = ⃗c − λ_3⃗b = (1 − λ_2 − λ_3)e_1 + (λ_1 − λ_1λ_3)e_2.

Ĺğ ŕőśńěďŋěčő řăćěŋśšćă ćżšěłă¿š śőőšŋőÿěŋĺ£ 1 − λ_2 = λ_3 ĺ λ_1 − λ_1λ_3 = 1. Ŋăłőŋěű, ŕşśšĳ −μe_1 = −→OB. Šőčďă −μe_1 = e_2 − λ_4⃗c = −λ_4(1 − λ_1) − λ_4λ_1e_2, ŕő¡šőňş μ = λ_4(1 − λ_1) ĺ λ_4λ_1 = 1. Şůĺšżćă£ ćśě ¡šĺ śőőšŋőÿěŋĺ£, ŕőńşůăěň μ =^{λ3}_{λ1} = λ_3(1 − λ_3) 6^1_4 .

Ğ-ůă 3. Śšő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń C_1, C_2, . . . , C_{100} şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ£ň

C^2_1 + C^2_2 + . . . C^2_{100} > 10000, C_1 + C_2 + . . . C_{100} < 300.

Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ŋĺţ ňőęŋő ŋăľšĺ šřĺ ůĺśńă, śşňňă łőšőřżţ ąőńĳÿě 100. Řěÿ 3. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő C_1 ¿ C_2 ¿ . . . ¿ C_{100} > 0. Ěśńĺ C_1 ¿ 100, šő C_1 + C_2 + C_3 > 100. Ŕő¡šőňş ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő C_1 < 100. Šőčďă 100 − C_1 > 0, 100 − C_2 > 0, C_1 − C_2 ¿ 0 ĺ C_1 − C_3 ¿ 0, ŕő¡šőňş

100(C_1 + C_2 + C_3) ¿ 100(C_1 + C_2 + C_3) − (100 − C_1)(C_1 − C_3) − (100 − C_2)(C_2 − C_3) = = C^2_1 + C^2_2 + C_3(300 − C_1 − C_2) >

> C^2_1 + C^2_2 + C_3(C_3 + C_4 + · · · + C_{100}) ¿

¿ C^2_1 + C^2_2 + C^2_3 + · · · + C^2_{100} > 10000.

Śńěďőćăšěńĳŋő, C_1 + C_2 + C_3 > 100.

Ğ-ůă 4. Ěśńĺ ďăŋ ř£ď ĺğ 15 ůĺśěń a_1, a_2, . . . , a_{15}, (1)

šő ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ ćšőřőľ ř£ď b_1, b_2, . . . , b_{15}, (2)

čďě b_i(i = 1, 2, 3, . . . , 15) řăćŋő ůĺśńş ůĺśěń ř£ďă (1), ňěŋĳÿĺţ a_i. Śşźěśšćşěš ńĺ ř£ď ůĺśěń a_i, ěśńĺ ďăŋ ř£ď ůĺśěń b_i:

1, 0, 3, 6, 9, 4, 7, 2, 5, 8, 8, 5, 10, 13, 13?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋě śşźěśšćşěš.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šřěąşěňżľ ř£ď ůĺśěń a_i śşźěśšćşěš. Ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ůĺśěń a_i ůĺśńă b_i ŕěřěśšăćń£¿šś£ šőůŋő šăł ęě. Łřőňě šőčő, ěśńĺ ůĺśńă a_i řăśŕőńőęěŋż ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£, šő ůĺśńă b_i šőęě řăśŕőńőęěŋż ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£. Ŕşśšĳ α_1, . . . , α_{15} | ¡šő ůĺśńă a_1, . . . , a_{15}, řăśŕőńőęěŋŋżě ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£, ă β_1, . . . , β_{15} | ůĺśńă b_1, . . . , b_{15}, řăśŕőńőęěŋŋżě ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£, š.ě. β_1, . . . , β_{15} | ¡šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 5, 6, 7, 8, 8, 9, 10, 13, 13.

Ĺğ šőčő, ůšő β_1 = 0, β_2 = 1, β_3 = 2, β_4 = 3, β_5 = 4, β_6 = 5 ĺ β_7 = 5, śńěďşěš, ůšő α_1 < α_2 < α_3 < α_4 < α_5 < α_6 = α_7. Ć šăłőň śńşůăě ěśńĺ α_7 = α_8, šő β_8 = 5, ă ěśńĺ α_7 < α_8, šő β_8 = 7. Ă ş ŋăś β_8 = 6. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ğ-ůă 5. Ďăŋ őšřěğőł OA. Ĺğ łőŋűă őšřěğłă A ćżţőďĺš 5 őšřěğłőć AB_1, AB_2, AB_3, AB_4, AB_5. Ĺğ łăęďőľ šőůłĺ B_i ňőčşš ćżţőďĺšĳ ěź-ě ŕ£šĳ ŋőćżţ őšřěğłőć, ĺńĺ ŋĺ őďŋőčő ŋőćőčő őšřěğłă ĺ š.ď.

Ňőęěš ńĺ ůĺśńő śćőąőďŋżţ łőŋűőć ŕőśšřőěŋŋżţ őšřěğłőć řăćŋ£šĳś£ 1001?

Ŕőď śćőąőďŋżň łőŋűőň őšřěğłă ŕőŋĺňăěň šőůłş, ŕřĺŋăďńěęăźş¿ šőńĳłő őďŋőňş őšřěğłş (łřőňě šőůłĺ O).

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : ďă, ňőęěš. Ŕřĺ ŕřőćěďěŋĺĺ ŕ£šĺ őšřěğłőć ĺğ łőŋűă őšřěğłă ŕő£ćń£¿šś£ 5 ŋőćżţ śćőąőďŋżţ łőŋűőć ĺ ŕřőŕăďăěš őďĺŋ śšăřżľ. Ć řěğşńĳšăšě ůĺśńő śćőąőďŋżţ łőŋűőć şćěńĺůĺćăěšś£ ŋă 4. Ŕő¡šőňş ěśńĺ ŕ£š-ěřłĺ őšřěğłőć ŕřőćěďěŋż k řăğ, šő ůĺśńő śćőąőďŋżţ łőŋűőć řăćŋő 4k + 1. Ŕřĺ k = 250 ŕőńşůăěň ŋşęŋőě ůĺśńő śćőąőďŋżţ łőŋűőć.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śłőńĳłő ŕńőśłőśšěľ śĺňňěšřĺĺ ňőęěš ĺňěšĳ šřěşčőńĳŋă£ ŕĺřăňĺďă?

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : 0, 1, 2, 3 ĺńĺ 6.

Ŕńőśłőśšĳ śĺňňěšřĺĺ šřěşčőńĳŋőľ ŕĺřăňĺďż ABCD őą£ğăšěńĳŋő śőďěřęĺš ďćě ě-ě ćěřÿĺŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ąż ążńĺ ďćě ŕăřż ćěřÿĺŋ, śĺňňěšřĺůŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ, šő ćśě ůěšżřě ćěřÿĺŋż ŕĺřăňĺďż ńěęăńĺ ąż ć őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ. Ŕő¡šőňş ŕńőśłőśšĳ śĺňňěšřĺĺ őďŋőğŋăůŋő ğăďă-ěšś£ ŕăřőľ ćěřÿĺŋ A ĺ B, ńěęăźĺţ ć ŋěľ. Ŕřĺ ¡šőň AC = BC ĺ AD = BD.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ěśšĳ ďćě ŕńőśłőśšĺ śĺňňěšřĺĺ. Ğăďă¿źĺě ĺţ ŕăřż ćěřÿĺŋ ňőčşš ńĺąő ĺňěšĳ őąźş¿ ćěřÿĺŋş (řĺś.???ă), ńĺąő ŋě ĺňěšĳ (řĺś.???ą). Ć ŕěřćőň śńşůăě ňż ŕőńşůăěň ŕřăćĺńĳŋş¿ ŕĺřăňĺďş, łőšőřă£ ĺňěěš ńĺąő 3 ŕńőśłőśšĳ śĺňňěšřĺĺ, ńĺąő 6 (łőčďă ďńĺŋă ąőłőćőčő řěąřă řăćŋż ďńĺŋě řěąřă őśŋőćăŋĺ£, š.ě. ć śńşůăě ŕřăćĺńĳŋőčő šěšřă¡ďřă). Ćő ćšőřőň śńşůăě ŕĺřăňĺďă ĺňěěš ńĺąő 2 ŕńőśłőśšĺ śĺňňěšřĺĺ, ńĺąő 6 (ěśńĺ c = d ≠ a, šő ŋőćżţ ŕńőśłőśšěľ śĺňňěšřĺĺ ŋě ćőğŋĺłăěš).

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 9 łńăśśă. Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ĺğćěśšŋő, ůšő ňőďşńĺ ćśěţ łőřŋěľ şřăćŋěŋĺľ

x^2 + Ax + B = 0, x^2 + Cx + D = 0

ňěŋĳÿě ěďĺŋĺűż.

Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőďşńĺ łőřŋěľ şřăćŋěŋĺ£ x^2 +^{A+C}_2 x +^{B+D}_2 = 0 šăłęě ňěŋĳÿě ěďĺŋĺűż. A, B, C, D | ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă.

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ |x| > 1. Šőčďă x^2 + Ax + B > 0 ĺ x^2 + Cx + D > 0. Ŕő¡šőňş x^2 +^{A+C}_2 x +^{B+D}_2 > 0. Ğ-ůă 5. Řăśśňăšřĺćă¿šś£ ćśěćőğňőęŋżě ďěś£šĺğŋăůŋżě ůĺśńă, ğăŕĺśżćăěňżě ŕřĺ ŕőňőźĺ 2 ĺ 1. Řăğąĺšĳ ĺţ ŋă ďćă łńăśśă šăł, ůšőąż ŕřĺ śńőęěŋĺĺ ń¿ążţ ďćşţ ůĺśěń łăęďőčő łńăśśă ŕőńşůĺńőśĳ ůĺśńő, ć ŋăŕĺśăŋĺĺ łőšőřőčő śőďěřęĺšś£ ŋě ňěŋěě ďćşţ šřőěł.

Řěÿ 5. Őšŋěś-ěň ł ŕěřćőňş łńăśśş ćśě ůĺśńă, ć ğăŕĺśĺ łőšőřżţ ćśšřěůăěšś£ ů-ěšŋőě ůĺśńő ďćőěł, ă łő ćšőřőňş łńăśśş | ćśě ůĺśńă, ć ğăŕĺśĺ łőšőřżţ ćśšřěůăěšś£ ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő ďćőěł. Ďćă ůĺśńă őďŋőčő łńăśśă ńĺąő śőďěřęăš őďĺŋăłőćőě ůĺśńő ďćőěł, ńĺąő ć őďŋőň ůĺśńě ďćőěł ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă ďćě ąőńĳÿě, ůěň ć ďřşčőň. Ěśńĺ ďćă ůĺśńă řăğńĺůŋż, šő ŋă łăłőň-šő ňěśšě ć őďŋőň ůĺśńě śšőĺš 1, ă ć ďřşčőň ůĺśńě śšőĺš 2; ěśńĺ ęě ďćőěł ş ¡šĺţ ůĺśěń őďĺŋăłőćőě łőńĺůěśšćő, šő šăłĺţ ňěśš ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćă. Ěśńĺ ć őďŋőň ůĺśńě ďćőěł ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă ďćě ąőńĳÿě, ůěň ć ďřşčőň, šő ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćşň ďćőľłăň ć ğăŕĺśĺ ŕěřćőčő ůĺśńă śőőšćěšśšćş¿š ěďĺŋĺűż ć ğăŕĺśĺ ćšőřőčő ůĺśńă.

XVIII őńĺňŕĺăďă (1955)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ůĺśńă 1, 2, . . . , 49 řăśŕőńőęěŋż ć łćăďřăšŋş¿ šăąńĺűş

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49.

Ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő ĺğ šăąńĺűż ćżŕĺśżćăěšś£, ŕőśńě ůěčő ĺğ šăąńĺűż ćżů-ěřłĺćăěšś£ śšřőłă ĺ śšőńąěű, śőďěřęăźĺě ¡šő ůĺśńő. Šő ęě śăňőě ŕřőďěńżćăěšś£ ś őśšăćÿěľś£ šăąńĺűěľ ĺ š.ď., ćśěčő 7 řăğ. Ŋăľšĺ śşňňş ćżŕĺśăŋŋżţ ůĺśěń.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : 175. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 1 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Ĺğ ćěřÿĺŋż B ŕř£ňőčő şčńă ŕřőćěďěŋă ňěďĺăŋă BD. Ŕşśšĳ K | šőůłă łăśăŋĺ£ śšőřőŋż AD´ABD ś őłřşęŋőśšĳ¿, ćŕĺśăŋŋőľ ć ¡šőš šřěşčőńĳŋĺł.

Ŋăľšĺ şčńż ´ABC, ěśńĺ K ďěńĺš AD ŕőŕőńăň. Řěÿ 2. Ő š ć ě š :̸ BAC = 60^∘ ĺ̸ BCA = 30^∘.

Šőůłă K ďěńĺš AD ŕőŕőńăň, ŕő¡šőňş AB = BD. Šőůłă B ńěęĺš ŋă őłřşęŋőśšĺ ś ďĺăňěšřőň AC, ŕő¡šőňş BD = DC = DA. Šăłĺň őąřăğőň, AC = 2AB. Ŕő¡šőňş̸ BAC = 60^∘ ĺ̸ BCA = 30^∘.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ řăćŋőśšőřőŋŋĺľ ´ABC. Ŋă śšőřőŋăţ AB ĺ BC ćğ£šż šőůłĺ D ĺ E šăł, ůšő AE = CD. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ őšřěğłőć AE ĺ CD.

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : ćżśőšă, ŕřőćěď-ěŋŋă£ ĺğ ćěřÿĺŋż B, ĺ ďşčă őłřşęŋőśšĺ, ĺğ łőšőřőľ śšőřőŋă AC ćĺďŋă ŕőď şčńőň 120^∘.

Ťĺłśĺřşěň šőůłş D. Ŋă śšőřőŋě BC ěśšĳ ďćě šőůłĺ E_1 ĺ E_2, ďń£ łőšőřżţ AE_1 = AE_2 = CD. Ă ĺňěŋŋő, šőůłĺ, ďń£ łőšőřżţ BE_1 = AD ĺ CE_2 = AD. Őšřěğłĺ AE_2 ĺ CD ŕěřěśěłă¿šś£ ŋă ćżśőšě BH šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Őšřěğőł CD ŕőńşůăěšś£ ĺğ őšřěğłă AE_1 ŕőćőřőšőň ŋă 60^∘ ćőłřşč űěŋšřă šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ŕő¡šőňş ĺğ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ őšřěğłőć CD ĺ AE_1 śšőřőŋă AC ćĺďŋă ŕőď şčńőň 120^∘.

Ğ-ůă 4. Śşźěśšćşěš ńĺ šăłőě n, ůšő n^2 + n + 1 ďěńĺšś£ ŋă 1955?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋě śşźěśšćşěš. Ůĺśńő n^2 + n ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 5 ďă-ěš ć őśšăšłě ńĺąő 0, ńĺąő 1, ńĺąő 2. Ŕő¡šőňş n^2 + n + 1 ŋě ďěńĺšś£ ŋă 5, ă ğŋăůĺš, n^2 + n + 1 ŋě ďěńĺšś£ ŋă 1955.

Ğ-ůă 5. Ŋăľšĺ ćśě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłĺ, łőšőřżě ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă 13 řăćŋżţ łćăďřăšőć. Řěÿ 5. Ő š ć ě š : ŕř£ňőşčőńĳŋĺłĺ ś őšŋőÿěŋĺěň śšőřőŋ 13 : 1.

Łćăďřăšż, ŋă łőšőřżě řăğřěğăŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł, ŕő şśńőćĺ¿ řăćŋż. Ŕő¡šőňş łăęďă£ śšőřőŋă ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă řăğąĺšă ŋă řăćŋżě ůăśšĺ: őďŋă śšőřőŋă ŋă m ůăśšěľ, ă ďřşčă£ ŋă n. Őąźěě ůĺśńő łćăďřăšőć řăćŋő mn, ŕő¡šőňş mn = 13. Ŋő ůĺśńő 13 ŕřőśšőě, ŕő¡šőňş őďŋő ĺğ ůĺśěń m ĺ n řăćŋő 1, ă ďřşčőě řăćŋő 13. 8 łńăśś

Ğ-ůă 1. 2^n = 10a + b. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ n > 3, šő ab ďěńĺšś£ ŋă 6. n, a ĺ b | űěńżě ůĺśńă, b < 10.

Řěÿ 1. Ŕőśłőńĳłş 2^4 = 16, ůĺśńő 2^{4k} őłăŋĺůĺćăěšś£ ŋă 6. Śőőšćěšśšćěŋŋő, ůĺśńă 2^{4k+1}, 2^{4k+2}, 2^{4k+3} őłăŋůĺćă¿šś£ ŋă 2, 4, 8. Ďń£ ůĺśěń ćĺďă 2^{4k} šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő, ŕőśłőńĳłş b = 6. Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ůĺśńő b ćśěčďă ů-ěšŋő. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ůĺśńă 2^{4k+1} − 2, 2^{4k+2} − 4, 2^{4k+3} − 8 ďěń£šś£ ŋă 3, ĺŋżňĺ śńőćăňĺ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő 2^{4k} − 1 ďěńĺšś£ ŋă 3. Ůĺśńő 2^4 = 16 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 3 ďă-ěš őśšăšőł 1, ŕő¡šőňş ůĺśńő 2^{4k} šőęě ďă-ěš őśšăšőł 1 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 3.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ABCD. Ŋă śšőřőŋě AB ćğ£šă šőůłă K, ŋă śšőřőŋě BC | šőůłă L, ŋă śšőřőŋě CD | šőůłă M ĺ ŋă śšőřőŋě AD | šőůłă N, šăł, ůšő KB = BL = a, MD = DN = b. Ŕşśšĳ KL ‖̸ MN. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ KL ĺ MN ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ a ĺ b.

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : ćŋşšřěŋŋőśšĳ ŕăřăńńěńőčřăňňă (śň. řĺś.???).

Ğ-ůă 3. Łćăďřăšŋă£ šăąńĺűă ĺğ 49 łńěšőł ğăŕőńŋěŋă ůĺśńăňĺ őš 1 ďő 7 šăł, ůšő ć łăęďőň śšőńąűě ĺ ć łăęďőľ śšřőłě ćśšřěůă¿šś£ ćśě ¡šĺ ůĺśńă. Ěśńĺ šăąńĺűă śĺňňěšřĺůŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ďĺăčőŋăńĺ, ĺďşźěľ ĺğ ńěćőčő ćěřţŋěčő şčńă ć ŕřăćżľ ŋĺęŋĺľ, šő ŋă ¡šőľ ďĺăčőŋăńĺ ćśšřěůă¿šś£ ćśě ¡šĺ ůĺśńă.

Řěÿ 3. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 1 ďń£ 10 łńăśśă ŕřĺ n = 7. Ğ-ůă 4. Łăłĺě ćżŕşłńżě ťĺčşřż ňőčşš śőďěřęăšĳ ŕř£ňş¿?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : ŕńőśłőśšĳ, ŕőńşŕńőśłőśšĳ ĺ ŕőńőśă, ğăłń¿ů-ěŋŋă£ ňěęďş ďćşň£ ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ŕř£- ňżňĺ.

Ğ-ůă 5. Ŋă őłřşęŋőśšĺ ďăŋż ůěšżřě šőůłĺ A, B, C, D. Ůěřěğ łăęďş¿ ŕăřş śőśěďŋĺţ šőůěł ŕřőćěďěŋă őłřşęŋőśšĳ. Ćšőřżě šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ śőśěďŋĺţ őłřşęŋőśšěľ őąőğŋăůĺň ůěřěğ A_1, B_1, C_1, D_1. (Ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ ňőčşš śőćŕăďăšĳ ś ŕřěęŋĺňĺ.) Ďőłăğăšĳ, ůšő A_1, B_1, C_1, D_1 ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ.

Řěÿ 5. Ćőśŕőńĳğşěňś£ śćőľśšćăňĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ şčńőć ňěęďş ŕř£ňżňĺ:

̸(B_1A_1, A_1D_1) ≠ (B_1A_1, A_1A) +̸ (AA_1, A_1D_1) = ≠ (B_1B, BA) +̸ (AD, DD_1), ̸(B_1C_1, C_1D_1) ≠ (B_1C_1, C_1C) +̸ (CC_1, C_1D_1) = ≠ (B_1B, BC) +̸ (CD, DD_1).

Ŕő¡šőňş řăćěŋśšćő̸ (B_1A_1, A_1D_1) ≠ (B_1C_1, C_1D_1) ¡łćĺćăńěŋšŋő řăćěŋśšćş̸ (B_1B, BA)+̸ (AD, DD_1) = ̸(B_1B, BC)+̸ (CD, DD_1). Ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő̸ (AB, BC) ≠ (AD, DC),̸ (AB, BC) = ̸(AB, BB_1) +̸ (BB_1, BC) ĺ̸ (AD, DC) ≠ (AD, DD_1) +̸ (DD_1, DC).

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ůĺśńă 1, 2, . . . , k^2 řăśŕőńőęěŋż ć łćăďřăšŋş¿ šăąńĺűş 1, 2, . . . , k, k + 1, k + 2, . . . , 2k, . . . . . . . . . . . . (k − 1)k + 1, . . . , . . . , k^2. Ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő ćżŕĺśżćăěšś£, ŕőśńě ůěčő ĺğ šăąńĺűż ćżůěřłĺćăěšś£ śšřőłă ĺ śšőńąěű, śőďěřęăźĺě ¡šő ůĺśńő. Šő ęě śăňőě ŕřőďěńżćăěšś£ ś őśšăćÿěľś£ šăąńĺűěľ ĺğ (k − 1)^2 ůĺśěń ĺ š.ď. k řăğ. Ŋăľšĺ śşňňş ćżŕĺśăŋŋżţ ůĺśěń.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š :^{k(k2+1)}_2 . Ğăŕĺÿěň ďăŋŋş¿ šăąńĺűş ć ćĺďě k · 0 + 1, k · 0 + 2, . . . , k · 0 + k, k · 1 + 1, k · 1 + 2, . . . , k · 1 + k, . . . . . . . . . . . . (k − 1)k + 1, (k − 1)k + 2 . . . , (k − 1)k + k. Łăęďőě ůĺśńő šăąńĺűż ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě ka + b, čďě 0 6 a 6 k − 1 ĺ 1 6 b 6 k. Ąşďěň őšďěńĳŋő śşňňĺřőćăšĳ śńăčăěňżě ka ĺ śńăčăěňżě b. Ĺğ łăęďőľ śšřőłĺ ćżŕĺśăŋő ć šőůŋőśšĺ őďŋő ůĺśńő, ŕő¡šőňş ąşďşš ŕřĺśşšśšćőćăšĳ śńăčăěňżě ka ďń£ łăęďőčő a = 0, 1, . . . , k − 1. Ĺğ łăęďőčő śšőńąűă ćżŕĺśăŋő ć šőůŋőśšĺ őďŋő ůĺśńő, ŕő¡šőňş ąşďşš ŕřĺśşšśšćőćăšĳ śńăčăěňżě b ďń£ łăęďőčő b = 1, 2, . . . , k. Šăłĺň őąřăğőň, ĺśłőňă£ śşňňă řăćŋă k ( 0 + 1 + 2 + · · · + (k − 1) ) + (1 + 2 + · · · + k) = k · k(k − 1) 2 + k(k + 1) 2 = k(k^2 + 1) 2 . Ğ-ůă 2. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő śěřěďĺŋ őšřěğłőć ś łőŋűăňĺ ŋă ďćşţ řăğńĺůŋżţ ŋěŕěřěśěłă¿- źĺţś£ őłřşęŋőśš£ţ, ńěęăźĺţ őďŋă ćŋě ďřşčőľ.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ S_1 ĺ S_2 | ďăŋŋżě őłřşęŋőśšĺ, O_1 ĺ O_2 | ĺţ űěŋšřż. Řăśśňőšřĺň őłřşęŋőśšĳ S^′_2, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ őłřşęŋőśšĺ S_2 ŕěřěŋőśőň ŋă ćěłšőř −−−→O_2O_1; űěŋšř ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ śőćŕăďăěš ś űěŋšřőň őłřşęŋőśšĺ S_1. Ŕşśšĳ A_1 | šőůłă őłřşęŋőśšĺ S_1, A_2 ĺ A^′_2 | šőůłĺ őłřşęŋőśšěľ S_2 ĺ S^′_2, śőőšćěšśšćş¿źĺě ďřşč ďřşčş. Ěśńĺ M | śěřěďĺŋă őšřěğłă A_1A_2, ă M^′ | śěřěďĺŋă őšřłğłă A_1A^′_2, šő −−−→ MM^′ =^1_2 −−−→O_1O_2. Ŕő¡šőňş ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ, łőčďă ďăŋż ďćě łőŋűěŋšřĺůěśłĺě őłřşęŋőśšĺ:

ŕőńşůěŋŋőě ČŇŠ ŋşęŋő ŕřőśšő śďćĺŋşšĳ ŋă ćěłšőř^1_2 −−−→O_1O_2.

Ŕşśšĳ O | őąźĺľ űěŋšř ďćşţ őłřşęŋőśšěľ řăďĺşśőć R ĺ r, ŕřĺů-ěň R ¿ r. Ťĺłśĺřşěň ŋă őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă r šőůłş A ĺ řăśśňőšřĺň śěřěďĺŋż ćśěţ őšřěğłőć AB, čďě šőůłă B ŕěřěňěźăěšś£ ŕő őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă R. Őŋĺ őąřăğş¿š őłřşęŋőśšĳ, ŕřĺů-ěň ě-ě śăňă ąńĺğłă£ ł O šőůłă ŋăţőďĺšś£ ŋă řăśśšő£ŋĺĺ^{R−r}_2 , ă śăňă£ ďăń-ěłă£ | ŋă řăśśšő£ŋĺĺ^{R+r}_2 . Ěśńĺ šőůłă A ąşďěš ďćĺčăšĳś£ ŕő ćśěľ őłřşęŋőśšĺ, šő ňż ŕőńşůĺň łőńĳűő ś ćŋşšřěŋŋĺň řăďĺşśőň^{R−r}_2 ĺ ćŋěÿŋĺň řăďĺşśőň^{R+r}_2 (ěśńĺ R = r, šő ŕőńşůăěšś£ ŋě łőńĳűő, ă łřşč).

Ğ-ůă 3. Ŋăľšĺ ćśě ďěľśšćĺšěńĳŋżě řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż: { x^3 + y^3 = 1 x^4 + y^4 = 1.

Řěÿ 3. Ěśńĺ x = 0 ĺńĺ ±1, šő y = ±1 ĺńĺ 0. §śŋő šăłęě, ůšő x ≠ −1 ĺ y ≠ −1. Ŕő¡šőňş řěÿěŋĺľ šăłőčő ćĺďă řőćŋő ďćă: x = 0, y = 1 ĺ x = 1, y = 0. Ŕőłăęěň, ůšő ďřşčĺţ řěÿěŋĺľ ŋěš.

Ŋăś ĺŋšěřěśşěš śńşůăľ, łőčďă 0 < |x|, |y| < 1. Ć šăłőň śńşůăě |x|^3 + |y|^3 < x^4 + y^4 = 1. Ŕő¡šőňş ěśńĺ ůĺśńă x ĺ y őąă ŕőńőęĺšěńĳŋż, šő řěÿěŋĺľ ŋěš. Ěśńĺ őąă ¡šĺ ůĺśńă őšřĺűăšěńĳŋż, šő řěÿěŋĺľ šőęě ŋěš. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ, ŋăŕřĺňěř, x > 0 ĺ y < 0. Šőčďă x^3 + y^3 < x^3 < 1. Ć ¡šőň śńşůăě řěÿěŋĺľ šőęě ŋěš.

Ğ-ůă 4. p ŕřőśšżţ ůĺśěń a_1, a_2, . . . , a_p őąřăğş¿š ćőğřăśšă¿źş¿ ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿ ĺ a_1 > p. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ p | ŕřőśšőě ůĺśńő, šő řăğŋőśšĳ ŕřőčřěśśĺĺ ďěńĺšś£ ŋă p.

Řěÿ 4. Řăśśňőšřĺň őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ůĺśěń a_1, . . . , a_p ŋă p. İšĺ ůĺśńă ŕřőśšżě ĺ ćśě őŋĺ śšřőčő ąőńĳÿě p, ŕő¡šőňş ŋĺ őďŋő ĺğ ŋĺţ ŋě ďěńĺšś£ ŋă p. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůĺńĺ p řăğńĺůŋżţ őśšăšłőć, őšńĺůŋżţ őš p. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ ďćă ůĺśńă a_i ĺ a_j , ďă¿źĺě őďĺŋăłőćżě őśšăšłĺ ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă p. Ŕő¡šőňş ĺţ řăğŋőśšĳ ďěńĺšś£ ŋă p. Ŋő a_i − a_j = (i − j)d, čďě d | řăğŋőśšĳ ŕřőčřěśśĺĺ. Ůĺśńő |i − j| śšřőčő ňěŋĳÿě p, ŕő¡šőňş ŋă p ďőńęŋő ďěńĺšĳś£ ůĺśńő d.

Ğ-ůă 5. Ďăŋ ´ABC ĺ šőůłă D ćŋşšřĺ ŋěčő, ŕřĺůěň AC−DA > 1 ĺ BC−BD > 1. Ąěř-ěšś£ ŕřőĺğćőńĳŋă£ šőůłă E ćŋşšřĺ őšřěğłă AB. Ďőłăğăšĳ, ůšő EC − ED > 1.

Řěÿ 5. Őšřěğőł CE ŕěřěśěłăěš őšřěğőł AD ĺńĺ őšřěğőł BD; ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ őŋ ŕěřěśěłăěš őšřěğőł AD ć šőůłě P . Šőčďă AP + P C > AC ĺ EP + P D > ED, ŕő¡šőňş DA + EC > AC + ED. Śńěďőćăšěńĳŋő, EC − ED > AC − DA > 1.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Łćăďřăšŋă£ šăąńĺűă ć n^2 łńěšőł ğăŕőńŋěŋă ůĺśńăňĺ őš 1 ďő n šăł, ůšő ć łăęďőľ śšřőłě ĺ łăęďőň śšőńąűě ćśšřěůă¿šś£ ćśě ¡šĺ ůĺśńă. Ěśńĺ n ŋěůěšŋőě ĺ šăąńĺűă śĺňňěšřĺůŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ďĺăčőŋăńĺ, ĺďşźěľ ĺğ ńěćőčő ćěřţŋěčő şčńă ć ŕřăćżľ ŋĺęŋĺľ, šő ŋă ¡šőľ ďĺăčőŋăńĺ ćśšřěš£šś£ ćśě ¡šĺ ůĺśńă 1, 2, 3, . . . , n. Ďőłăğăšĳ.

Řěÿ 1. Šăąńĺűă śĺňňěšřĺůŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ďĺăčőŋăńĺ, ŕő¡šőňş łăęďőňş ůĺśńş, řăśŕőńőęěŋŋőňş ćŋě ďĺăčőŋăńĺ, śőőšćěšśšćşěš řăćŋőě ěňş ůĺśńő ŋă śĺňňěšřĺůŋőň ňěśšě. Ğŋăůĺš, ćŋě ďĺăčőŋăńĺ řăśŕőńőęěŋő ů-ěšŋőě ůĺśńő ěďĺŋĺű, ů-ěšŋőě ůĺśńő ďćőěł ĺ š.ď. Ŕő şśńőćĺ¿ ć łăęďőľ śšřőłě ćśšřěůă¿šś£ ćśě ůĺśńă őš 1 ďő n. Ŕő¡šőňş ć łăęďőľ śšřőłě ń¿ąőě ůĺśńő őš 1 ďő n ćśšřěůăěšś£ řőćŋő őďĺŋ řăğ, ă ćśěčő ć šăąńĺűě őŋő ćśšřěůăěšś£ řőćŋő n řăğ. Ůĺśńő n ŋěů-ěšŋő, ŕő¡šőňş łăęďőě ůĺśńő őš 1 ďő n ćśšřěůăěšś£ ŋă ďĺăčőŋăńĺ ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő řăğ; ć ůăśšŋőśšĺ, łăęďőě ůĺśńő őš 1 ďő n ćśšřěůăěšś£ ŋă ďĺăčőŋăńĺ ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďĺŋ řăğ. Ŋő ŋă ďĺăčőŋăńĺ ćśěčő n ňěśš, ŕő¡šőňş łăęďőě ůĺśńő őš 1 ďő n ćśšřěůăěšś£ ŋă ďĺăčőŋăńĺ řőćŋő őďĺŋ řăğ.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż ďćě ŕř£ňżě, ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ŕőď őśšřżň şčńőň. Ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ őďŋőľ ĺğ ŕř£ňżţ ŕřőĺğćőďĺšś£ śęăšĺě ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1/2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďěšś£ šőůłă, řăśśšő£ŋĺě őš łőšőřőľ ďő šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ şćěńĺůĺšś£.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ e_1 ĺ e_2 | ćěłšőřż ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż ŋă ďăŋŋżţ ŕř£ňżţ l_1 ĺ l_2. Śęăšĺě ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1/2 ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ ŕř£ňőľ l_1 ŕěřěćőďĺš ćěłšőř λe_1 + μe_2 ć ćěłšőř λe_1 +^μ_2 e_2. Ŕşśšĳ φ | şčőń ňěęďş ćěłšőřăňĺ e_1 ĺ e_2. Ďńĺŋă ŕěřćőčő ćěłšőřă řăćŋă λ^2 + μ^2 + 2λμ cos φ, ă ďńĺŋă ćšőřőčő ćěłšőřă řăćŋă λ^2 +^{μ2}_4 + λμ cos φ. Ŋşęŋő ćżąřăšĳ ůĺśńă λ ĺ μ šăł, ůšő λ^2 +^{μ2}_4 + λμ cos φ > λ^2 + μ^2 + 2λμ cos φ, š.ě. 3 4 μ^2 < −λμ cos φ. Ŕřĺ μ = 1 ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ¡łćĺćăńěŋšŋő ŋěřăćěŋśšćş^3_4 < −λ cos φ.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ďăŋ šřěţčřăŋŋżľ şčőń ś ćěřÿĺŋőľ O. Ňőęŋő ńĺ ŋăľšĺ šăłőě ŕńőśłőě śěůěŋĺě ABC, ůšőąż şčńż OAB, OBA, OBC, OCB, OAC, OCA ążńĺ őśšřżňĺ? Řěÿ 5. Ő š ć ě š : ďă, ňőęŋő. Ćżąěřěň šőůłĺ A, B, C ŋă őďŋőň řăśśšő£ŋĺĺ őš šőůłĺ O. Šőčďă ćśě şłăğăŋŋżě şčńż ąşďşš şčńăňĺ ŕřĺ őśŋőćăŋĺ£ţ řăćŋőąěďřěŋŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć, ă şčőń ŕřĺ őśŋőćăŋĺĺ řăćŋőąěďřěŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă őą£ğăšěńĳŋő őśšřżľ.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ ć űěńżţ ůĺśńăţ şřăćŋěŋĺě

x^3 − 2y^3 − 4z^3 = 0.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : x = y = z = 0.

Ŕşśšĳ x^3 − 2y^3 − 4z^3 = 0, čďě x, y, z | űěńżě ůĺśńă. Šőčďă ůĺśńő x ů-ěšŋő. Ŕőśńě ğăňěŋż x = 2x_1 ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě 8x^3_1 − 2y^3 − 4z^3 = 0. Śőłřăšĺň ŋă 2: 4x^3_1 − y^3 − 2z^3 = 0. Ğŋăůĺš, ůĺśńő y ů-ěšŋő. Ŕőśńě ğăňěŋż y = 2y_1 ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě 4x^3_1 − 8y^3_1 − 2z^3 = 0. Śŋőćă śőłřăšĺň ŋă 2: 2x^3_1 − 4y^3_1 − z^3 = 0. Ğŋăůĺš, ůĺśńő z ů-ěšŋő. Ŕőśńě ğăňěŋż z = 2z_1 ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě x^3_1 − 2y^3_1 − 4z^3_1 = 0, łőšőřőě ĺňěěš šăłőľ ęě ćĺď, łăł ĺ ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě. Ŕő¡šőňş śŋőćă ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńă x_1, y_1, z_1 ů-ěšŋż ĺ š.ď. Ŋő ¡šő ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă x = y = z = 0.

Ğ-ůă 2. Šř-ěţůńěŋ ax^2 + bx + c ŕřĺ ćśěţ űěńżţ x £ćń£ěšś£ šőůŋőľ ůěšć-ěřšőľ śšěŕěŋĳ¿. Ďőłăğăšĳ, ůšő šőčďă a = b = 0.

Řěÿ 2. §śŋő, ůšő a ¿ 0 ĺ c ¿ 0. Řăśśňőšřĺň ğŋăůěŋĺ£ x, řăćŋżě 1, 2, . . . , n. Ěśńĺ őďŋő ĺğ ůĺśěń a ĺ b őšńĺůŋő őš ŋşń£, šő šř-ěţůńěŋ ax^2+bx+c ŕřĺ šăłĺţ x ŕřĺŋĺňăěš ŕő łřăľŋěľ ňěřě n/2 řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺľ. İšĺ ğŋăůěŋĺ£ ğăłń¿ůěŋż ňěęďş 0 ĺ an^2 + |b|n + c. Łőńĺůěśšćő řăğńĺůŋżţ šőůŋżţ ůěšć-ěřšżţ śšěŕěŋěľ, ğăłń¿ů-ěŋŋżţ ňěęďş 0 ĺ an^2 + |b|n + c, ŋě ŕřěćőśţőďĺš^4 √ an^2 + |b|n + c + 1. Ŕő¡šőňş^4 √ an^2 + |b|n + c + 1 ¿

n/2, š.ě. an^2 + |b|n + c ¿ (_n 2 − 1

)_4 . Ŕřĺ őůěŋĳ ąőńĳÿĺţ n šăłőě ŋěřăćěŋśšćő ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋě ňőęěš, ŕőśłőńĳłş (n/2)^4 ąşďěš čőřăğďő ąőńĳÿě, ůěň an^2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ ´ABC. Űěŋšřż ćŋěćŕĺśăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ O_1, O_2 ĺ O_3 śőěďĺŋěŋż ŕř£ňżňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ´O_1O_2O_3 | őśšřőşčőńĳŋżľ.

Řěÿ 3. Űěŋšř O_1 ćŋěćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ, łăśă¿źěľś£ śšőřőŋż BC, £ćń£ěšś£ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ąĺśśěłšřĺś ćŋěÿŋĺţ şčńőć ŕřĺ ćěřÿĺŋăţ B ĺ C. Ŕő¡šőňş̸ O_1CB =^{180∘− ̸C}_2 ĺ̸ O_1BC =^{180∘− ̸B}_2 . Śńěďőćăšěńĳŋő,̸ BO_1C =^{180∘− ̸A}_2 < 90^∘.

Ğ-ůă 4. Ć šşřŋĺřě śőąĺřă¿šś£ ŕřĺŋ£šĳ şůăśšĺě 25 ÿăţňăšĺśšőć. Ćśě őŋĺ ĺčřă¿š ć řăğŋş¿ śĺńş, ĺ ŕřĺ ćśšřěůě ćśěčďă ŕőąěęďăěš śĺńĳŋěľÿĺľ. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ŕăřšĺľ šřěąşěšś£, ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ ďćşţ śĺńĳŋěľÿĺţ ĺčřőłőć?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Řăğřěğăšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ŋă 18 ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć šăł, ůšőąż ŋĺłăłĺě ďćă śőśěďŋĺţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ŋě őąřăğőćżćăńĺ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 5. Śň. řĺś.???

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Šř-ěţůńěŋ ax^2 + bx + c ŕřĺ ćśěţ űěńżţ x £ćń£ěšś£ šőůŋżň łćăďřăšőň. Ďőłăğăšĳ, ůšő šőčďă ax^2 + bx + c = (dx + e)^2.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ f(x) = ax^2 + bx + c. Šőčďă

f(x + 1) − f(x) = ( f(x + 1)

)_2 − ( f(x) )_2

f(x + 1) + f(x) = a(2x + 1) + b f(x + 1) + f(x) , ŕő¡šőňş lim_{x→∞} ( f(x+1)−f(x) ) = √ a. Ŕřĺ űěńőň x ůĺśńő f(x+1)−f(x) £ćń£ěšś£ űěńżň, ŕő¡šőňş √ a = d, čďě d | űěńőě ůĺśńő. Łřőňě šőčő, ŕřĺ űěńżţ x ¿ x_0 řăğŋőśšĳ f(x + 1) − f(x) ďőńęŋă ążšĳ řăćŋă śćőěňş ŕřěďěńĳŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ d. Ŕőńőęĺň y = x_0 + n. Šőčďă f(y) = f(x_0) + nd ŕřĺ ćśěţ ŋăšşřăńĳŋżţ n. Šăłĺň őąřăğőň, ay^2 + by + c = ( f(x_0) + nd

)_2 = ( dy − dx_0 + f(x_0)

)_2

ďń£ ćśěţ y = x_0 + n, n | ŋăšşřăńĳŋőě. Ŋő šőčďă šăłőě řăćěŋśšćő ĺňěěš ňěśšő ďń£ ćśěţ y. Ĺšăł, d = √ a ĺ e = f(x_0) − dx_0, čďě x_0 | ń¿ąőě űěńőě ůĺśńő.

Ğ-ůă 2. Ďćě őłřşęŋőśšĺ łăśă¿šś£ ďřşč ďřşčă ćŋěÿŋĺň őąřăğőň ĺ šřěšĳěľ ĺğŋşšřĺ. Ŕřőćőď£šś£ ćŋěÿŋ££ ĺ ćŋşšřěŋŋ££ őąźĺě łăśăšěńĳŋżě ł ŕěřćżň ďćşň őłřşęŋőśš£ň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćŋşšřěŋŋ££ łăśăšěńĳŋă£ ďěńĺš ŕőŕőńăň ďşčş, őšśěłăěňş¿ ćŋěÿŋěľ łăśăšěńĳŋőľ ŋă šřěšĳěľ őłřşęŋőśšĺ.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ O_1 ĺ O_2 | űěŋšřż ŕěřćżţ ďćşţ őłřşęŋőśšěľ, O | űěŋšř šřěšĳěľ őłřşęŋőśšĺ, A ĺ B | šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ šřěšĳěľ őłřşęŋőśšĺ ś ćŋěÿŋěľ łăśăšěńĳŋőľ, P | śěřěďĺŋă ďşčĺ AB (šőůłĺ P ĺ O_1 ńěęăš ŕő řăğŋżě śšőřőŋż őš ŕř£ňőľ AB). Ŕřőćěď-ěň ĺğ šőůłĺ P łăśăšěńĳŋş¿ P Q ł őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň O_1. Ďőłăęěň, ůšő P Q = P A. Ŕşśšĳ M ĺ N | šőůłĺ łăśăŋĺ£ őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň O ś ŕř£ňőľ AB ĺ ś šřěšĳěľ őłřşęŋőśšĳ¿. Šřěşčőńĳŋĺłĺ NO_1M ĺ NOP řăćŋőąěďřěŋŋżě, ŕřĺů-ěň̸ NO_1M ≠ NOP , ŕő¡šőňş ŕř£ňă£ MN ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş P . Śńěďőćăšěńĳŋő, P Q^2 = P M · P N = P M · (P M + MN) = P M^2 +AM ·MB. Ŕşśšĳ K | śěřěďĺŋă őšřěğłă AB. Šőčďă P M^2 = P K^2 +KM^2 ĺ AM ·MB = AK^2 −KM^2, ŕő¡šőňş P Q^2 = P K^2 + AK^2 = AP^2. Šăłĺň őąřăğőň, P O^2_1 = P Q^2 + QO^2_1 = P A^2 + r^2_1, čďě r_1 | řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň O_1. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő P O^2 = P Q^2 + QO^2 = P A^2 + r^2, čďě r_2 | řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň O_2. Ŕşśšĳ R | šőůłă łăśăŋĺ£ ŕěřćżţ ďćşţ őłřşęŋőśšěľ (őŋă ńěęĺš ŋă őšřěğłě O_1O_2). Šőčďă P O^2_1 − P O^2 = r^2_1 − r^2 = RO^2_1 − RO^2. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő P R⊥O_1O_2, ă ğŋăůĺš, P R | őąźă£ ćŋěÿŋ££ łăśăšěńĳŋă£ ł ŕěřćżň ďćşň őłřşęŋőśš£ň. (Šőš ťăłš, ůšő ňŋőęěśšćő šőůěł X, ďń£ łőšőřżţ XO^2_1 − XO^2 = const, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕř£ňş¿, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋş¿ ŕř£ňőľ O_1O_2, ńěčłő ďőłăğăšĳ ňěšőďőň łőőřďĺŋăš.)

Ğ-ůă 3. Šőůłă O ńěęĺš ćŋşšřĺ ćżŕşłńőčő n-şčőńĳŋĺłă A_1 . . . A_n ĺ śőěďĺŋěŋă őšřěğłăňĺ ś ćěřÿĺŋăňĺ. Śšőřőŋż n-şčőńĳŋĺłă ŋşňěřş¿šś£ ůĺśńăňĺ őš 1 ďő n, řăğŋżě śšőřőŋż ŋşňěřş¿šś£ řăğŋżňĺ ůĺśńăňĺ. Šő ęě śăňőě ďěńăěšś£ ś őšřěğłăňĺ OA_1, . . . , OA_n.

ă) Ŕřĺ n = 9 ŋăľšĺ ŋşňěřăűĺ¿, ŕřĺ łőšőřőľ śşňňă ŋőňěřőć śšőřőŋ ďń£ ćśěţ šřěşčőńĳŋĺłőć A_1OA_2, . . . , A_nOA_1 őďĺŋăłőćă.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ n = 10 šăłőľ ŋşňěřăűĺĺ őśşźěśšćĺšĳ ŋěńĳğ£. Řěÿ 3. ă) Śň. řĺś.???

ą) Śşňňă ćśěţ ŋőňěřőć śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłőć A_1OA_2, . . . , A_nOA_1 řăćŋă 3(1 + 2 + · · · + n) =^{3n(n+1)}_2 . Ěśńĺ ďń£ łăęďőčő ĺğ n šřěşčőńĳŋĺłőć śşňňă ŋőňěřőć śšőřőŋ őďŋă ĺ šă ęě, šő őŋă řăćŋă^{3(n+1)}_2 . Ŋő ďń£ n = 10 ůĺśńő^{3(n+1)}_2 ŋě űěńőě.

Ğ-ůă 4. Ŋěřăćěŋśšćő Aa(Bb + Cc) + Bb(Cc + Aa) + Cc(Aa + Bb) > 1 2 (ABc^2 + BCa^2 + CAb^2),

čďě a > 0, b > 0, c > 0 | ďăŋŋżě ůĺśńă, ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ A > 0, B > 0, C > 0. Ňőęŋő ńĺ ĺğ őšřěğłőć a, b, c śőśšăćĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : ďă, ňőęŋő. Ŕőńőęĺň A = B = 1, C = ε. Šőčďă a(b + εc) + b(εc + a) + εc(a + b) > 1 2 (c^2 + εa^2 + εb^2). (1)

Ŕő¡šőňş ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋěřăćěŋśšćő 2ab ¿^1_2 c^2, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě ŋěřăćěŋśšćő (1) ŋě ćżŕőńŋ£ńőśĳ ąż ŕřĺ ňăńżţ ε. Ğŋăůĺš, c^2 6 4ab 6 (a + b)^2. Ůĺśńă a, b, c ŕőńőęĺšěńĳŋż, ŕő¡šőňş c 6 a + b. Ŋěřăćěŋśšćă

a 6 b + c ĺ b 6 a + c ďőłăğżćă¿šś£ ăŋăńőčĺůŋő.

Ğ-ůă 5. Ůĺśńă [a], [2a], . . . , [Na] řăğńĺůŋż ňěęďş śőąőľ, ĺ ůĺśńă

[_1 a ] , [_2 a ] , . . . , [_M a ] šőęě řăğńĺůŋż ňěęďş śőąőľ. Ŋăľšĺ ćśě šăłĺě a.

Řěÿ 5. Ő š ć ě š :^{N−1}_N 6 |a| 6^M_{M−1} .

Ůĺśńă [x] ĺ [y] řăğńĺůŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ůĺśńă [−x] ĺ [−y] řăğńĺůŋż. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ, łőčďă a > 0. Ěśńĺ a <^{N−1}_N , šő śřěďĺ ůĺśěń [a], [2a], . . . , [Na] ěśšĳ śőćŕăďă¿źĺě, ŕőśłőńĳłş ¡šĺ N ůĺśěń śőďěřęăšś£ śřěďĺ N − 1 ůĺśěń 0, 1, . . . , N − 2. Ŕő¡šőňş a ¿^{N−1}_N . Šě ęě śăňżě řăśśşęďěŋĺ£ ďń£ ůĺśńă 1/a ŕőłăğżćă¿š, ůšő^1_a ¿^{M−1}_M , š.ě. a 6^M_{M−1} .

Ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ^{N−1}_N 6 a 6^M_{M−1} , šő ćśě ůĺśńă [a], [2a], . . . , [Na] řăğńĺůŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ

a ¿ 1, šő ćőőąźě ćśě ůĺśńă [a], [2a], [3a], . . . řăğńĺůŋż, ă ěśńĺ a > 1, šő 1 −^1_N 6 a < 1, 2 −^2_N 6 a < 2,

. . . , N − 1 6 a < N, ŕő¡šőňş [ka] = k − 1 ďń£ k = 1, 2, . . . , N. Ďń£ ůĺśěń

[_1 a ] , [_2 a ] , . . . , [_M a ] řăśśşęďěŋĺ£ ăŋăńőčĺůŋż.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Ŋă śšőřőŋăţ AB, BC, CA ćğ£šż śőőšćěšśšćěŋŋő šőůłĺ C_1, A_1, B_1 šăł, ůšő AC_1 C_1B = BA_1 A_1C = CB_1 B_1A = 1 n .

Ŋă śšőřőŋăţ A_1B_1, B_1C_1, C_1A_1 šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1 ćğ£šż śőőšćěšśšćěŋŋő šőůłĺ C_2, A_2, B_2 šăł, ůšő

A_1C_2 C_2B_1 = B_1A_2 A_2C_1 = C_1B_2 B_2A_1 = n. Ďőłăğăšĳ, ůšő A_2C_2 ‖ AC, C_2B_2 ‖ CB, B_2A_2 ‖ BA.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ (n + 1)⃗a = −→BC, (n + 1)⃗b = −→CA, (n + 1)⃗c = −→AB. Šőčďă −−−→ A_2C_2 = 1 n + 1 (n⃗b + ⃗c) + n⃗c + ⃗a + n n + 1 (n⃗a +⃗b). Ć ŕőńşůěŋŋőň ćżřăęěŋĺĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ ⃗a ĺ ⃗c řăćŋż (őŋĺ řăćŋż 1 +^{n2}_{n+1} ). Łřőňě šőčő, ⃗a + ⃗b⃗c = ⃗0, ŕő¡šőňş ćěłšőř −−−→A_2C_2 ŕřőŕőřűĺőŋăńěŋ ⃗b, š.ě. A_2C_2 ‖ AC. Ďń£ őśšăńĳŋżţ ŕř£ňżţ ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő.

Ğ-ůă 2. Řăśŕőńőęĺšĳ ŋă ŕř£ňőľ śĺśšěňş őšřěğłőć ďńĺŋż l, ŋě ĺňě¿źĺţ őąźĺţ łőŋűőć ĺ őąźĺţ šőůěł šăł, ůšőąż ąěśłőŋěůŋă£ ăřĺťňěšĺůěśłă£ ŕřőčřěśśĺ£ ś ń¿ąőľ řăğŋőśšĳ¿ ĺ ń¿ążň ŋăůăńĳŋżň ůńěŋőň ĺňěńă őąźş¿ šőůłş ś ŋěłőšőřżň őšřěğłőň śĺśšěňż.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋő şřăćŋěŋĺě x^n − a_1x^{n−1} − a_2x^{n−2} − · · · − a_{n−1}x − a_n = 0, čďě a_1 ¿ 0, a_2 ¿ 0, a_n ¿ 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šő şřăćŋěŋĺě ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ďćşţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ łőřŋěľ.

Řěÿ 3. Ŕěřěŕĺÿěň ďăŋŋőě şřăćŋěŋĺě ć ćĺďě 1 = a_1 x + a_2 x^2 + · · · + a_n x^n . Ŕřĺ x > 0 ťşŋłűĺ£ f(x) =^{a1}_x +^{a2}_{x2} + · · · +^{an}_{xn} ňőŋőšőŋŋő şążćăěš, ŕő¡šőňş őŋă ŋě ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ğŋăůěŋĺě 1 ŕřĺ ďćşţ řăğńĺůŋżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ x.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ŕ£šĳ ůěńőćěł ĺčřă¿š ŋěśłőńĳłő ŕăřšĺľ ć ďőňĺŋő (ďćă ŋă ďćă) šăł, ůšő łăęďżľ ĺčřă¿źĺľ ĺňěěš łăęďőčő őďĺŋ řăğ ŕăřšŋ-ěřőň ĺ ďćă řăğă ŕřőšĺćŋĺłőň. Ŋăľšĺ łőńĺůěśšćő śżčřăŋŋżţ ŕăřšĺľ ĺ ćśě śŕőśőąż řăśŕřěďěńěŋĺ£ ĺčřă¿źĺţ.

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : 5 ŕăřšĺľ; řăśŕřěďěńěŋĺě ĺčřă¿źĺţ ěďĺŋśšćěŋŋő (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺţ ŋşňěřăűĺĺ). Ŕőśňőšřĺň śŋăůăńă, ś łěň ĺčřăń 1-ľ. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő 1-ľ ĺ 2-ľ śżčřăńĺ ŕřőšĺć 3-čő ĺ 4-čő, ă 1-ľ ĺ 5-ľ śżčřăńĺ ŕřőšĺć 2-čő ĺ 3-čő (¡šőčő ňőęŋő ďąĺšĳś£, ŕőňěŋ£ć ňěśšăňĺ 3-čő ĺ 4-čő). 3-ľ ĺčřőł şęě ążń ďćă řăğă ŕřőšĺćŋĺłőň 1-čő, ŕő¡šőňş ŕřőšĺć 1-čő ĺ 4-čő ĺčřă¿š 2-ľ ĺ 5-ľ. Ŕőśńě ¡šőčő 2-ľ ŋě ňőęěš ĺčřăšĳ ŕřőšĺć 1-čő, ŕő¡šőňş ŕřőšĺć 1-čő ĺ 3-čő ĺčřă¿š 4-ľ ĺ 5-ľ. Őśšă-ěšś£ ŕőśńěďŋ££ ŕăřšĺ£: 2-ľ ĺ 4-ľ ĺčřă¿š ŕřőšĺć 3-čő ĺ 5-čő.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ^p_q | ŋěśőłřăšĺňă£ řăűĺőŋăńĳŋă£ ďřőąĳ, £ćń£¿źă£ś£ łőřŋěň ŕőńĺŋőňă

f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n

ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, šő p − kq ěśšĳ ďěńĺšěńĳ ůĺśńă f(k) ŕřĺ ń¿ąőň űěńőň k.

Řěÿ 1. Ňŋőčőůńěŋ f(x) ďěńĺšś£ ŋă x −^p_q , ŕő¡šőňş f(x) = g(x) ( x −^p_q ) . Ŕşśšĳ g(x) = b_0x^{n−1} + b_2x^{n−2} + · · · + b_{n−1}. Šőčďă a_0 = b_0, a_1 = b_1 − b_0^p_q , a_2 = b_2 − b_2^p_q , . . . , a_{n−1} = b_{n−1} − b_{n−2}^p_q , a_n = −b_{n−1}^p_q . Ůĺśńő b_0 űěńőě. Řăćěŋśšćő qa_1 = qb_1 −pb_0 ŕőłăğżćăěš, ůšő ůĺśńő qb_1 űěńőě. Řăćěŋśšćő q^2a_2 = q^2b_2 −qb_1p ŕőłăğżćăěš, ůšő ůĺśńő q^2b_2 űěńőě ĺ š.ď. Šăłĺň őąřăğőň, ňŋőčőůńěŋ q^{n−1}g(x) ĺňěěš űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż.

Řăćěŋśšćő q^nf(k) = q^{n−1}g(k)(qk − p) ŕőłăğżćăěš, ůšő ůĺśńő q^nf(k) ďěńĺšś£ ŋă qk − p. Ůĺśńă q^n ĺ qk − p ćğăĺňŋő ŕřőśšżě, ŕő¡šőňş ůĺśńő f(k) ďěńĺšś£ ŋă qk − p.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ŋă ŕńőśłőśšĺ P śšőĺš ŕř£ňőľ łřşčőćőľ łőŋşś. Řăďĺşś őśŋőćăŋĺ£ r, ćżśőšă | h. Ŋă řăśśšő£ŋĺĺ H őš ŕńőśłőśšĺ ĺ l őš ćżśőšż łőŋşśă ŋăţőďĺšś£ ĺśšőůŋĺł śćěšă. Łăłş¿ ůăśšĳ őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă R, ńěęăźěľ ć ŕńőśłőśšĺ P ĺ łőŋűěŋšřĺůěśłőľ ś őłřşęŋőśšĳ¿, ńěęăźěľ ć őśŋőćăŋĺĺ łőŋşśă, őśćěšĺš ¡šőš ĺśšőůŋĺł?

Řěÿ 3. Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă śńşůăľ, łőčďă H > h. Ŕşśšĳ S | ćěřÿĺŋă łőŋşśă, S^′ | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕńőśłőśšĺ őśŋőćăŋĺ£ łőŋşśă ś ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłş S ĺ ĺśšőůŋĺł śćěšă. Ŕőłăęěň, ůšő šěŋĳ őš łőŋşśă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ťĺčşřş, ğăÿšřĺţőćăŋŋş¿ ŋă řĺś.???(ă). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ A | šőůłă őśŋőćăŋĺ£ łőŋşśă, šő šěŋĳ őšřěğłă SA | ¡šő őšřěğőł S^′A. Ăŋăńőčĺůŋżě řăśśşęďěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ěśńĺ H = h, šő šěŋĳ | ¡šő ňŋőęěśšćő, ĺğőąřăę-ěŋŋőě ŋă řĺś.???(ą), ă ěśńĺ H < h, šő šő šěŋĳ | ¡šő ňŋőęěśšćő, ĺğőąřăę-ěŋŋőě ŋă řĺś.???(ć).

Ŋěśńőęŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ś ŕőďőąŋżňĺ šřěşčőńĳŋĺłăňĺ ŕőłăğżćă¿š, ůšő řăśśšő£ŋĺě őš šőůłĺ S^′ ďő űěŋšřă łőŋşśă řăćŋő | | |^h_{H−h} | | | = s. Ŕşśšĳ cos α = r/R ĺ cos β = r/S. Ŕřĺ H > h şčńőćă£ ćěńĺůĺŋă ŋěőśćěź-ěŋŋőľ ďşčĺ řăćŋă β − α; ŕřĺ H = h őŋă řăćŋă^π_2 − α; ŕřĺ H < h őŋă řăćŋă π − (α + β).

Ğ-ůă 4. Ĺňěěšś£ 1955 šőůěł. Łăłőě ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő šřőěł ňőęŋő ĺğ ŋĺţ ćżąřăšĳ, šăł, ůšőąż łăęďżě ďćě šřőľłĺ ĺňěńĺ őďŋş őąźş¿ šőůłş?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : 1954/2 = 977 šřőěł; ŋşęŋő ćżąřăšĳ őďŋş šőůłş, őśšăćÿĺěś£ šőůłĺ řăğąĺšĳ ŋă ŕăřż ĺ śőśšăćń£šĳ šřőľłĺ ĺğ ćżąřăŋŋőľ šőůłĺ ĺ ¡šĺţ ŕăř.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ěśšĳ ďćě ŕăřż šřőěł, ş łőšőřżţ őąźĺě šőůłĺ řăğŋżě. Ěśńĺ ćśě ůěšżřě šřőľłĺ, ćţőď£źĺě ć ¡šĺ ŕăřż, řăğŋżě, šő ŕőńşůăěň łőŋťĺčşřăűĺ¿, ĺğőąřăę-ěŋŋş¿ ŋă řĺś.???(ă), ă ěśńĺ őďŋă šřőľłă £ćń£ěšś£ őąźěľ ďń£ ¡šĺţ ďćşţ ŕăř, šő ŕőńşůăěň łőŋťĺčşřăűĺ¿, ĺğőąřăę-ěŋŋş¿ ŋă řĺś.???(ą). Ĺğ šőůěł, ćţőď£źĺţ ć ¡šĺ łőŋťĺčşřăűĺĺ, ąőńĳÿě ŋěńĳğ£ śőśšăćĺšĳ ŋĺ őďŋőľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ šřőľłĺ šăł, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ šřěąşěňőě şśńőćĺě. Ěśńĺ ć šřőľłş ćţőďĺš łăłă£-ńĺąő ďřşčă£ šőůłă, šő ć ¡šş šřőľłş ďőńęŋż ćţőďĺšĳ ďćě šőůłĺ łőŋťĺčşřăűĺĺ, ŕőňěůěŋŋżě őďĺŋăłőćżňĺ űĺťřăňĺ. Ŕő¡šőňş ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ šřőěł ŋě ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě šř-ěţ (ĺŋăůě ŕő£ć£šś£ šřőľłĺ, ĺňě¿źĺě ŋě őďŋş, ă ďćě őąźĺě šőůłĺ). Ć řěğşńĳšăšě ňż ŕőńşůăěň čőřăğďő ňěŋĳÿě 977 šřőěł.

Ğ-ůă 5. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł A_0B_0C_0. Ŋă ěčő śšőřőŋăţ A_0B_0, B_0C_0, C_0A_0 ćğ£šż šőůłĺ C_1, A_1, B_1 śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŋă śšőřőŋăţ A_1B_1, B_1C_1, C_1A_1 šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1 ćğ£šż śőőšćěšśšćěŋŋő šőůłĺ C_2, A_2, B_2, ĺ ćőőąźě, ŋă śšőřőŋăţ A_nB_n, B_nC_n, C_nA_n, šřěşčőńĳŋĺłă A_nB_nC_n ćğ£šż šőůłĺ C_{n+1}, A_{n+1}, B_{n+1}. Ĺğćěśšŋő, ůšő A_0B_1 B_1C_0 = B_0C_1 C_1A_0 = C_0A_1 A_1B_0 = k, A_1B_2 B_2C_1 = B_1C_2 C_2A_1 = C_1A_2 A_2B_1 = 1 k^2 ĺ ćőőąźě,

A_nB_n+1 B_n+1C_n =

B_nC_n+1 C_n+1A_n =

C_nA_n+1 A_n+1B_n = { k^{2n} | ŕřĺ ů-ěšŋőň n. 1 k2^n | ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n.

Ďőłăğăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ABC, őąřăğőćăŋŋżľ ŕěřěśěůěŋĺěň ŕř£ňżţ A_0A_1, B_0B_1, C_0C_1, śőďěřęĺšś£ ć šřěşčőńĳŋĺłě A_nB_nC_n ŕřĺ ń¿ąőň n.

Řěÿ 5. Šő, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ABC śőďěřęĺšś£ ć šřěşčőńĳŋĺłě A_1B_1C_1, őůěćĺďŋő. Ŕőłăęěň, ůšő šőůłĺ A_2, B_2, C_2 £ćń£¿šś£ šőůłăňĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1 ś ŕř£ňżňĺ A_0A_1, B_0B_1, C_0C_1. Ŕőňěśšĺň ć šőůłĺ A_0, B_0, C_0 ňăśśż 1+k^3, k, k^2. Űěŋšřőň ňăśś ¡šőľ śĺśšěňż £ćń£ěšś£ šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ őšřěğłőć A_0A_1 ĺ B_1C_1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, C_1 | űěŋšř ňăśś šőůěł A_0 ĺ B_0 ś ňăśśăňĺ 1 ĺ k, B_1 | űěŋšř ňăśś šőůěł A_0 ĺ C_0 ś ňăśśăňĺ k^3 ĺ k^2, A_1 | űěŋšř ňăśś šőůěł B_0 ĺ C_0 ś ňăśśăňĺ k ĺ k^2. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ A^′ | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ őšřěğłőć A_0A_1 ĺ B_1C_1, šő B_1A^′ : A^′C_1 = (1 + k) : (k^2 + k^3) = 1 : k^2, ŕő¡šőňş A^′ = A_2. Ďń£ šőůěł B_2 ĺ C_2 ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő.

Ďőłăğăŋŋżľ řěğşńĳšăš őğŋăůăěš śńěďş¿źěě. Ďń£ šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1 ňż ďěńăěň šő ęě śăňőě, ůšő ĺ ďń£ šřěşčőńĳŋĺłă A_0B_0C_0, ńĺÿĳ ś ğăňěŋőľ łő¡ťťĺűĺěŋšă k ŋă 1/k^2; šřěşčőńĳŋĺł ABC ŕřĺ ¡šőň őśšă-ěšś£ šěň ęě śăňżň. Ŕőńşůěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł A_2B_2C_2 śŋőćă śőďěřęĺš šřěşčőńĳŋĺł ABC ĺ š.ď.

XIX őńĺňŕĺăďă (1956)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ŋă ŕńőśłőśšĺ ůěšżřěţ šőůěł A, B, C ĺ D šăłĺţ, ůšő ćśě šřěşčőńĳŋĺłĺ ABC, BCD, CDA, DAB őśšřőşčőńĳŋżě.

Řěÿ 1. Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ ůěšżř-ěţ ďăŋŋżţ šőůěł ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ćőğňőęŋż ďćă řăğńĺůŋżţ řăśŕőńőęěŋĺ£ ůěšżř-ěţ šőůěł ŋă ŕńőśłőśšĺ.

1) Šőůłĺ A, B, C ĺ D £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ ćżŕşłńőčő ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă. Śşňňă şčńőć ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă řăćŋă 360^∘, ŕő¡šőňş ŋě ćśě ěčő şčńż őśšřżě. Ćőğĳň-ěň ŋě őśšřżľ şčőń ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă; ěňş śőőšćěšśšćşěš ŋě őśšřőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł.

2) Šőůłĺ A, B, C ĺ D ŋě £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ ćżŕşłńőčő ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă. Šőčďă őďŋă ĺğ ŋĺţ ńěęĺš ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ś ćěřÿĺŋăňĺ ć őśšăńĳŋżţ šőůłăţ. Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ šőůłĺ D ńěęĺš ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Śşňňă šř-ěţ şčńőć ś ćěřÿĺŋőľ D řăćŋă 360^∘, ŕő¡šőňş őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŋě ňěŋĳÿě 120^∘. Ğŋăůĺš, şčőń ŕřĺ ćěřÿĺŋě D ć őďŋőň ĺğ šřěşčőńĳŋĺłőć BCD, CDA, DAB ŋě őśšřżľ.

Ğ-ůă 2. Ŋăľšĺ ćśě ďćşğŋăůŋżě ůĺśńă, śşňňă űĺťř łőšőřżţ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ůĺśńă ŋă 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ĺ 9.

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 18, 45, 90 ĺ 99.

Ŕő şśńőćĺ¿ śşňňă űĺťř ůĺśńă a ĺ ůĺśńă 9a őďŋă ĺ šă ęě. Ŕő¡šőňş śőčńăśŋő ŕřĺğŋăłş ďěńĺňőśšĺ ŋă 9 ůĺśńő a ďěńĺšś£ ŋă 9. Ďćşğŋăůŋżě ůĺśńă, ďěń£źĺěś£ ŋă 9, śńěďş¿źĺě: 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90 ĺ 99. Ĺğ ŋĺţ ůĺśńă 27, 36, 54, 63, 72 ĺ 81 ŋě őąńăďă¿š šřěąşěňżň śćőľśšćőň; ć ¡šőň ňőęŋő şąěďĺšĳś£, şňŋőęă£ ĺţ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋă 7, 8, 7, 3, 4 ĺ 9. Őśšăćÿĺěś£ ůĺśńă šřěąşěňżň śćőľśšćőň őąńăďă¿š.

Ğ-ůă 3. Ĺňěěšś£ ğăňłŋşšă£ śăňőŕěřěśěłă¿źă£ś£ ńőňăŋă£. Ĺğćěśšŋő, ůšő őŋă ŕěřěśěłăěš łăęďőě śćőě ğćěŋő řőćŋő őďĺŋ řăğ. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ğćěŋĳěć ů-ěšŋő.

Řěÿ 3. Ůěřěğ šőůłş śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőţőď£š řőćŋő ďćă ğćěŋă ńőňăŋőľ (ěśńĺ ąż ŕřőţőďĺńĺ šřĺ ğćěŋă, šő łăęďőě ĺğ ŋĺţ ńőňăŋă£ ŕěřěśěłăńă ąż ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćă řăğă). Łřőňě šőčő, ŋă łăęďőň ğćěŋě ńěęĺš řőćŋő őďŋă šőůłă śăňőŕěřěśěůěŋĺ£. Ŕő¡šőňş, śőŕőśšăćĺć šőůłě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕăřş ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ć ŋěľ ğćěŋĳěć, ňż ŕőńşůĺň řăğąĺěŋĺě ğćěŋĳěć ŋă ŕăřż.

Ğ-ůă 4. Ŋăľšĺ ćśě ůĺśńă, ŋă łőšőřżě ňőęěš ążšĳ śőłřăšĺňă ŕřĺ űěńőň ğŋăůěŋĺĺ l ďřőąĳ^{5l+6}_{8l+7} . Řěÿ 4. Ćżůĺśńĺň ŊŐĎ(5l + 6, 8l + 7), ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő ŊŐĎ(a, b) = ŊŐĎ(a − b, b). Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ŊŐĎ(5l+6, 8l+7) = ŊŐĎ(5l+6, 3l+1) = ŊŐĎ(2l+5, 3l+1) = ŊŐĎ(2l+5, l−4) = ŊŐĎ(l+9, l−4) = ŊŐĎ(13, l − 4). Ůĺśńő 13 ŕřőśšőě, ŕő¡šőňş ďăŋŋă£ ďřőąĳ ňőęěš ążšĳ śőłřăšĺňă šőńĳłő ŋă 13. Ŕřĺ l = 4 ňż ŕőńşůăěň ďřőąĳ^{26}_{39} , łőšőřă£ ďěľśšćĺšěńĳŋő śőłřăšĺňă ŋă 13.

Ğ-ůă 5. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő šőůěł ňőęŋő ćżąřăšĳ ŋă őłřşęŋőśšĺ ďńĺŋż 1956 šăł, ůšőąż ďń£ łăęďőľ ĺğ ¡šĺţ šőůěł ŋăÿńăśĳ řőćŋő őďŋă ćżąřăŋŋă£ šőůłă ŋă řăśśšő£ŋĺĺ 1 ĺ řőćŋő őďŋă ŋă řăśśšő£ŋĺĺ 2 (řăśśšő£ŋĺ£ ĺğňěř£¿šś£ ŕő őłřşęŋőśšĺ)?

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : 1304.

Ŕşśšĳ A | őďŋă ĺğ ćżąřăŋŋżţ šőůěł, B ĺ C | ćżąřăŋŋżě šőůłĺ, şďăń-ěŋŋżě őš ŋě-ě ŋă řăśśšő£ŋĺ£ 1 ĺ 2 śőőšćěšśšćěŋŋő. Řăśŕőńőęěŋĺě ć ŕőř£ďłě ABC ŋěćőğňőęŋő, ŕőśłőńĳłş ć šăłőň śńşůăě ďń£ šőůłĺ B ěśšĳ ďćě ćżąřăŋŋżě šőůłĺ ŋă řăśśšő£ŋĺĺ 1. Ŕő¡šőňş šőůłĺ řăśŕőńőęěŋż ć šăłőň ŕőř£ďłě: C AB (ĺńĺ BA C). Ŕşśšĳ D | šőůłă, şďăń-ěŋŋă£ őš C ŋă řăśśšő£ŋĺě 1. Řăśŕőńőęěŋĺě CDAB, őůěćĺďŋő, ŋěćőğňőęŋő. Ŕő¡šőňş řăśŕőńőęěŋĺě šăłőě: DC AB. Ŕşśšĳ, ďăńěě, E | šőůłă, şďăń-ěŋŋă£ őš B ŋă řăśśšő£ŋĺě 1. Őŋă řăśŕőńőęěŋă śńěďş¿źĺň őąřăğőň: DC AB E. Ŕřőďőńęă£ ¡šĺ řăśśşęďěŋĺ£, ňż şćĺďĺň, ůšő őłřşęŋőśšĳ ďńĺŋż 1956 őłăęěšś£ řăğąĺšőľ ŋă 1956/3 = 652 ďşčĺ ďńĺŋż 3 (łőŋűăňĺ ¡šĺţ ďşč śńşęăš šőůłĺ A, C, E, . . . ). Ŋă łăęďőľ ďşčě ńěęĺš őďŋă šőůłă. Ćśěčő ŕőńşůăěň 2 · 652 = 1304 šőůłĺ. Ćśě ¡šĺ šőůłĺ őą£ğăšěńĳŋő ďőńęŋż ŕřĺśşšśšćőćăšĳ.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă śšőřőŋăţ AB ĺ CB šřěşčőńĳŋĺłă ABC őšłńăďżćă¿šś£ řăćŋżě őšřěğłĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ďńĺŋż AD ĺ CE. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő śěřěďĺŋ őšřěğłőć DE.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ X | śěřěďĺŋă őšřěğłă DE, M | śěřěďĺŋă őšřěğłă AC. Ďőśšřőĺň šřěşčőńĳŋĺłĺ ADX ĺ CEX ďő ŕăřăńńěńőčřăňňőć ADXA^′ ĺ CEXC^′. Šőůłă X £ćń£ěšś£ śěřěďĺŋőľ őšřěğłă DE, ŕő¡šőňş őšřěğłĺ AA^′ ĺ C^′C řăćŋż. §śŋő šăłęě, ůšő ¡šĺ őšřěğłĺ ŕăřăńńěńĳŋż, ă ğŋăůĺš, AA^′CC^′ | ŕăřăńńěńőčřăňň.

Ŕő¡šőňş šőůłă M | śěřěďĺŋă őšřěğłă A^′C^′. Ĺğ řăćěŋśšćă őšřěğłőć AD ĺ CE śńěďşěš, ůšő šřěşčőńĳŋĺł A^′XC^′ řăćŋőąěďřěŋŋżľ. Ŕő¡šőňş ěčő ňěďĺăŋă XM £ćń£ěšś£ šăłęě ĺ ąĺśśěłšřĺśőľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕř£ňă£ XM ŕăřăńńěńĳŋă ąĺśśěłšřĺśě şčńă B šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Šăłĺň őąřăğőň, šőůłă X ńěęĺš ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłş M. Ĺśłőňőě ČŇŠ | őšřěğőł ¡šőľ ŕř£ňőľ, ńěęăźĺľ ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC.

Ğ-ůă 2. Ć ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă α őšąřőÿěŋż ćśě ďěś£šĺůŋżě ğŋăłĺ, ŋăůĺŋă£ ś šřěšĳěčő ğŋăłă ŕőśńě ğăŕ£šőľ (š.ě. ćğ£šő ŕřĺąńĺęěŋĺě α ś ŋěďőśšăšłőň ś šőůŋőśšĳ¿ ďő 0, 01). Ŕőńşůěŋŋőě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă α ĺ ůăśšŋőě śŋőćă őłřşčń£ěšś£ ś ŋěďőśšăšłőň ś šőľ ęě šőůŋőśšĳ¿. Łăłĺě ůĺśńă ŕřĺ ¡šőň ňőčşš ŕőńşůĺšĳś£ (şłăğăšĳ ćśě ğŋăůěŋĺ£)?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 0,^{50}_{100} ,^{51}_{100} , . . . ,^{99}_{100} , 1.

Ŕşśšĳ α =^n_{100} + α_1, čďě n | űěńőě ůĺśńő ĺ 0 6 α_1 <^1_{100} . Ŕşśšĳ, ďăńěě,^1_α^n_{100} =^m_{100} + α_2, čďě m | űěńőě ůĺśńő ĺ 0 6 α_2 <^1_{100} . Ŋăś ĺŋšěřěśşěš ůĺśńő^m_{100} . §śŋő, ůšő 100α = n + 100α_1, ŕő¡šőňş^n_{100α} =^n_{n+100α1} 6 1. Ěśńĺ n = 0, šő^m_{100} = 0. Ěśńĺ ęě n > 0, šő^n_{n+100α1} >^1_2 , ŕőśłőńĳłş 100α_1 < 1. Ďřőąĳ^n_{n+100α1} ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ćśě ğŋăůěŋĺě őš 1/2 ďő 1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőńőęĺň n = 1. Ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ α_1 őš 0 ďő^1_{100} ůĺśńő 1 1+100α_1 ĺğňěŋ£ěšś£ őš 1 ďő 1/2.

Ğ-ůă 3. Ŋă őłřşęŋőśšĺ ďńĺŋż 15 ćżąřăŋő n šőůěł, šăł ůšő ďń£ łăęďőľ ĺňěěšś£ řőćŋő őďŋă ćżąřăŋŋă£ šőůłă ŋă řăśśšő£ŋĺĺ 1 ĺ řőćŋő őďŋă ŋă řăśśšő£ŋĺĺ 2 (řăśśšő£ŋĺě ĺğňěř£ěšś£ ŕő őłřşęŋőśšĺ). Ďőłăęĺšě, ůšő n ďěńĺšś£ ŋă 10.

Řěÿ 3. Ĺğ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ 5 ďń£ 7 łńăśśă śńěďşěš, ůšő ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő ćżąřăŋŋżţ šőůěł řăćŋő 10. Łřőňě šőčő, śĺśšěňă ćżąřăŋŋżţ šőůěł śőśšőĺš ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ ŋăąőřőć šăłĺţ ďěś£šőł šőůěł.

Ğ-ůă 4. Ŕşśšĳ a, b, c, d, l | űěńżě ůĺśńă. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ďřőąĳ^{al+b}_{cl+d} śőłřăšĺňă ŋă ůĺśńő k, šő ad − bc ďěńĺšś£ ŋă k.

Řěÿ 4. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő al + b = km ĺ cl + d = kn. Şňŋőęĺň ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě ŋă −c, ă ćšőřőě ŋă a. Śńőęĺć ¡šĺ şřăćŋěŋĺ£, ŕőńşůĺň ad − bc = k(na − mc). Śńěďőćăšěńĳŋő, ad − bc ďěńĺšś£ ŋă k.

Ğ-ůă 5. Ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ŋăŕĺśăŋă šăąńĺűă, ŕřĺůěň ć łăęďőľ łńěšłě śšőĺš ůĺśńő, řăćŋőě śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş ůěšżřěţ ůĺśěń, śšő£źĺţ ć śőśěďŋĺţ łńěšłăţ. Ćśě ůĺśńă ć šăąńĺűě řăğńĺůŋż. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő śšőĺš ś łřă£ (š.ě. ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋă ĺğ śőśěďŋĺţ łńěšőł őšśşšśšćşěš).

Řěÿ 5. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő a śšőĺš ŋě ś łřă£. Šőčďă ş ŋěčő ć šăąńĺűě ěśšĳ ćśě ůěšżřě śőśěďŋĺţ ůĺśńă a_1, a_2, a_3, a_4 ĺ ŕřĺ ¡šőň a = (a_1 + a_2 + a_3 + a_4)/4. Ŋő a > a_1, a > a_2, a > a_3, a > a_4. Ŕő¡šőňş a = (a_1 + a_2 + a_3 + a_4)/4. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ćżŕşłńőň ůěšżřěţşčőńĳŋĺłě ABCD ćğ£š ůěšżřěţşčőńĳŋĺł KLMN, őąřăğőćăŋŋżľ űěŋšřăňĺ š£ęěśšĺ šřěşčőńĳŋĺłőć ABC, BCD, DBA ĺ CDA. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕř£ňżě, śőěďĺŋ£¿źĺě śěřěďĺŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ śšőřőŋ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ABCD, ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőľ ęě šőůłě, ůšő ĺ ŕř£ňżě, śőěďĺŋ£¿źĺě śěřěďĺŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ śšőřőŋ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă KLMN.

Řěÿ 1. Şłăğăŋŋżě ŕř£ňżě ŕěřěśěłă¿šś£ ć űěŋšřě ňăśś ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă ABCD, š.ě. ć űěŋšřě ňăśś śĺśšěňż šőůěł A, B, C, D ś őďĺŋăłőćżňĺ ňăśśăňĺ.

Ğ-ůă 2. Ć ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă α őšąřőÿěŋż ćśě ďěś£šĺůŋżě ğŋăłĺ, ŋăůĺŋă£ ś ůěšćěřšőčő ğŋăłă ŕőśńě ğăŕ£šőľ (š.ě. ćğ£šő ŕřĺąńĺęěŋĺě α ś ŋěďőśšăšłőň ś šőůŋőśšĳ¿ ďő 0, 001). Ŕőńşůěŋŋőě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă α ĺ ůăśšŋőě śŋőćă őłřşčń£ěšś£ ś ŋěďőśšăšłőň ś šőľ ęě šőůŋőśšĳ¿. Łăłĺě ůĺśńă ŕřĺ ¡šőň ňőčşš ŕőńşůĺšĳś£ (şłăğăšĳ ćśě ğŋăůěŋĺ£)?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 0,^{500}_{1000} ,^{501}_{1000} , . . . ,^{999}_{1000} , 1. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 2 ďń£ 8 łńăśśă. Ğ-ůă 3. Ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ŋăŕĺśăŋă šăąńĺűă, ŕřĺůěň ć łăęďőľ łńěšłě śšőĺš ůĺśńő, řăćŋőě śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş ůěšżřěţ ůĺśěń, śšő£źĺţ ć śőśěďŋĺţ łńěšłăţ. Ĺğ šăąńĺűż ćżąřăŋ łşśőł. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŋěłőšőřőě ůĺśńő ąőńĳÿě ćśěţ őśšăńĳŋżţ ŋă ¡šőň łşśłě, šő őŋő śšőĺš ś łřă£ (š.ě. ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋă ĺğ śőśěďŋĺţ łńěšőł őšśşšśšćşěš).

Řěÿ 3. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 5 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ďăŋż ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă h, s_1, s_2 ĺ řăśŕőńőęěŋŋżľ ć ŕřőśšřăŋśšćě šřěşčőńĳŋĺł ABC. Śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő ćżąřăšĳ šőůłş D šăł, ůšőąż ć šěšřă¡ďřě ABCD ćżśőšă, őŕşźěŋŋă£ ĺğ ćěřÿĺŋż D, ążńă řăćŋă h, ă ŕńőźăďĺ čřăŋěľ ACD ĺ BCD śőőšćěšśšćěŋŋő s_1 ĺ s_2 (ĺśśńěďőćăšĳ ćśě ćőğňőęŋżě śńşůăĺ)?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : 0, 2, 4 ĺńĺ 8.

Ůšőąż ćżśőšă, őŕşźěŋŋă£ ĺğ ćěřÿĺŋż D, ążńă řăćŋă h, šőůłă D ďőńęŋă ńěęăšĳ ć őďŋőľ ĺğ ďćşţ ŕńőśłőśšěľ ˝_1 ĺ ˝_2, ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕńőśłőśšĺ ABC. Ůšőąż ŕńőźăďĳ čřăŋĺ ACD ążńă řăćŋă s_1, šőůłă D ďőńęŋă ńěęăšĳ ŋă űĺńĺŋďřě ś őśĳ¿ AC, ă ůšőąż ŕńőźăďĳ čřăŋĺ BCD ążńă řăćŋă s_2, šőůłă D ďőńęŋă ńěęăšĳ ŋă űĺńĺŋďřě ś őśĳ¿ BC. Ŕěřěśěůěŋĺě ŕńőśłőśšĺ ˝_1 ś ŕěřćżň űĺńĺŋďřőň | ¡šő ńĺąő ŕăřă ŕř£ňżţ, ńĺąő őďŋă ŕř£ňă£, ńĺąő ŕşśšőě ňŋőęěśšćő, ŕřĺů-ěň ŕř£ňżě ďőńęŋż ążšĳ ŕăřăńńěńĳŋż AC. Ďń£ ćšőřőčő űĺńĺŋďřă ŕőńşůă¿šś£ ŕř£ňżě, ŕăřăńńěńĳŋżě ŕř£ňőľ BC, łőšőřă£ ŕěřěśěłăěš ŕř£ňş¿ AC. Ŕő¡šőňş ŕřĺ ŕěřěśěůěŋĺĺ űĺńĺŋďřőć ŕńőśłőśšĳ¿ ˝_1 ŕőńşůăěšś£ ńĺąő ŕşśšőě ňŋőęěśšćő, ńĺąő ŕăřă ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕř£ňżţ, ńĺąő ŕř£ňă£, ŕěřěśěłă¿źă£ ŕăřş ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ, ńĺąő ŕăřă ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ, ŕěřěśěłă¿źă£ ďřşčş¿ ŕăřş ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ. Łőńĺůěśšćő šőůěł, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ őąőĺň űĺńĺŋďřăň ĺ ŕńőśłőśšĺ, řăćŋő śőőšćěšśšćěŋŋő 0, 1, 2 ĺ 4. Śšőńĳłő ęě šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕőńşůăěň ĺ ďń£ ŕńőśłőśšĺ ˝_2.

Ğ-ůă 5. Ŕşśšĳ a, b, c, d, l | űěńżě ůĺśńă. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ďřőąĳ^{al+b}_{cl+d} śőłřăšĺňă ŋă ůĺśńő k, šő ad − bc ďěńĺšś£ ŋă k.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć šřěşčőńĳŋĺł ćŕĺśăŋ łćăďřăš šăł, ůšő ďćě ěčő ćěřÿĺŋż ńěęăš ŋă őśŋőćăŋĺĺ, ă ďćě ďřşčĺě ćěřÿĺŋż | ŋă ąőłőćżţ śšőřőŋăţ šřěşčőńĳŋĺłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő śšőřőŋă łćăďřăšă ňěŋĳÿě 2r, ŋő ąőńĳÿě √ 2r, čďě r | řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ, ćŕĺśăŋŋőľ ć šřěşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ ďćě ćěřÿĺŋż řăśśňăšřĺćăěňőčő łćăďřăšă ńěęăš ŋă śšőřőŋě AB. Őłřşęŋőśšĳ S_1, ćŕĺśăŋŋă£ ć ¡šőš łćăďřăš, łăśăěšś£ śšőřőŋż AB ĺ řăśŕőńőęěŋă śšřőčő ćŋşšřĺ ďăŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC (őŋă ğăćěďőňő ŋě łăśăěšś£ śšőřőŋ AC ĺ BC). Ŕő¡šőňş śşźěśšćşěš šřěşčőńĳŋĺł A_1B_1C_1, śšőřőŋż łőšőřőčő ŕăřăńńěńĳŋż śšőřőŋăň šřěşčőńĳŋĺłă ABC ĺ łăśă¿šś£ őłřşęŋőśšĺ S_1, ă śăň őŋ řăśŕőńőęěŋ ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC, ŕřĺů-ěň ŋě śőćŕăďăěš ś ŋĺň. Śńěďőćăšěńĳŋő, řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ S_1 ňěŋĳÿě r. Ŋő śšőřőŋă łćăďřăšă řăćŋă şďćőěŋŋőňş řăďĺşśş őłřşęŋőśšĺ S_1.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ őłřşęŋőśšĳ S_2, őŕĺśăŋŋş¿ ćőłřşč łćăďřăšă. Őŋă ĺňěěš őąźş¿ šőůłş ś łăęďőľ śšőřőŋőľ šřěşčőńĳŋĺłă ABC, ŕřĺů-ěň ŕő łřăľŋěľ ňěřě śšőřőŋż AB őŋă ŋě łăśăěšś£. Ŕő¡šőňş śşźěśšćşěš šřěşčőńĳŋĺł A_2B_2C_2, śšőřőŋż łőšőřőčő ŕăřăńńěńĳŋż śšőřőŋăň šřěşčőńĳŋĺłă ABC ĺ łăśă¿šś£ őłřşęŋőśšĺ S_2, ă śăň őŋ śőďěřęĺš šřěşčőńĳŋĺł ABC, ŕřĺů-ěň ŋě śőćŕăďăěš ś ŋĺň. Śńěďőćăšěńĳŋő, řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ S_2 ąőńĳÿě r. Ŋő śšőřőŋă łćăďřăšă řăćŋă řăďĺşśş őłřşęŋőśšĺ S_2, şňŋőęěŋŋőňş ŋă √ 2. Ğ-ůă 2. Ć ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă α őšąřőÿěŋż ćśě ďěś£šĺůŋżě ğŋăłĺ, ŋăůĺŋă£ ś ŕ£šőčő ğŋăłă ŕőśńě ğăŕ£šőľ (š.ě. ćğ£šő ŕřĺąńĺęěŋĺě α ś ŋěďőśšăšłőň ś šőůŋőśšĳ¿ ďő 0, 0001). Ŕőńşůěŋŋőě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă α ĺ ůăśšŋőě śŋőćă őłřşčń£ěšś£ ś ŋěďőśšăšłőň ś šőľ ęě šőůŋőśšĳ¿. Łăłĺě ůĺśńă ŕřĺ ¡šőň ňőčşš ŕőńşůĺšĳś£ (şłăğăšĳ ćśě ğŋăůěŋĺ£)?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : 0,^{5000}_{10000} ,^{5001}_{10000} , . . . ,^{9999}_{10000} , 1. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 2 ďń£ 8 łńăśśă. Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ďăŋă ğăňłŋşšă£ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋă£ ńőňăŋă£. Ŋěłőšőřă£ ŕńőśłőśšĳ ŕěřěśěłăěš ćśě ě-ě ğćěŋĳ£: A_1A_2 ć šőůłě B_1, A_2A_3 | ć šőůłě B_2, . . . , A_nA_1 | ć šőůłě B_n. Ďőłăęĺšě, ůšő

A_1B_1 B_1A_2

A_2B_2 B_2A_3 . . . A_nB_n B_nA_1

= 1.

Řěÿ 4. Řăśśňőšřĺň ŕřőěłűĺ¿ ŋă ŕř£ňş¿, őřšőčőŋăńĳŋş¿ ŕńőśłőśšĺ śěůěŋĺ£. Ćśě šőůłĺ B_1, . . . , B_n ŕřőěűĺřş¿šś£ ć őďŋş ĺ šş ęě šőůłş B. Ŕşśšĳ A^′_1, . . . , A^′_n | ŕřőěłűĺĺ šőůěł A_1, . . . , A_n. Šőčďă

A_1B_1 B_1A_2

A_2B_2 B_2A_3 . . . A_nB_n B_nA_1 = A^′_1B BA^′_2 A^′_2B BA^′_3 . . . A^′_nB BA^′_1 = 1.

Ğ-ůă 5. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ

x_1 − x_2 = a, x_3 − x_4 = b, x_1 + x_2 + x_3 + x_4 = 1

ĺňěěš ţőš£ ąż őďŋő ŕőńőęĺšěńĳŋőě řěÿěŋĺě

x_1 > 0, x_2 > 0, x_3 > 0, x_4 > 0

šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă |a| + |b| < 1.

Řěÿ 5. Ěśńĺ a ¿ 0, šő ğăŕĺÿěň ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě ć ćĺďě x_1 = x_2 + a, ă ěśńĺ a < 0, šő ğăŕĺÿěň ěčő ć ćĺďě x_2 = x_1 − a. Ćő ćšőřőň śńşůăě śďěńăěň ğăňěŋş x^′_1 = x_2, x^′_2 = x_1. Šăłĺň őąřăğőň, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő x_1 = x_2 + a ĺ a ¿ 0. Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő x_3 = x_4 + b ĺ b ¿ 0. Ŕő¡šőňş ěśńĺ ďăŋŋă£ śĺśšěňă ĺňěěš ŕőńőęĺšěńĳŋőě řěÿěŋĺě, šő 1 = x_1 + x_2 + x_3 + x_4 = 2x_2 + 2x_4 + a + b > a + b (ěśńĺ ţőš£ ąż őďŋő ĺţ ůĺśěń a, b őšřĺűăšěńĳŋőě, šő ňż ŕőńşůăěň ŋěřăćěŋśšćő 1 > |a| + |b|).

Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ, ůšő a + b < 1, ŕřĺů-ěň ůĺśńă a ĺ b ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě. Šőčďă ňőęŋő ŕőńőęĺšĳ x_2 = x_4 = (1 − a − b)/4, x_1 = x_2 + a, x_3 = x_4 + b. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ŕőńőęĺšěńĳŋőě řěÿěŋĺě ďăŋŋőľ śĺśšěňż.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Šőůłă O | űěŋšř łřşčă, őŕĺśăŋŋőčő őłőńő šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Šőůłĺ A_1, B_1 ĺ C_1 śĺňňěšřĺůŋż šőůłě O őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ćżśőšż šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1 ŕřőţőď£š ůěřěğ šőůłş O, ă ćśě ćżśőšż šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŕřőţőď£š ůěřěğ űěŋšř łřşčă, őŕĺśăŋŋőčő őłőńő šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ A_2, B_2, C_2 | śěřěďĺŋż śšőřőŋ CB, BA, AC. §śŋő, ůšő OA_2⊥BC ĺ BC‖B_2C_2‖B_1C_1. Ŕő¡šőňş OA_1⊥B_1C_1, š.ě. OA_1 | ćżśőšă šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő OB_1 ĺ OC_1 šőęě £ćń£¿šś£ ćżśőšăňĺ.

§śŋő šăłęě, ůšő B_1C_1 = 2B_2C_2 = BC, ŕő¡šőňş BCB_1C_1 | ŕăřăńńěńőčřăňň. İšő őğŋăůăěš, ůšő őšřěğłĺ BB_1 ĺ CC_1 ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłě P , łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ĺţ śěřěďĺŋőľ. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő šőůłă P £ćń£ěšś£ śěřěďĺŋőľ őšřěğłă AA_1. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ P šřěşčőńĳŋĺł ABC ŕěřěţőďĺš ć šřěşčőńĳŋĺł A_1B_1C_1. Ŕřĺ ¡šőľ śĺňňěšřĺĺ šőůłă O, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ űěŋšřőň őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ĺ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ćżśőš šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1, ŕěřěţőďĺš ć šőůłş, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ űěŋšřőň őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1 ĺ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ćżśőš šřěşčőńĳŋĺłă ABC.

Ğ-ůă 2. Šőůłĺ A_1, A_2, A_3, A_4, A_5, A_6 ďěń£š őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă 1 ŋă ÿěśšĳ řăćŋżţ ůăśšěľ. Ĺğ A_1 ŕřőćěďěŋ ńşů l_1 ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ A_2, ĺğ A_2 | ńşů l_2 ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ A_3, . . . , ĺğ A_6 | ńşů l_6 ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ A_1. Ĺğ šőůłĺ B_1, ćğ£šőľ ŋă ńşůě l_1, őŕşśłăěšś£ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ŋă ńşů l_6, ĺğ őśŋőćăŋĺ£ ¡šőčő ŕěřŕěŋďĺłşń£řă őŕşśłăěšś£ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ŋă l_5 ĺ š.ď. Őśŋőćăŋĺě ÿěśšőčő ŕěřŕěŋďĺłşń£řă śőćŕăńő ś B_1. Ŋăľšĺ őšřěğőł B_1A_1.

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : B_1A_1 = 2.

Ŕşśšĳ B_2, B_3, . . . , B_7 | őśŋőćăŋĺ£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řőć, őŕşźěŋŋżţ ŋă l_6, l_5, . . . , l_1; x_1 = A_2B_1, x_2 = A_1B_2, x_3 = A_6B_3, . . . , x_7 = A_2B_7. Šőčďă x_{k+1} =^1_2 (1 + x_k). Ŕő şśńőćĺ¿ x_1 = x_7. Ŋő

x_7 = 1 2 (1 + x_6) = 1 2 ( 1 + 1 2 (1 + x_5) ) = 1 2 ( 1 + 1 2 ( 1 + 1 2 (1 + x_5) )) = . . . , ŕő¡šőňş x_7 = 1 2 + x_6 2 = 3 4 + x_5 4 = 7 8 + x_4 8 = · · · = 63 64 + x_1 64 . Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě^{63}_{64} +^{x1}_{64} = x_1, őšłşďă x_1 = 1. §śŋő šăłęě, ůšő B_1A_1 = 1 + x.

Ğ-ůă 3. 100 ůĺśěń, śřěďĺ łőšőřżţ ěśšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋżě ĺ őšřĺűăšěńĳŋżě, ćżŕĺśăŋż ć ř£ď. Ŕőďůěřłŋşšő, ćő-ŕěřćżţ, łăęďőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő, ă ćő-ćšőřżţ, łăęďőě ůĺśńő, śşňňă łőšőřőčő śő śńěďş¿źĺň ŕőńőęĺšěńĳŋă. Ňőęěš ńĺ śşňňă ćśěţ ŕőďůěřłŋşšżţ ůĺśěń őłăğăšĳś£ őšřĺűăšěńĳŋőľ? Řăćŋőľ ŋşń¿?

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋě ňőęěš.

Ąşďěň ŕőďů-ěřłĺćăšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă őďŋőľ ůěřšőľ, ă őšřĺűăšěńĳŋżě ůĺśńă, śşňňă łőšőřżţ śő śńěďş¿źĺň ůĺśńőň ŕőńőęĺšěńĳŋă, ďćşň£ ůěřšăňĺ. §śŋő, ůšő ŕőśńě łăęďőčő ŕőďů-ěřłŋşšőčő ďćşň£ ůěřšăňĺ ůĺśńőň a śšőĺš ůĺśńő b, ŕőďů-ěřłŋşšőě őďŋőľ ůěřšőľ, ŕřĺů-ěň a + b > 0. Ŕőďů-ěřłŋşšżě ůĺśńă řăğąĺćă¿šś£ ŋă śńěďş¿źĺě čřşŕŕż: ŕăřż, śőśšő£źĺě ĺğ ŕőďů-ěřłŋşšőčő ďćşň£ ůěřšăňĺ ůĺśńă ĺ śńěďş¿źěčő ğă ŋĺň ůĺśńă, ĺ ćśě őśšăńĳŋżě ŕőďů-ěřłŋşšżě ůĺśńă. Śşňňă ůĺśěń ć łăęďőľ čřşŕŕě ŕőńőęĺšěńĳŋă.

Ğ-ůă 4. 64 ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśńă, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă 1956, řăśŕőńőęěŋż ć ťőřňě łćăďřăšŋőľ šăąńĺűż: ŕő ćőśěňĳ ůĺśěń ć łăęďőľ śšřőłě ĺ ć łăęďőň śšőńąűě. Śşňňă ůĺśěń, śšő£źĺţ ŋă őďŋőľ ĺğ ďĺăčőŋăńěľ, řăćŋă 112. Ůĺśńă, řăśŕőńőęěŋŋżě śĺňňěšřĺůŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ ďĺăčőŋăńĺ, řăćŋż. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ůĺśěń ć ń¿ąőň śšőńąűě ňěŋĳÿě 1035.

Řěÿ 4. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşňňă ůĺśěń ć ŋěłőšőřőň śšőńąűě řăćŋă S ¿ 1035. Řăśśňőšřĺň śšřőłş, śĺňňěšřĺůŋş¿ ¡šőňş śšőńąűş őšŋőśĺšěńĳŋő ćżďěńěŋŋőľ ďĺăčőŋăńĺ. Śşňňă ůĺśěń ć ¡šőľ śšřőłě šőęě řăćŋă S, ă śşňňă ćśěţ ůĺśěń, śšő£źĺţ ć ¡šőň śšőńąűě ĺ ¡šőľ śšřőłě, řăćŋă 2S − s, čďě s | ůĺśńő, śšő£źěě ŋă ĺţ ŕěřěśěůěŋĺĺ. Ůĺśńő s śšőĺš ŋă ćżďěńěŋŋőľ ďĺăčőŋăńĺ, ŕő¡šőňş s 6 112. Śńěďőćăšěńĳŋő, 2S − s ¿ 2 · 1035 − 112 = 1958 > 1956. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ğ-ůă 5. Ŋă śšőńě ńěęăš 15 ęşřŋăńőć, ğăłřżćă¿źĺţ ěčő űěńĺłőň. Ďőłăęĺšě, ůšő ňőęŋő ğăąřăšĳ śěňĳ ęşřŋăńőć šăł, ůšőąż őśšăćÿĺěś£ ęşřŋăńż ğăłřżćăńĺ ŋě ňěŋĳÿě 8/15 ŕńőźăďĺ śšőńă.

(İšş ğăďăůş ŋě řěÿĺń ŋĺłšő ĺğ şůăśšŋĺłőć őńĺňŕĺăďż.)

Řěÿ 5. Ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ěśńĺ n ęşřŋăńőć ŕőłřżćă¿š ŕńőźăďĳ S, šő ňőęŋő şąřăšĳ őďĺŋ ęşřŋăń šăł, ůšőąż őśšăćÿĺěś£ ęşřŋăńż ŕőłřżćăńĺ ŕńőźăďĳ ŋě ňěŋěě (n − 1)S/n. Ěśńĺ ŕőśńě šőčő łăł ňż şąěř-ěň ŋěłőšőřżľ ęşřŋăń, őśšăćÿĺěś£ ęşřŋăńż ąşďşš ŕőłřżćăšĳ ŕńőźăďĳ ňěŋĳÿě (n − 1)S/n, šő ŕńőźăďĳ, łőšőřş¿ ŕőłřżćăěš šőńĳłő ¡šőš ęşřŋăń, ąőńĳÿě S/n. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕőśńě šőčő łăł ňż şąěř-ěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ęşřŋăń, őśšăćÿĺěś£ ęşřŋăńż ąşďşš ŕőłřżćăšĳ ŕńőźăďĳ ňěŋĳÿě (n − 1)S/n. Šőčďă ŕńőźăďĳ, łőšőřş¿ ŕőłřżćăěš šőńĳłő őďĺŋ (ŕřőĺğćőńĳŋżľ) ęşřŋăń, ąőńĳÿě S/n. Ŕő¡šőňş ŕńőźăďĳ, łőšőřş¿ ŕőłřżćă¿š n − 1 ęşřŋăńőć, ąőńĳÿě (n − 1)S/n. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ŕşśšĳ 15 ęşřŋăńőć ŕőłřżćă¿š ŕńőźăďĳ S. Šőčďă ňőęŋő şąřăšĳ őďĺŋ ęşřŋăń šăł, ůšőąż őśšăćÿĺěś£ ęşřŋăńż ŕőłřżćăńĺ ŕńőźăďĳ S_1 6^{14}_{15} S. Ğăšěň ňőęŋő şąřăšĳ ćšőřőľ ęşřŋăń šăł, ůšőąż őśšăćÿĺěś£ ęşřŋăńż ŕőłřżćăńĺ ŕńőźăďĳ S_2 6^{13}_{14} S_1 6^{13}_{15} S, ĺ š.ď. Ŕőśńě šőčő łăł ňż şąěř-ěň śěďĳňőľ ęşřŋăń, őśšăćÿĺěś£ ęşřŋăńż ąşďşš ŕőłřżćăšĳ ŕńőźăďĳ S_7 6^8_9 S_6 6^8_{15} S.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Čřşğ ćěśőň 13, 5 š şŕăłőćăŋ ć £źĺłĺ šăł, ůšő ćěś łăęďőčő £źĺłă ŋě ŕřěćőśţőďĺš 350 łč. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šőš čřşğ ňőęŋő ŕěřěćěğšĺ ŋă 11 ŕőńşšőřăšőŋłăţ.(Ćěśőň ŕşśšőčő £źĺłă ňőęŋő ŕřěŋěąřěůĳ.)

Řěÿ 1. Ćżďěńĺň 8 ňăÿĺŋ ĺ ąşďěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ĺţ čřşğĺšĳ, ŕřĺů-ěň łăęďżľ řăğ šőš £źĺł, łőšőřżľ şęě ŋěńĳğ£ ŕőčřşğĺšĳ, ąşďěň śšăćĺšĳ ř£ďőň ś ňăÿĺŋőľ. Ŕőčřşęěŋŋżě £źĺłĺ ćňěśšě ś £źĺłăňĺ, śšő£źĺňĺ ř£ďőň ś ňăÿĺŋăňĺ, ćěś£š ąőńěě 8 · 1, 5 = 12 š, ŕő¡šőňş őśšăćÿĺěś£ £źĺłĺ ćěś£š ňěŋěě 1, 5 š; ĺţ ňőęŋő şćěğšĺ ŋă őďŋőľ ŕőńşšőřăšőŋłě. Ŕőśłőńĳłş 4 · 350 = 1400 < 1500, ŋă őďŋőľ ňăÿĺŋě ňőęŋő şćěğšĺ ń¿ążě 4 £źĺłă. Ğŋăůĺš, 8 £źĺłőć, śšő£źĺţ ř£ďőň ś ňăÿĺŋăňĺ, ňőęŋő şćěğšĺ ŋă ďćşţ őśšăćÿĺţś£ ŕőńşšőřăšőŋłăţ.

Ğ-ůă 2. 64 ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśńă, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă 1956, řăśŕőńőęěŋż ć ťőřňě łćăďřăšŋőľ šăąńĺűż ŕő ćőśěňĳ ůĺśěń ć łăęďőľ śšřőłě ĺ ć łăęďőň śšőńąűě. Śşňňă ůĺśěń, śšő£źĺţ ŋă ďćşţ ďĺăčőŋăń£ţ, řăćŋă 112. Ůĺśńă, řăśŕőńőęěŋŋżě śĺňňěšřĺůŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ń¿ąőľ ďĺăčőŋăńĺ, řăćŋż. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ůĺśěń ć ń¿ąőľ śšřőłě ňěŋĳÿě 518.

Řěÿ 2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşňňă ůĺśěń ć ŋěłőšőřőľ śšřőłě řăćŋă S ¿ 518. Řăśśňőšřĺň ďćă śšőńąűă, śĺňňěšřĺůŋżţ ¡šőľ śšřőłě őšŋőśĺšěńĳŋő ďćşţ ďĺăčőŋăńěľ, ĺ ěź-ě śšřőłş, śĺňňěšřĺůŋş¿ ¡šĺň śšőńąűăň. Ůĺśńő 8 ů-ěšŋő, ŕő¡šőňş ňż ŕőńşůĺň ďćă řăğŋżţ śšőńąűă ĺ ďćě řăğŋżţ śšřőłĺ. Ŋă ŕěřěśěůěŋĺ£ţ ¡šĺţ śšřőł ĺ śšőńąűőć śšő£š 4 ůĺśńă, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă s 6 112. Śşňňă ćśěţ ůĺśěń, śšő£źĺţ ć ¡šĺţ ďćşţ śšřőłăţ ĺ ďćşţ śšőńąűăţ řăćŋă 4S − s ¿ 4 · 518 − 112 = 1960 > 1956. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ğ-ůă 3. Ćśě šőůłĺ ďăŋŋőčő őšřěğłă AB ŕřőěłšĺřş¿šś£ ŋă ćśěćőğňőęŋżě ŕř£ňżě, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş O. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő ¡šĺţ ŕřőěłűĺľ.

Řěÿ 3. Ěśńĺ A^′ | ŕřőěłűĺ£ šőůłĺ A ŋă ŕř£ňş¿, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ šőůłş O, šő̸ OA^′A = 90^∘, ŕő¡šőňş šőůłă A^′ ńěęĺš ŋă őłřşęŋőśšĺ ś ďĺăňěšřőň OA (ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ŕř£ňżě ŕřőćőď£šś£ ŋă ŕńőśłőśšĺ). Řăśśňőšřĺň ďćě őłřşęŋőśšĺ ś ďĺăňěšřăňĺ OA ĺ OB. Ĺśłőňőě ČŇŠ śőśšőĺš ĺğ šőůěł, ńěęăźĺţ ćŋşšřĺ őďŋőľ ĺğ ¡šĺţ őłřşęŋőśšěľ, ŋő ćŋě ďřşčőľ (řĺś.???).

Ğ-ůă 4. 100 ůĺśěń, śřěďĺ łőšőřżţ ěśšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋżě ĺ őšřĺűăšěńĳŋżě, ćżŕĺśăŋż ć ř£ď. Ŕőďůěřłŋşšő, ćő-ŕěřćżţ, łăęďőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő, ćő-ćšőřżţ, łăęďőě ůĺśńő, śşňňă łőšőřőčő śő śńěďş¿źĺň ŕőńőęĺšěńĳŋă, ĺ, ć-šřěšĳĺţ, łăęďőě ůĺśńő, śşňňă łőšőřőčő ś ďćşň£ śńěďş¿źĺňĺ ŕőńőęĺšěńĳŋă. Ňőęěš ńĺ śşňňă ćśěţ ŕőďůěřłŋşšżţ ůĺśěń őłăğăšĳś£ őšřĺűăšěńĳŋőľ? Řăćŋőľ ŋşń¿?

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋě ňőęěš.

Ąşďěň ŕőďů-ěřłĺćăšĳ ůĺśńă śńěďş¿źĺň őąřăğőň: 1) ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă őďŋőľ ůěřšőľ; 2) őšřĺűăšěńĳŋżě ůĺśńă, śşňňă łőšőřżţ śő śńěďş¿źĺň ůĺśńőň ŕőńőęĺšěńĳŋă, ďćşň£ ůěřšăňĺ; 3) őšřĺűăšěńĳŋżě ůĺśńă, ďń£ łőšőřżţ śşňňă śő śńěďş¿źĺň ůĺśńőň ŋěŕőńőęĺšěńĳŋă, ŋő śşňňă śő śńěďş¿źĺňĺ ďćşň£ ůĺśńăňĺ ŕőńőęĺšěńĳŋă, šřěň£ ůěřšăňĺ. Ŕőśńě łăęďőčő ŕőďů-ěřłŋşšőčő ďćşň£ ůěřšăňĺ ůĺśńőň a śšőĺš ůĺśńő b, ŕőďů-ěřłŋşšőě őďŋőľ ůěřšőľ, ŕřĺů-ěň a + b > 0. Ŕőśńě łăęďőčő ŕőďů-ěřłŋşšőčő šřěň£ ůěřšăňĺ ůĺśńőň a śšőĺš ůĺśńő b, ŕőďů-ěřłŋşšőě ďćşň£ ůěřšăňĺ, ă ğă ŋĺň śšőĺš ůĺśńő c, ŕőďů-ěřłŋşšőě őďŋőľ ůěřšőľ. Ŕřĺ ¡šőň a + b + c > 0. Ŕőďů-ěřłŋşšżě ůĺśńă řăğőąĳ-ěň ŋă čřşŕŕż śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Śŋăůăńă ćőğĳň-ěň ćśě šřőľłĺ, śőśšő£źĺě ĺğ ůĺśńă, ŕőďů-ěřłŋşšőčő šřěň£ ůěřšăňĺ, ĺ ďćşţ śńěďş¿źĺţ ğă ŋĺň ůĺśńăňĺ. Śřěďĺ őśšăćÿĺţś£ ŕőďů-ěřłŋşšżţ ůĺśěń ćőğĳň-ěň ŕăřż, śőśšő£źĺě ĺğ ŕőďů-ěřłŋşšőčő ďćşň£ ůěřšăňĺ ůĺśńă ĺ śńěďş¿źěčő ğă ŋĺň ůĺśńă. Ŕőśńě ¡šőčő ćőğĳň-ěň ćśě őśšăńĳŋżě ŕőďů-ěřłŋşšżě ůĺśńă. Śşňňă ůĺśěń ć łăęďőľ čřşŕŕě ŕőńőęĺšěńĳŋă.

Ğ-ůă 5. Ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě ŕńőźăďĳ¿ 5 łć. ěďĺŋĺű řăśŕőńőęěŋż ďěć£šĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć, ŕńőźăďĳ łăęďőčő ĺğ łőšőřżţ řăćŋă ěďĺŋĺűě. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕńőźăďĳ őąźěľ ůăśšĺ ŋěłőšőřżţ ďćşţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć ąőńĳÿě ĺńĺ řăćŋă 1/9.

Řěÿ 5. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕńőźăďĳ őąźěľ ůăśšĺ ń¿ążţ ďćşţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć ňěŋĳÿě 1/9. Ŕőłăęěň, ůšő šőčďă őŋĺ ğăŋĺňă¿š ŕńőźăďĳ ąőńĳÿě 5. Ğăŋşňěřşěň ŕř£ňőşčőńĳŋĺłĺ ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň. Ŕěřćżľ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ğăŋĺňăěš ŕńőźăďĳ 1. Ďőąăćĺň ćšőřőľ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł. Ŕńőźăďĳ őąźěľ ůăśšĺ ŕěřćőčő ĺ ćšőřőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ňěŋĳÿě 1/9, ŕő¡šőňş ďőąăćĺšś£ ŕńőźăďĳ ąőńĳÿě 8/9. Ďőąăćĺň šřěšĺľ ŕř£- ňőşčőńĳŋĺł. Ŕńőźăďĳ őąźěľ ůăśšĺ šřěšĳěčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ś ŕěřćżň ĺ ćšőřżň ňěŋĳÿě 2/9, ŕő¡šőňş ďőąăćĺšś£ ŕńőźăďĳ ąőńĳÿě 7/9 ĺ š.ď. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň, ůšő ćśě ďěć£šĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć ğăŋĺňă¿š ŕńőźăďĳ ąőńĳÿě 1 + 8 9 + 7 9 + · · · + 1 9 = 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Ć łşąě, řěąřő łőšőřőčő řăćŋő 13, ćżąřăŋő 1956 šőůěł. Ňőęŋő ńĺ ć ¡šőš łşą ŕőňěśšĺšĳ łşąĺł ś řěąřőň 1 šăł, ůšőąż ćŋşšřĺ ŋěčő ŋě ążńő ŋĺ őďŋőľ ćżąřăŋŋőľ šőůłĺ?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : ďă, ňőęŋő. Řăğřěęěň ďăŋŋżľ łşą ŋă 13^3 = 2197 łşąĺłőć ś řěąřőň 1. Ěśńĺ ąż ćŋşšřĺ łăęďőčő ĺğ ¡šĺţ łşąĺłőć ążńă ćżąřăŋŋă£ šőůłă, šő łőńĺůěśšćő ćżąřăŋŋżţ šőůěł ążńő ąż ŋě ňěŋĳÿě 2197, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš şśńőćĺ¿. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćŋşšřĺ ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋőčő ĺğ ¡šĺţ łşąĺłőć ŋě ńěęĺš ŋĺ őďŋőľ ćżąřăŋŋőľ šőůłĺ.

Ğ-ůă 3. Ćğ£ńĺ šřĺ ůĺśńă x, y, z. Ćżůĺśńĺńĺ ăąśőń¿šŋżě ćěńĺůĺŋż ŕőŕăřŋżţ řăğŋőśšěľ x_1 = |x − y|, y_1 = |y − z|, z_1 = |z − x|. Šěň ęě śŕőśőąőň ŕő ůĺśńăň x_1, y_1, z_1 ŕőśšřőĺńĺ ůĺśńă x_2, y_2, z_2 ĺ š.ď. Őłăğăńőśĳ, ůšő ŕřĺ ŋěłőšőřőň n x_n = x, y_n = y, z_n = z. Ğŋă£, ůšő x = 1, ŋăľšĺ y ĺ z.

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : y = z = 0.

Ůĺśńă x_n, y_n, z_n ŋěőšřĺűăšěńĳŋż, ŕő¡šőňş ůĺśńă x, y, z šőęě ŋěőšřĺűăšěńĳŋż. Ěśńĺ ąż ćśě ůĺśńă x, y, z ążńĺ ŕőńőęĺšěńĳŋż, šő ŋăĺąőńĳÿěě ĺğ ůĺśěń x_1, y_1, z_1 ążńő ąż śšřőčő ňěŋĳÿě ŋăĺąőńĳÿěčő ĺğ ůĺśěń x, y, z, ă šőčďă ĺ ŋăĺąőńĳÿěě ĺğ ůĺśěń x_n, y_n, z_n ążńő ąż śšřőčő ňěŋĳÿě ŋăĺąőńĳÿěčő ĺğ ůĺśěń x, y, z. Ŕő¡šőňş śřěďĺ ůĺśěń x, y, z ěśšĳ 0. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő śřěďĺ ůĺśěń x_1, y_1, z_1 ěśšĳ 0 (ŕřĺ n = 1 ďőłăğżćăšĳ ŋĺůěčő ŋě ŋşęŋő, ŕőšőňş ůšő šőčďă x_1 = x, y_1 = y, z_1 = z). İšő őğŋăůăěš, ůšő ďćă ĺğ ůĺśěń x, y, z řăćŋż. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň, ůšő ŋěşŕőř£ďőůěŋŋżľ ŋăąőř ůĺśěń x, y, z ňőęěš ążšĳ řăćěŋ ńĺąő 0, 0, 1, ńĺąő 0, 1, 1. Őůěćĺďŋő, ůšő ćšőřőľ ŋăąőř ŋě őąńăďăěš šřěąşěňżň śćőľśšćőň.

Ğ-ůă 4. Ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł őŕĺśăŋ őłőńő őłřşęŋőśšĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕř£ňżě, śőěďĺŋ£¿źĺě śőśěďŋĺě šőůłĺ łăśăŋĺ£ ĺ ŋě ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ć őďŋőľ ĺğ ¡šĺţ šőůěł, ŕěřěśěłă¿šś£ ŋă ŕřőďőńęěŋĺĺ ďĺăčőŋăńĺ ĺńĺ ŕăřăńńěńĳŋż ěľ.

Řěÿ 4. Ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ¡šőľ ğăďăůĺ şďőąŋő śůĺšăšĳ, ůšő ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł śőśšăćńěŋ ĺğ ďćşţ šřěşčőńĳŋĺłőć, ŕő¡šőňş ććěď-ěň śńěďş¿źĺě őąőğŋăůěŋĺ£: ACBC^′ | ďăŋŋżľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł, A_1 ĺ B_1 | šőůłĺ łăśăŋĺ£ śő śšőřőŋăňĺ BC ĺ AC, A^′_1 ĺ B^′_1 | šőůłĺ łăśăŋĺ£ śő śšőřőŋăňĺ BC^′ ĺ AC^′, C_1 ĺ C^′_1 | šőůłĺ, ć łőšőřżţ ŕř£ňżě A_1B_1 ĺ A^′_1B^′_1 ŕěřěśěłă¿š ŕř£ňş¿ AB (šőůłĺ C_1 ĺ C^′_1 őŕřěďěńěŋż ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕř£ňżě ŋě ŕăřăńńěńĳŋż).

Ěśńĺ A_1B_1‖AB, šő AB_1 : BA_1 = B_1C : A_1C = 1. Ŕő¡šőňş AB_1 = BA_1, ă ğŋăůĺš, AB^′_1 = BA^′_1, ŕőśłőńĳłş AB_1 = AB^′_1 ĺ BA_1 = BA^′_1. Šăłĺň őąřăğőň, A^′_1B^′_1‖AB.

Ąşďěň šěŕěřĳ śůĺšăšĳ, ůšő šőůłĺ C_1 ĺ C^′_1 őŕřěďěńěŋż; ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő őŋĺ śőćŕăďă¿š. Śőčńăśŋő šěőřěňě Ňěŋěńă£^{AC1}_{C1B} ·^{BA1}_{A1C} ·^{CB1}_{B1A} = 1. Şůĺšżćă£, ůšő A_1C = B_1C, ŕőńşůăěň AC_1 : C_1B = AB_1 : A_1B. Ăŋăńőčĺůŋő AC^′_1 : C^′_1B = AB^′_1 : A^′_1B. Ŋő AB_1 = AB^′_1 ĺ BA_1 = BA^′_1. Ŕő¡šőňş AC_1 : C_1B = AC^′_1 : C^′_1B, ă ğŋăůĺš, C_1 = C^′_1, ŕőśłőńĳłş őąě ¡šĺ šőůłĺ ńěęăš ćŋě őšřěğłă AB.

Ğ-ůă 5. Ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ćżąřăŋż šřĺ šőůłĺ A, B, C, ŋăţőď£źĺěś£ ć ćěřÿĺŋăţ łńěšőł. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ šřěşčőńĳŋĺł ABC őśšřőşčőńĳŋżľ, šő ćŋşšřĺ ĺńĺ ŋă śšőřőŋăţ ěčő ěśšĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ěźě őďŋă ćěřÿĺŋă łńěšłĺ.

Řěÿ 5. Ŕőśšřőĺň ŕř£ňőşčőńĳŋĺł śő śšőřőŋăňĺ, ĺďşźĺňĺ ŕő ńĺŋĺ£ň łńěšůăšőľ ąşňăčĺ, šăł, ůšőąż ćěřÿĺŋż A, B, C ńěęăńĺ ŋă ěčő śšőřőŋăţ. Ŋĺ őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ A, B, C ŋě ňőęěš őłăğăšĳś£ ćŋşšřĺ ¡šőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě şčőń ŕřĺ ¡šőľ ćěřÿĺŋě ążń ąż šşŕżň. Ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋă ĺğ šőůěł A, B, C ńěęĺš ŋă śšőřőŋě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, ă ŋě ć ěčő ćěřÿĺŋě, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě šřěşčőńĳŋĺł ABC ążń ąż ŕř£ňőşčőńĳŋżň. Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ ćěřÿĺŋă A ńěęĺš ŋă śšőřőŋě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă. Ććěď-ěň ŋă ŕńőśłőśšĺ łőőřďĺŋăšż, ćżąřăć šőůłş A ć łăůěśšćě ŋăůăńă łőőřďĺŋăš, ă ¡šş śšőřőŋş ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă | ć łăůěśšćě őśĺ Ox. Őśĳ Oy ŋăŕřăćĺň šăł, ůšőąż ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ńěęăń ć ŕőńşŕńőśłőśšĺ y ¿ 0. Ŋĺ őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ B ĺ C ŋě ńěęĺš ŋă őśĺ Ox, ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě şčőń ŕřĺ ćěřÿĺŋě A ążń ąż šşŕżň. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ šőůłĺ B ĺ C ĺňě¿š łőőřďĺŋăšż (x_1, y_1) ĺ (x_2, y_2), šő y_1, y_2 ¿ 1, ă ůĺśńă x_1 ĺ x_2 ĺňě¿š řăğŋżě ğŋăłĺ. Ŕő¡šőňş šőůłă ś łőőřďĺŋăšăňĺ (0, 1) ńěęĺš ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ĺńĺ ŋă ěčő śšőřőŋě BC.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕőďř£ď ćżŕĺśăŋż n ůĺśěń, śřěďĺ łőšőřżţ ěśšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋżě ĺ őšřĺűăšěńĳŋżě. Ŕőďůěřłĺćăěšś£ łăęďőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő, ă šăłęě łăęďőě ůĺśńő, śşňňă łőšőřőčő ś ŋěśłőńĳłĺňĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďş¿źĺňĺ ğă ŋĺň ůĺśńăňĺ ŕőńőęĺšěńĳŋă. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ćśěţ ŕőďůěřłŋşšżţ ůĺśěń ŕőńőęĺšěńĳŋă.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋě ňőęěš.

Ŕşśšĳ a_1, a_2, . . . , a_n. Ŕőďůěřłŋ-ěň ůĺśńő a_i k + 1 ůěřšăňĺ, ěśńĺ k | ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő, ďń£ łőšőřőčő a_i + a_{i+1} + a_{i+2} + · · · + a_{i+k} > 0 (ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő a_1 ŕőďů-ěřłĺćăěšś£ őďŋőľ ůěřšőľ). §śŋő, ůšő ěśńĺ ůĺśńő a_i ŕőďů-ěřłŋşšő k + 1 ůěřšăňĺ, šő ůĺśńă a_{i+1}, a_{i+2}, . . . a_{i+k} ŕőďů-ěřłŋşšż śőőšćěšśšćěŋŋő k, k − 1, . . . , 2, 1 ůěřšăňĺ. Ŕőďů-ěřłŋşšżě ůĺśńă řăğőąĳ-ěň ŋă čřşŕŕż śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Śŋăůăńă ćőğĳň-ěň ůĺśńă, ŕőďů-ěřłŋşšżě ŋăĺąőńĳÿĺň ůĺśńőň ůěřš (ŕşśšĳ ¡šő ůĺśńő ůěřš řăćŋő K), ĺ śńěďş¿źĺě ğă łăęďżň ĺğ ŋĺţ K − 1 ůĺśěń. Ğăšěň ćőğĳň-ěň ůĺśńă, ŕőďů-ěřłŋşšżě K − 1 ůěřšăňĺ, ĺ śńěďş¿źĺě ğă łăęďżň ĺğ ŋĺţ K − 2 ůĺśěń, ĺ š.ď. Śşňňă ůĺśěń ć łăęďőľ čřşŕŕě ŕőńőęĺšěńĳŋă.

Ğ-ůă 2. Ďěć£šĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć ŕńőźăďĺ 1 řăśŕőńőęěŋż ćŋşšřĺ łćăďřăšă ŕńőźăďĺ 5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋěłőšőřżě ďćă ĺğ ŋĺţ ĺňě¿š őąźş¿ ůăśšĳ ŕńőźăďĺ, ŋě ňěŋĳÿş¿ ůěň 1/9.

Řěÿ 2. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 5 ďń£ 8 łńăśśă. Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ć šřěşčőńĳŋőľ ŕĺřăňĺďě ń¿ążě ďćă šřěţčřăŋŋżţ şčńă řăćŋż ĺńĺ śĺňňěšřĺůŋż, šő ćśě čřăŋĺ ¡šőľ ŕĺřăňĺďż řăćŋż.

Řěÿ 4. Řăśśňőšřĺň řăğć-ěřšłş ďăŋŋőľ ŕĺřăňĺďż. Őŋă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ šřěşčőńĳŋĺł ABC, ł łőšőřőňş ŕřĺńőęěŋż šřěşčőńĳŋĺłĺ ABD_C , BCD_A, CAD_B . Ĺğ şśńőćĺ£ śńěďşěš, ůšő śńěďş¿źĺě 4 ćěńĺůĺŋż řăćŋż: śşňňż šřőěł şčńőć ŕřĺ ćěřÿĺŋăţ A, B ĺ C ĺ śşňňă şčńőć ŕřĺ ćěřÿĺŋăţ D_A, D_B , D_C . Ğŋăůĺš, łăęďă£ ĺğ ¡šĺţ śşňň řăćŋă 180^∘, ŕőśłőńĳłş śşňňă ćśěţ 12 řăśśňăšřĺćăěňżţ şčńőć ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śşňňş şčńőć ůěšżř-ěţ šřěşčőńĳŋĺłőć. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň, ůšő řăğć-ěřšłă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ šřěşčőńĳŋĺł, ć łőšőřőň ŕřőćěďěŋż šřĺ śřěďŋĺě ńĺŋĺĺ (ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ ğďěśĳ šěň, ůšő AD_B = AD_C , BD_A = BD_C , CD_A = CD_B ). Śřěďŋĺě ńĺŋĺĺ řăğąĺćă¿š šřěşčőńĳŋĺł ŋă 4 řăćŋżţ šřěşčőńĳŋĺłă, ŕő¡šőňş čřăŋĺ ŕĺřăňĺďż řăćŋż.

Ğ-ůă 5. Ŋă ŕřőďőńęěŋĺ£ţ śšőřőŋ A_1A_2, A_2A_3, . . . , A_nA_1 ŕřăćĺńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă (n ¿ 5 | ŕřĺň. řěď.) A_1A_2 . . . A_n ŕőśšřőĺšĳ šőůłĺ B_1, B_2, . . . , B_n šăł, ůšőąż B_1B_2 ążńő ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋő ł A_1A_2, B_2B_3 ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋő ł A_2A_3, . . . , B_nB_1 ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋő ł A_nA_1.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ x_k = A_{k+1}B_k, α | ćŋěÿŋĺľ şčőń ŕřăćĺńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă, a | ďńĺŋă ěčő śšőřőŋż. Šőčďă x_1 = (a + x_2) cos α, x_2 = (a + x_3) cos α, . . . , x_n = (a + x_1) cos α. Šőčďă x_1 = a_1 + b_1x_2 = a_2 + b_2x_3 = · · · = a_n + b_nx_1, čďě b_n = (cos α)^n ≠ 1. Ŕő¡šőňş x_1 (ă šăłęě ĺ x_k ďń£ ń¿ąőčő k) őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő. §śŋő šăłęě, ůšő ňż ŕőńşůĺň řěÿěŋĺě, ěśńĺ ŕőńőęĺň x_1 = x_2 = · · · = x_n = x, čďě x = (a + x) cos α, š.ě. x : a = cos α : (1 − cos α)

XX őńĺňŕĺăďă (1957)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě řăćŋőąőůŋżě šřăŕěűĺĺ, łőšőřżě řăğąĺćă¿šś£ ďĺăčőŋăńĳ¿ ŋă ďćă řăćŋőąěďřěŋŋżţ šřěşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 1. Ŕşśšĳ ABCD | řăćŋőąőůŋă£ šřăŕěűĺ£ ś őśŋőćăŋĺĺ£ňĺ AD ĺ BC, ŕřĺů-ěň AD > BC. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďĺăčőŋăńĳ AC řăğąĺćăěš ě-ě ŋă ďćă řăćŋőąěďřěŋŋżţ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ĺ ADC. Ŋěřăćěŋśšćă AC > BC ĺ AC > BC ŕőłăğżćă¿š, ůšő AC | őśŋőćăŋĺě řăćŋőąěďřěŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC. §śŋő šăłęě, ůšő ć šřěşčőńĳŋĺłě ADC śšőřőŋă DC ŋăĺňěŋĳÿă£, ŕő¡šőňş AC = AD. Ěśńĺ α ĺ β | şčńż ŕřĺ őśŋőćăŋĺ£ţ řăćŋőąěďřěŋŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć ABC ĺ ADC, šő α +2β = π ĺ π −2α +β = π, ŕő¡šőňş α = π/5 ĺ β = 2π/5. Šăłĺň őąřăğőň, ABCD | šřăŕěűĺ£, łőšőřş¿ őšśěłăěš őš ŕřăćĺńĳŋőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă ěčő ďĺăčőŋăńĳ.

Ğ-ůă 2. Ĺğćěśšŋő, ůšő ax^3 + bx^2 + cx + d, čďě a, b, c, d | ďăŋŋżě űěńżě ůĺśńă, ŕřĺ ń¿ąőň űěńőň x ďěńĺšś£ ŋă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě ůĺśńă a, b, c, d ďěń£šś£ ŋă 5.

Řěÿ 2. Ŕőďśšăćĺć x = 0, ŕőńşůĺň, ůšő d ďěńĺšś£ ŋă 5. Şůĺšżćă£ ¡šő ĺ ŕőďśšăćń££ x = ±1, ŕőńşůĺň, ůšő a + b + c ĺ −a + b − c ďěń£šś£ ŋă 5. Śńěďőćăšěńĳŋő, 2b ĺ 2a + 2c ďěń£šś£ ŋă 5, ă ğŋăůĺš, b ĺ a + c ďěń£šś£ ŋă 5. Ŕőďśšăćĺć x = 2, ŕőńşůĺň, ůšő 4(2a + c) + 4b + d ďěńĺšś£ ŋă 5. Ğŋăůĺš, 2a + c ďěńĺšś£ ŋă 5 ĺ a = (2a + c) − (a + c) šőęě ďěńĺšś£ ŋă 5. Ŕő¡šőňş c šőęě ďěńĺšś£ ŋă 5.

Ğ-ůă 3. Şńĺšłă ŕőńğěš ŕő śšőńş ś ŕőśšő£ŋŋőľ śłőřőśšĳ¿. Ůěřěğ łăęďżě 15 ňĺŋşš őŋă ŕőćőřăůĺćăěš ŋă 90^∘ ŋăńěćő ĺńĺ ŋăŕřăćő, ă ć ŕřőňěęşšłăţ ňěęďş ŕőćőřőšăňĺ ŕőńğěš ŕő ŕř£ňőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő őŋă ňőęěš ćěřŋşšĳś£ ć ĺśţőďŋżľ ŕşŋłš šőńĳłő ůěřěğ űěńőě ůĺśńő ůăśőć.

Řěÿ 3. Ŕşśšĳ ďő ćőğćřăźěŋĺ£ ć ĺśţőďŋżľ ŕşŋłš şńĺšłă a_1 15-ňĺŋşšőł ŕőńğńă ćŕěř-ěď (ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ŋăŕřăćńěŋĺěň ďćĺęěŋĺ£ ĺğ ĺśţőďŋőčő ŕşŋłšă), a_2 ŋăğăď, b_1 ŋăŕřăćő ĺ b_2 ŋăńěćő. Šőčďă a_1 = a_2 ĺ b_1 = b_2 (ŕőśłőńĳłş şńĺšłă ćěřŋşńăśĳ ć ĺśţőďŋżľ ŕşŋłš), ă łřőňě šőčő, a_1 + a_2 = b_1 + b_2 (ŕőśłőńĳłş ůěřěğ łăęďżě 15 ňĺŋşš şńĺšłă ŕőćőřăůĺćăěš). Śńěďőćăšěńĳŋő, a_1 = a_2 = b_1 = b_2. Ŕő¡šőňş şńĺšłă ćěřŋşńăśĳ ć ĺśţőďŋżľ ŕşŋłš ůěřěğ 4a_1 15-ňĺŋşšőł, š.ě. ůěřěğ a_1 ůăśőć.

Ğ-ůă 4. Ć ŕř£ňőşčőńĳŋőľ šăąńĺűě, śőśšăćńěŋŋőľ ĺğ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń, ŕřőĺğćěďěŋĺě śşňňż ůĺśěń ń¿ąőčő śšőńąűă ŋă śşňňş ůĺśěń ń¿ąőľ śšřőłĺ řăćŋő ůĺśńş, śšő£źěňş ŋă ĺţ ŕěřěśěůěŋĺĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ćśěţ ůĺśěń ć šăąńĺűě řăćŋă ěďĺŋĺűě.

Řěÿ 4. Ŕ ě ř ć ő ě ř ě ÿ ě ŋ ĺ ě. Ŕşśšĳ x_1, . . . , x_n | śşňňż ůĺśěń ć śšřőłăţ, y_1, . . . , y_m | śşňňż ůĺśěń ć śšőńąűăţ. Ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ i-ľ śšřőłĺ ĺ j-čő śšőńąűă śšőĺš ůĺśńő x_iy_j . Ŕő¡šőňş śşňňă ůĺśěń ć i-ľ śšřőłě řăćŋă x_iy_1 + x_iy_2 + · · · + +x_iy_m. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ¡šă śşňňă řăćŋă x_i. Šăłĺň őąřăğőň, x_i = x_i(y_1+y_2+· · ·+y_m). Ůĺśńő x_i ŕőńőęĺšěńĳŋő; ć ůăśšŋőśšĺ, őŋő őšńĺůŋő őš ŋşń£, ŕő¡šőňş y_1+y_2+· · ·+y_m = 1. Ŋő śşňňă y_1 + y_2 + · · · + y_m ¡šő łăł řăğ ĺ ěśšĳ śşňňă ćśěţ ůĺśěń ć šăąńĺűě.

ssl Ŕşśšĳ a_{ji} | ůĺśńő, śšő£źěě ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ i-čő śšőńąűă ĺ j-ľ śšřőłĺ. Ŕő şśńőćĺ¿ a_{ji} = (∑_m p=1 a_{pi} ) (∑_n q=1 a_{jq} ) . Śńěďőćăšěńĳŋő, ∑ i,j a_{ji} = ∑ i,j (∑_m p=1 a_{pi} ) (∑_n q=1 a_{jq} ) = (∑ i,j a_{ji} )_2 . Ďń£ ůĺśńă S = ∑ i,j a_{ji} ňż ŕőńşůĺńĺ şřăćŋěŋĺě S^2 = S. Ŋő S > 0, ŕő¡šőňş S = 1.

Ğ-ůă 5. Őš A ďő B 999 łň. Ćďőńĳ ďőřőčĺ śšő£š łĺńőňěšřőćżě śšőńąż, ŋă łőšőřżţ ŋăŕĺśăŋż řăśśšő£ŋĺ£ ďő A ĺ ďő B: 0 999 , 1 998 , . . . , 999 0 . Śłőńĳłő śřěďĺ ŋĺţ šăłĺţ, ŋă łőšőřżţ ĺňě¿šś£ šőńĳłő ďćě řăğńĺůŋżě űĺťřż?

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : 40.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋă łĺńőňěšřőćőň śšőńąě ŋăŕĺśăŋő abca_1b_1c_1 . Šőčďă abc + a_1b_1c_1 = 999, ŕő¡šőňş a_1 = 9 − a, b_1 = 9 − b ĺ c_1 = 9 − c. Ěśńĺ a = b = c, šő šřěąşěňőě şśńőćĺě ćżŕőńŋ£ěšś£. Šăłĺţ śšőńąőć ąşďěš řőćŋő 10. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ śřěďĺ űĺťř a, b, c ěśšĳ řőćŋő ďćě řăğńĺůŋżţ. Śřěďĺ űĺťř a_1, b_2, c_2 ąşďşš ć šőůŋőśšĺ šě ęě śăňżě ďćě űĺťřż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ¡šĺ ďćě űĺťřż ć śşňňě ďă¿š 9. Šăłĺţ ŕăř űĺťř řőćŋő 5: (0,9), (1,8), (2,7), (3,6) ĺ (4,5). Šř-ěţğŋăůŋżţ ůĺśěń, ğăŕĺśżćă¿źĺţś£ ďćşň£ ďăŋŋżňĺ űĺťăňĺ řőćŋő ÿěśšĳ: šřĺ ĺğ ŋĺţ ğăŕĺśżćă¿šś£ ďćşň£ űĺťřăňĺ a ĺ őďŋőľ űĺťřőľ b (łőšőřă£ śšőĺš ŋă őďŋőň ĺğ šř-ěţ ňěśš), ă ěź-ě šřĺ ğăŕĺśżćă¿šś£ őďŋőľ űĺťřőľ a ĺ ďćşň£ űĺťřăňĺ b. Šăł ňż ŕőńşůăěň ěź-ě 5 · 6 = 30 śšőńąőć, ă ćśěčő ŕőńşůăěň 10 + 30 = 40 śšőńąőć.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő ůěšćěřšżţ ćěřÿĺŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć, šřĺ ćěřÿĺŋż łőšőřżţ ńěęăš ŋă ďćşţ ďăŋŋżţ łőŋűěŋšřĺůěśłĺţ őłřşęŋőśš£ţ, ă śšőřőŋż ŕăřăńńěńĳŋż ďćşň ďăŋŋżň ŕř£ňżň.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : šřĺ łőŋűěŋšřĺůěśłĺě őłřşęŋőśšĺ (ś šěň ęě űěŋšřőň) ś řăďĺşśăňĺ r, R ĺ √ 2R^2 − r^2, čďě R > r | řăďĺşśż ĺśţőďŋżţ őłřşęŋőśšěľ.

Ŕşśšĳ ćěřÿĺŋż A, B ĺ D ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ABCD ńěęăš ŋă ďćşţ łőŋűěŋšřĺůěśłĺţ őłřşęŋőśš£ţ. Ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ćěřÿĺŋż B ĺ D ŋě ňőčşš ńěęăšĳ ŋă ňěŋĳÿěľ őłřşęŋőśšĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ćěřÿĺŋă A ńěęĺš ŋă ąőńĳÿěľ őłřşęŋőśšĺ, ă ćěřÿĺŋż B ĺ D | ŋă ňěŋĳÿěľ, šő̸ BAD = 90^∘ ĺ ŕő¡šőňş B ĺ D | łőŋűż ďĺăňěšřă ąőńĳÿěľ őłřşęŋőśšĺ, ůěčő ŋě ňőęěš ążšĳ. Ŕő¡šőňş ćőğňőęŋż śńěďş¿źĺě ďćă ćăřĺăŋšă.

1) Ďćě śőśěďŋĺě ćěřÿĺŋż ćěřÿĺŋż ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ, ă šřěšĳ£ ćěřÿĺŋă | ŋă ćšőřőľ. Šőčďă ůěšć-ěřšă£ ćěřÿĺŋż šőęě ńěęĺš ŋă ćšőřőľ őłřşęŋőśšĺ. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň ĺśţőďŋżě őłřşęŋőśšĺ.

2) Ŕřőšĺćőŕńőęŋżě ćěřÿĺŋż B ĺ D ńěęăš ŋă ąőńĳÿěľ őłřşęŋőśšĺ, ă ćěřÿĺŋă A | ŋă ňěŋĳÿěľ. Ŕşśšĳ O | őąźĺľ űěŋšř őłřşęŋőśšěľ. Šőčďă OA = r, OB = OD = R. Ŕő¡šőňş OC = √ OB^2 + OD^2 − OA^2 = √ 2R^2 − r^2; řăćěŋśšćő OB^2 − OA^2 = OC^2 − OD^2 ńěčłő ŕřőćěř£ěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ šěőřěňż Ŕĺťăčőřă. Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ĺğ ćśěţ ŕăřăńńěńőčřăňňőć ďăŋŋőľ ŕńőźăďĺ ŋăľšĺ šőš, ş łőšőřőčő ŋăĺąőńĳÿă£ ďĺăčőŋăńĳ ňĺŋĺňăńĳŋă.

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : łćăďřăš. Ŕşśšĳ a ĺ b | ďńĺŋż śšőřőŋ ŕăřăńńěńőčřăňňă, α | őśšřżľ şčőń ňěęďş ěčő śšőřőŋăňĺ, S | ŕńőźăďĳ, d | ŋăĺąőńĳÿă£ ďĺăčőŋăńĳ. Šőčďă d^2 = a^2 + b^2 + 2ab cos α ĺ ab sin α = S. Ŕő¡šőňş d^2 ¿ a^2 + b^2 ĺ ab ¿ S, ŕřĺů-ěň ć őąőĺţ śńşůă£ţ řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ ńĺÿĳ ŕřĺ α = 90^∘. Ďăńěě, a^2 + b^2 ¿ 2ab, ŕő¡šőňş d^2 ¿ 2S, ŕřĺů-ěň řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă a = b ĺ α = 90^∘, š.ě. łőčďă ŕăřăńńěńőčřăňň £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň.

Ğ-ůă 4. Ć ŕř£ňőşčőńĳŋőľ šăąńĺűě ŕřőĺğćěďěŋĺě śşňňż ůĺśěń ń¿ąőčő śšőńąűă ŋă śşňňş ůĺśěń ń¿- ąőľ śšřőłĺ řăćŋő ůĺśńş, śšő£źěňş ŋă ĺţ ŕěřěśěůěŋĺĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ćśěţ ůĺśěń ć šăąńĺűě řăćŋă ěďĺŋĺűě, ĺńĺ ćśě ůĺśńă řăćŋż ŋşń¿.

Řěÿ 4. Ŕşśšĳ x_1, . . . , x_n | śşňňż ůĺśěń ć śšřőłăţ, y_1, . . . , y_m | śşňňż ůĺśěń ć śšőńąűăţ. Ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ i-ľ śšřőłĺ ĺ j-čő śšőńąűă śšőĺš ůĺśńő x_iy_j . Ŕő¡šőňş śşňňă ůĺśěń ć i-ľ śšřőłě řăćŋă x_iy_1 + x_iy_2 + · · · + +x_iy_m. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ¡šă śşňňă řăćŋă x_i. Šăłĺň őąřăğőň, x_i = x_i(y_1 + y_2 + · · · + y_m). Śşňňă y_1 + y_2 + · · · + y_m | ¡šő łăł řăğ śşňňă ćśěţ ůĺśěń ć šăąńĺűě. Ěśńĺ őŋă ŋě řăćŋă 1, šő x_i = 0. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő ć šăłőň śńşůăě ćśě ůĺśńă x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_m řăćŋż 0. Ŋő šőčďă ĺ ćśě ůĺśńă x_iy_j řăćŋż 0.

Ğ-ůă 5. Ĺğćěśšŋő, ůšő ax^4 + bx^3 + cx^2 + dx + e, čďě a, b, c, d, e | ďăŋŋżě űěńżě ůĺśńă, ŕřĺ ń¿ąőň űěńőň x ďěńĺšś£ ŋă 7. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě űěńżě ůĺśńă a, b, c, d, e ďěń£šś£ ŋă 7.

Řěÿ 5. Ŕőďśšăćĺć x = 0, ŕőńşůĺň, ůšő e ďěńĺšś£ ŋă 7. Şůĺšżćă£ ¡šő ĺ ŕőďśšăćń££ x = ±1, ŕőńşůĺň, ůšő ůĺśńă a ± b + c ± d ďěń£šś£ ŋă 7. Ŕő¡šőňş 2(a + c) ĺ 2(b + d) ďěń£šś£ ŋă 7, ă ğŋăůĺš, a + c ĺ b + d ďěń£šś£ ŋă 7. Ŕőďśšăćń££ x = ±2 ĺ şůĺšżćă£, ůšő e ďěńĺšś£ ŋă 7, ŕőńşůăěň, ůšő ůĺśńă 2(8a ± 4b + 2c ± d) ďěń£šś£ ŋă 7. Ŕő¡šőňş 4a + c ĺ 4b + d ďěń£šś£ ŋă 7. Śńěďőćăšěńĳŋő, 3a = (4a + c) − (a + c) ďěńĺšś£ ŋă 7. Ŕő¡šőňş a ďěńĺšś£ ŋă 7, ă ğŋăůĺš, c ďěńĺšś£ ŋă 7. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő b ĺ d ďěń£šś£ ŋă 7.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Řěÿĺšĳ şřăćŋěŋĺě x^3 − [x] = 3, čďě [x] őğŋăůăěš ŋăĺąőńĳÿěě űěńőě ůĺśńő, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě x. Řěÿ 2. Ő š ć ě š : x =^3 √ 4. Ŕşśšĳ [x] = n ĺ x = n + α, čďě 0 6 α < 1. Ďăŋŋőě şřăćŋěŋĺě ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě x^3 − x + α = 3.

Ŋěřăćěŋśšćő 0 6 α < 1 ŕőłăğżćăěš, ůšő 2 < x^3 − x 6 3. Ěśńĺ x ¿ 2, šő x(x^2 − 1) ¿ 2 · 3 = 6, ŕő¡šőňş ć ¡šőň śńşůăě ŋěřăćěŋśšćő x^3 − x 6 3 ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£. Ěśńĺ x < −1, šő x(x^2 − 1) < 0, ŕő¡šőňş ŋěřăćěŋśšćő 2 < x^3 − x ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£. Šăłĺň őąřăğőň, ŋăś ĺŋšěřěśşěš śńşůăľ, łőčďă −1 6 x < 2, š.ě. [x] = −1, 0 ĺńĺ 1. Śőőšćěšśšćěŋŋő ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺ£ x^3 + 1 = 3, x^3 = 3, x^3 − 1 = 3. Ŋăţőďĺň ĺţ řěÿěŋĺ£: x =^3 √ 2, x =^3 √ 3, x =^3 √ 4. Ŕřĺ ¡šőň [^3 √ 2] ≠ −1, [^3 √ 3] ≠ 0 ĺ [^3 √ 4] = 1, ŕő¡šőňş řěÿěŋĺěň ĺśţőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ £ćń£ěšś£ šőńĳłő^3 √ 4. Ğ-ůă 3. Ć ćżŕşłńőň ůěšżřěţşčőńĳŋĺłě ABCD šőůłă M | śěřěďĺŋă ďĺăčőŋăńĺ AC, šőůłă N | śěřěďĺŋă ďĺăčőŋăńĺ BD. Ŕř£ňă£ MN ŕěřěśěłăěš śšőřőŋż AB ĺ CD ć šőůłăţ M^′ ĺ N^′. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ MM^′ = NN^′, šő BC ‖ AD.

Řěÿ 3. Ěśńĺ šőůłĺ M ĺ N śőćŕăďă¿š, šő ABCD | ŕăřăńńěńőčřăňň. Ŕő¡šőňş ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő šőůłĺ M ĺ N řăğńĺůŋż. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕř£ňżě AD ĺ BC ŋě ŕăřăńńěńĳŋż. Ŕşśšĳ M^{′′}, K, N^{′′} | śěřěďĺŋż śšőřőŋ AB, BC, CD śőőšćěšśšćěŋŋő. Ěśńĺ MN‖BC, šő BC‖AD, šăł łăł AM = MC ĺ BN = ND. Ŕő¡šőňş ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŕř£ňżě MN ĺ BC ŋě ŕăřăńńěńĳŋż, š.ě. M^′ ≠ M^{′′} ĺ N^′ ≠ N^{′′}. §śŋő, ůšő −−−→ M^{′′}M = −→BC/2 = −−−→ NN^{′′} ĺ −−−→ M^′M = −−→ NN^′. Ŕő¡šőňş M^′M^{′′}‖N^′N^{′′}. Śńěďőćăšěńĳŋő, KM‖AB‖CD‖KN, š.ě. M = N. Ŕőńşůěŋő ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ğ-ůă 4. Ÿłőńĳŋĺł ěďěš ŋă őńĺňŕĺăďş ŋă ňěšřő, ŕńăšĺš řşąńĳ ĺ ŕőńşůăěš śďăůş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ őŋ ěśńĺ őŋ őąřăšŋő ŕőěďěš ŋă šřăňćăě, šő őŋ śňőęěš şŕńăšĺšĳ ğă ŕřőěğď ąěğ śďăůĺ. (Ŕřĺňěůăŋĺě. Ŕřőěğď ć ňěšřő śšőĺń 50 łőŕ., ć šřăňćăě | 30 łőŕ. Ć őąřăźěŋĺĺ ŋăţőďĺńĺśĳ ňőŋěšż ďőśšőĺŋśšćőň ć 1, 2, 3, 5, 10, 15 ĺ 20 łőŕ.)

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕńőśłĺľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł A_1A_2 . . . A_n śőśšăćńěŋ ĺğ n šćěřďżţ śšěřęŋěľ, śőěďĺŋěŋŋżţ ÿăřŋĺřăňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ n > 4, šő ěčő ňőęŋő ďěťőřňĺřőćăšĳ ć šřěşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 5. Ŕşśšĳ a | ŋăĺąőńĳÿă£ śšőřőŋă ďăŋŋőčő ňŋőčőşőčőńĳŋĺłă (ěśńĺ ŋăĺąőńĳÿĺţ śšőřőŋ ŋěśłőńĳłő, šő ňż ćżąĺřăěň ń¿ąş¿ ĺğ ŋĺţ). Řăśśňőšřĺň ůăśšĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, łőšőřă£ őśšă-ěšś£ ŕőśńě ćżąřăśżćăŋĺ£ śšőřőŋż a, ĺ ćőğĳň-ěň šőůłş, łőšőřă£ ďěńĺš ŕőŕőńăň ŕěřĺňěšř ¡šőľ ůăśšĺ. Ěśńĺ ¡šă šőůłă £ćń£ěšś£ ćěřÿĺŋőľ ňŋőčőşőńĳŋĺłă, šő ňż őůěćĺďŋżň őąřăğőň ďěťőřňĺřşěň ¡šőš ňŋőčőşčőńĳŋĺł ć řăćŋőąěďřěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł. Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ, ůšő ¡šă šőůłă ńěęĺš ŋă śšőřőŋě b, ă ŕěřĺňěšřż ůăśšěľ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ğăłń¿ů-ěŋŋżţ ňěęďş śšőřőŋăňĺ a ĺ b, řăćŋż x ĺ y. Šőčďă x + b ¿ y ĺ y + b ¿ x. Ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř, x = 0, šő ňż ňőęěň śőśšăćĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł ĺğ őšřěğłőć a, b, y. Ŕő¡šőňş ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő x, y ≠ 0. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ŋěńĳğ£ śőśšăćĺšĳ ŋĺ ĺğ őšřěğłőć a, x, y + b, ŋĺ ĺğ őšřěğłőć a, y, x + b. Őšřěğőł łőřőůě śőěďĺŋ£¿źěľ ěčő łőŋűż ńőňăŋőľ, ŕő¡šőňş a < x + y + b. Łřőňě šőčő, ěśšĳ ŋěřăćěŋśšćă x + b ¿ y ĺ y + b ¿ x. Ğŋăůĺš, ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋěřăćěŋśšćő a + x 6 y + b ĺ a + y 6 x + b. Ŕő¡šőňş x = y

ĺ a 6 b. Ŋő ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ a ¿ b, ğŋăůĺš, a = b. Ŕő şśńőćĺ¿ ůĺśńő śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ąőńĳÿě 4.

Ŕő¡šőňş őďŋă ĺğ ńőňăŋżţ ďńĺŋż x śőśšőĺš ĺğ ďćşţ ůăśšěľ ŕěřĺňěšřă x_1 ĺ x_2. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ĺğ őšřěğłőć ďńĺŋż x, a + x_1, a + x_2, čďě x_1 + x_2 = x, ňőęŋő śőśšăćĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕřĺ łăłĺţ űěńżţ n ůĺśńő 20^n + 16^n − 3^n − 1 ďěńĺšś£ ŋă 323?

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : ŕřĺ ů-ěšŋżţ n. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő 323 = 17 · 19, ŕő¡šőňş ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 323 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ďěńĺšś£ ŋă 17 ĺ ŋă 19. Ůĺśńő 20^n − 3^n ďěńĺšś£ ŋă 20 − 3 = 17. Ďăńěě, 16^n ≡ (−1)^n (mod 17), ŕő¡šőňş ůĺśńő 16^n − 1 ďěńĺšś£ ŋă 17 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă n ů-ěšŋő. Ůšő łăśăěšś£ ďěńĺňőśšĺ ŋă 19, šő 20^n − 1 ďěńĺšś£ ŋă 20 − 1 = 19 ŕřĺ ń¿ąőň n, ă ŕřĺ n = 2m ůĺśńő 16^n − 3^n ďěńĺšś£ ŋă 16^2 − 3^2 = 13 · 19, ŕő¡šőňş őŋő ďěńĺšś£ ŋă 19.

Ğ-ůă 2. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ŕőśšřőěŋă ğăňłŋşšă£ ńőňăŋă£ šăł, ůšő ćśě ğćěŋĳ£ ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ ďńĺŋş ĺ łăęďżě šřĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ğćěŋă ŕőŕăřŋő ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő ğćěŋĳěć ďěńĺšś£ ŋă 6.

Řěÿ 2. Ŕşśšĳ e_1, e_2, e_3 | ćěłšőřż šř-ěţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ğćěŋĳěć ďăŋŋőľ ńőňăŋőľ. Ŕőśńě ćěłšőřőć e_2, e_3 ďőńęěŋ ĺďšĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżľ ĺň ćěłšőř, š.ě. ćěłšőř ±e_1. Ŕřőďőńęă£ ¡šĺ řăśśşęďěŋĺ£, ŕőńşůăěň, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćěłšőřőć ğćěŋĳěć ĺňěěš ćĺď e_1, e_2, e_3, ±e_1, ±e_2, ±e_3, . . . . Ŕő¡šőňş ůĺśńő ğćěŋĳěć ńőňăŋőľ ďěńĺšś£ ŋă 3. §śŋő šăłęě, ůšő łőńĺůěśšćő ğćěŋĳěć e_1 ďőńęŋő ążšĳ řăćŋő łőńĺůěśšćş ğćěŋĳěć −e_1. Šő ęě śăňőě ćěřŋő ďń£ e_2 ĺ e_3. Ŕő¡šőňş ůĺśńő ğćěŋĳěć ů-ěšŋő.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ÿłőńĳŋĺł ěďěš ŋă łřşęőł ŋă šřăňćăě, ŕńăšĺš řşąńĳ ĺ ŕőńşůăěš śďăůş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ őŋ ěśńĺ őŋ őąřăšŋő šăłęě ŕőěďěš ć šřăňćăě, šő őŋ śňőęěš şŕńăšĺšĳ ğă ŕřőěğď ąěğ śďăůĺ. (Ŕřĺňěůăŋĺě. Ŕřőěğď ć šřăňćăě śšőĺń 30 łőŕ. Ć őąřăźěŋĺĺ ŋăţőďĺńĺśĳ ňőŋěšż ďőśšőĺŋśšćőň ć 1, 2, 3, 5, 10, 15 ĺ 20 łőŕ.)

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕńőśłĺľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł A_1A_2 . . . A_n śőśšăćńěŋ ĺğ n šćěřďżţ śšěřęŋěľ, śőěďĺŋěŋŋżţ ÿăřŋĺřăňĺ. Ňőęŋő ńĺ ěčő ďěťőřňĺřőćăšĳ ć šřěşčőńĳŋĺł?

Řěÿ 5. Ěśńĺ n > 4, šő ňőęŋő: śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 5 ďń£ 9 łńăśśă. Šăň ęě ďőłăğăŋő, ůšő ŕřĺ n = 4 ňőęŋő ďěťőřňĺřőćăšĳ ń¿ąőľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł, łřőňě ŕăřăńńěńőčřăňňă.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕř£ňżě OA ĺ OB ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő łőŋűőć M šăłĺţ ńőňăŋżţ OM ďńĺŋż 1, łőšőřżě łăęďă£ ŕř£ňă£, ŕăřăńńěńĳŋă£ OA ĺńĺ OB, ŕěřěśěłăěš ŋě ąőńěě ůěň ć őďŋőľ šőůłě.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Řăďĺőńăňŕă ĺňěěš śěňĳ łőŋšăłšőć, řăśŕőńőęěŋŋżţ ŕő łřşčş ĺ ćłń¿ůăěňżţ ć ÿšěŕśěńĳ, ĺňě- ¿źĺľ śěňĳ őšćěřśšĺľ. Ňőęŋő ńĺ šăł ğăŋşňěřőćăšĳ łőŋšăłšż ńăňŕż ĺ őšćěřśšĺ£ ÿšěŕśěń£, ůšőąż ŕřĺ ń¿ąőň ćłń¿ůěŋĺĺ ńăňŕż ţőš£ ąż őďĺŋ łőŋšăłš ŕőŕăń ŋă śćőě ňěśšő (š.ě. ć őšćěřśšĺě ś šěň ęě ŋőňěřőň)?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ĺğćěśšŋż ďćě śšőřőŋż a ĺ b. Łăłőľ ďőńęŋă ążšĳ šřěšĳ£ śšőřőŋă, ůšőąż ŋăĺąőńĳÿĺľ şčőń šřěşčőńĳŋĺłă ĺňěń ŋăĺňěŋĳÿş¿ ćěńĺůĺŋş?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć šřěşčőńĳŋĺł ćŕĺśăŋă őłřşęŋőśšĳ, ĺ šőůłĺ łăśăŋĺ£ ěě śő śšőřőŋăňĺ šřěşčőńĳŋĺłă śőěďĺŋěŋż ňěęďş śőąőľ. Ć ŕőńşůěŋŋżľ šăłĺň őąřăğőň šřěşčőńĳŋĺł ćŕĺśăŋă ŋőćă£ őłřşęŋőśšĳ, šőůłĺ łăśăŋĺ£ łőšőřőľ śő śšőřőŋăňĺ £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ šřěšĳěčő šřěşčőńĳŋĺłă, ĺňě¿źěčő šě ęě şčńż, ůšő ĺ ŕěřćőŋăůăńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł. Ŋăľšĺ ¡šĺ şčńż.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . ., ć łőšőřőľ łăęďőě ůĺśńő, ŋăůĺŋă£ ś šřěšĳěčő, řăćŋő śşňňě ďćşţ ŕřěďżďşźĺţ. Ć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ćżąřăŋő ćőśěňĳ ůĺśěń ŕőďř£ď. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺţ śşňňă ŋě řăćŋă ŋĺłăłőňş ůĺśńş řăśśňăšřĺćăěňőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ĺğćěśšŋż ďćě śšőřőŋż a ĺ b. Łăłőľ ďőńęŋă ążšĳ šřěšĳ£ śšőřőŋă, ůšőąż ŋăĺňěŋĳÿĺľ şčőń šřěşčőńĳŋĺłă ĺňěń ŋăĺąőńĳÿş¿ ćěńĺůĺŋş?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő ćśěţ űĺťř ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 1, 2, 3, . . . , 10^8 řăćŋő ůĺśńş ćśěţ ŋşńěľ ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 1, 2, 3, . . . , 10^9.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ćŋşšřĺ řăćŋőśšőřőŋŋěčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŋăţőďĺšś£ šőůłă O. Ŕř£ňă£ OG, śőěďĺŋ£¿źă£ O ś űěŋšřőň š£ęěśšĺ (šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ) G šřěşčőńĳŋĺłă, ŕěřěśěłăěš śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă (ĺńĺ ĺţ ŕřőďőńęěŋĺ£) ć šőůłăţ A^′, B^′, C^′. Ďőłăğăšĳ, ůšő OA^′ GA^′ + OB^′ GB^′ + OC^′ GC^′ = 3.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋăľšĺ ćśě ďěľśšćĺšěńĳŋżě řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ

2x^2_1 1 + x^2_1

= x_2,

2x^2 1 + x^2

= x_3,

2x^2_3 1 + x^2_3

= x_1.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ŋěřăćŋőśšőřőŋŋĺľ šřěşčőńĳŋĺł ćŕĺśăŋă őłřşęŋőśšĳ, šőůłĺ łăśăŋĺ£ łőšőřőľ śő śšőřőŋăňĺ ŕřĺŋ£šż ğă ćěřÿĺŋż ćšőřőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ć ¡šőš ćšőřőľ šřěşčőńĳŋĺł śŋőćă ćŕĺśăŋă őłřşęŋőśšĳ, šőůłĺ łăśăŋĺ£ łőšőřőľ £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ šřěšĳěčő šřěşčőńĳŋĺłă; ć ŋěčő ćŕĺśăŋă šřěšĳ£ őłřşęŋőśšĳ ĺ š.ď. Ďőłăęĺšě, ůšő ć őąřăğőćăćÿěľś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłőć ŋěš ďćşţ ŕőďőąŋżţ.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďćă ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ŕőńőęěŋż ŋă ŕńőśłőśšĳ šăł, ůšő ĺţ čřăŋĺűż ĺňě¿š ćőśěňĳ šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£. İšĺ šőůłĺ śőěďĺŋěŋż ůěřěğ őďŋş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕńőźăďĳ ŕőńşůěŋŋőčő ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ŋě ĺğňěŋĺšś£ ŕřĺ ŕőśšşŕăšěńĳŋőň ŕěřěňěźěŋĺĺ őďŋőčő ĺğ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋăľšĺ ćśě ďěľśšćĺšěńĳŋżě řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż

1 − x^2_1 = x_2, 1 − x^2 = x_3, . . . , 1 − x^2_{98} = x_{99}, 1 − x^2_{99} = x_1.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďćă řăćŋżţ ďĺśłă ŋăśăęěŋż ŋă őďŋş őśĳ. Ŋă őłřşęŋőśšĺ łăęďőčő ĺğ ŋĺţ ŕő łřşčş ŋă őďĺŋăłőćżţ řăśśšő£ŋĺ£ţ ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕőř£ďłě řăśśšăćńěŋż ůĺśńă 1, 2, 3, . . . , 20. Ćśěčďă ńĺ ňőęŋő ŕőćěřŋşšĳ őďĺŋ ďĺśł őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčőčő šăł, ůšőąż ŋĺłăłĺě ďćă őďĺŋăłőćżţ ůĺśńă ŋě śšő£ńĺ ďřşč ŕřőšĺć ďřşčă?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Řăğąĺšĳ ůĺśńő 1957 ŋă 12 űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ śńăčăěňżţ a_1, a_2, a_3, . . . , a_{12} šăł, ůšőąż ŕřőĺğćěďěŋĺě a_1! · a_2·!a_3! · · · · · a_{12}! ążńő ňĺŋĺňăńĳŋő?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Šřĺ řăćŋżě őłřşęŋőśšĺ łăśă¿šś£ ďřşč ďřşčă. Ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ őłřşęŋőśšĺ, łăśă¿- źěľś£ ćŋěÿŋĺň őąřăğőň ¡šĺţ őłřşęŋőśšěľ, ŕřőćěďěŋż łăśăšěńĳŋżě ł ŋĺň. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ďńĺŋ ďćşţ łăśăšěńĳŋżţ řăćŋă ďńĺŋě šřěšĳěľ.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ABCD. Ćŕĺśăšĳ ć ŋěčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ś ğăďăŋŋżňĺ ŋăŕřăćńěŋĺ£ňĺ śšőřőŋ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋăľšĺ ćśě ďěľśšćĺšěńĳŋżě řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż

1 − x^2_1 = x_2, 1 − x^2 = x_3, . . . , 1 − x^2_{n−1} = x_n, 1 − x^2_n = x_1.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Šőůłă G | űěŋšř ÿăřă, ćŕĺśăŋŋőčő ć ŕřăćĺńĳŋżľ šěšřă¡ďř ABCD. Ŕř£ňă£ OG, śőěďĺŋ£¿źă£ G ś šőůłőľ O, ńěęăźěľ ćŋşšřĺ šěšřă¡ďřă, ŕěřěśěłăěš ŕńőśłőśšĺ čřăŋěľ ć šőůłăţ A^′, B^′, C^′, D^′. Ďőłăğăšĳ, ůšő OA^′ GA^′ + OB^′ GB^′ + OC^′ GC^′ + OD^′ GD^′ = 4.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő ćśěţ űĺťř ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 1, 2, 3, . . . , 10^k řăćŋő ůĺśńş ćśěţ ŋşńěľ ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 1, 2, 3, . . . , 10^{k+1}.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋő n űěńżţ ůĺśěń a_1 = 1, a_2, a_3, . . . , a_n, ŕřĺůěň a_i 6 a_{i+1} 6 2a_i(i = 1, 2, . . . , n − 1) ĺ śşňňă ćśěţ ůĺśěń ůěšŋă. Ňőęŋő ńĺ ¡šĺ ůĺśńă řăğąĺšĳ ŋă ďćě čřşŕŕż šăł, ůšőąż śşňňż ůĺśěń ć ¡šĺţ čřşŕŕăţ ążńĺ řăćŋż?

Řěÿ 5.

XXI őńĺňŕĺăďă (1958)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺňěěšś£ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ ∗x + ∗y + ∗z = 0, ∗x + ∗y + ∗z = 0, ∗x + ∗y + ∗z = 0. Ďćă ůěńőćěłă ŕőőůěřěďŋő ćŕĺśżćă¿š ćňěśšő ğćěğďőůěł ůĺśńă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăůĺŋă¿źĺľ ćśěčďă ňőęěš ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż śĺśšěňă ĺňěńă ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć łřşčě ŕřőćěďěŋż ďćă ďĺăňěšřă AB ĺ CD. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ M | ŕřőĺğćőńĳŋă£ šőůłă őłřşęŋőśšĺ, ă P ĺ Q | ěě ŕřőěłűĺĺ ŋă ďĺăňěšřż AB ĺ CD, šő ďńĺŋă őšřěğłă P Q ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ M.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš ůěšżřěţğŋăůŋżţ ŋőňěřőć (őš 0001 ďő 9999), ş łőšőřżţ śşňňă ďćşţ ŕěřćżţ űĺťř řăćŋă śşňňě ďćşţ ŕőśńěďŋĺţ űĺťř?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż šőůłĺ A ĺ B. Ŕőśšřőĺšĳ šăłőľ łćăďřăš, ůšőąż šőůłĺ A ĺ B ńěęăńĺ ŋă ěčő čřăŋĺűě ĺ śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš šőůłĺ A ďő ćěřÿĺŋ łćăďřăšă ążńă ŋăĺňěŋĳÿěľ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋă śńěďş¿źă£ šřěşčőńĳŋă£ šăąńĺűă ůĺśěń:

0 1 2 . . . 1957 1958 1 3 . . . . . . 3915 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Łăęďőě ůĺśńő (łřőňě ůĺśěń ćěřţŋěľ śšřőůłĺ) řăćŋő śşňňě ďćşţ ąńĺęăľÿĺţ ůĺśěń ŕřěďżďşźěľ śšřőůłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő, śšő£źěě ć śăňőľ ŋĺęŋěľ śšřőůłě, ďěńĺšś££ ŋă 1958.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ćğ£šă šőůłă O. Ŋă ńşůăţ OA, OB ĺ OC ŕőśšřőěŋż ćěłšőřż ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ¡šĺţ ćěłšőřőć ĺňěěš ďńĺŋş ňěŋĳÿş¿ ěďĺŋĺűż.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ şřăćŋěŋĺ£ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ

x^2 + p_1x + q_1 = 0, x^2 + p_2x + q_2 = 0

ĺňě¿š őąźĺľ ŋěűěńżľ łőřěŋĳ, šő p_1 = p_2 ĺ q_1 = q_2.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă łřşčńőľ ŕőń£ŋě řăďĺşśă R řăśšşš šřĺ łřşčńżě śőśŋż őďĺŋăłőćőčő ďĺăňěšřă. Űěŋšřż ĺţ śšćőńőć ŋăţőď£šś£ ŋă řăśśšő£ŋĺĺ^R_2 őš űěŋšřă ŕőń£ŋż ć ćěřÿĺŋăţ řăćŋőśšőřőŋŋěčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ďćă ůěńőćěłă, ćżľď£ őďŋőćřěňěŋŋő ĺğ ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ šőůěł ŕőń£ŋż, őąţőď£š ŕőń£ŋş ŕő łřă¿ ś őďĺŋăłőćőľ śłőřőśšĳ¿ ĺ ć őďŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ ĺ ćś-ě ćřěň£ ŋě ćĺď£š ďřşč ďřşčă. Şćĺď£š ńĺ ďřşč ďřşčă šřĺ ůěńőćěłă, ěśńĺ őŋĺ šăł ęě ąşďşš őąţőďĺšĳ ŕőń£ŋş, ćżľď£ ĺğ šőůěł, ŋăţőď£źĺţś£ ć ćěřÿĺŋăţ ćŕĺśăŋŋőčő ć ŕőń£ŋş ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Řěÿĺšĳ ć űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńăţ şřăćŋěŋĺě 1 − 1 2 + 1 3 + . . . = 1 2 + 1 3 + . . . . . . . . . . . . . . . + 1 1958 + 1 x_{1958} . Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕřőěłűĺĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă őśĳ OX, ąĺśśěłšřĺśş 1-čő ĺ 3-čő łőőřďĺŋăšŋżţ şčńőć, őśĳ OY ĺ ąĺśśěłšřĺśş 2-čő ĺ 4-čő łőőřďĺŋăšŋżţ şčńőć řăćŋż śőőšćěšśšćěŋŋő 4, 3 √ 2, 5, 4 √ 2. Ŕńőźăďĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă | S. Ďőłăğăšĳ, ůšő S 6 17, 5.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ąěśłőŋěůŋă£ ŕńőśłă£ ńőňăŋă£ A_0A_1 . . . A_n . . . , ćśě şčńż łőšőřőľ ŕř£ňżě, ŋăůĺŋăěšś£ ć šőůłě A_0 ś łőőřďĺŋăšăňĺ x = 0, y = 1 ĺ őąţőďĺš ŋăůăńő łőőřďĺŋăš O ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě. Ŕěřćőě ğćěŋő ńőňăŋőľ ĺňěěš ďńĺŋş 2 ĺ ŕăřăńńěńĳŋő ąĺśśěłšřĺśě 4-čő łőőřďĺŋăšŋőčő şčńă. Łăęďőě ĺğ śńěďş¿źĺţ ğćěŋĳěć ŕěřěśěłăěš őďŋş ĺğ łőőřďĺŋăšŋżţ őśěľ ĺ ĺňěěš ŋăĺňěŋĳÿş¿ ćőğňőęŋş¿ ŕřĺ ¡šőň űěńőůĺśńěŋŋş¿ ďńĺŋş. Řăśśšő£ŋĺě OA_n = l_n. Śşňňă ďńĺŋ ŕěřćżţ n ğćěŋĳěć ńőňăŋőľ řăćŋă s_n. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďěšś£ n, ďń£ łőšőřőčő s_n l_n > 1958.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ |ax^2 − bx + c| < 1 ŕřĺ ń¿ąőň x, |x| 6 1, šő ĺ |(a + b)x^2 + c| < 1 ŕřĺ |x| 6 1. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő őśěľ śĺňňěšřĺĺ ňőęěš ĺňěšĳ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋă£ ťĺčşřă, śőśšő£źă£ ĺğ šřěţ ŕř£ňżţ, ĺğ łőšőřżţ ŋĺłăłĺě ďćě ŋě ŕăřăńńěńĳŋż ĺ ŋě śőćŕăďă¿š?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Řěÿĺšĳ ć űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńăţ şřăćŋěŋĺě 1 − 1 2 + 1 3 + . . . = 1 2 + 1 3 + . . . . . . . . . . . . . . . + 1 n + 1 x_n . Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Őšřěğőł ďńĺŋőľ 3^n řăğąĺćăěšś£ ŋă šřĺ řăćŋżě ůăśšĺ. Ŕěřćă£ ĺ šřěšĳ£ ĺğ ŋĺţ ŋăğżćă¿šś£ őšňěůěŋŋżňĺ. Łăęďżľ ĺğ őšňěůěŋŋżţ őšřěğłőć řăğąĺćăěšś£ ŋă šřĺ ůăśšĺ, ĺğ łőšőřżţ ŕěřćă£ ĺ šřěšĳ£ śŋőćă ŋăğżćă¿šś£ őšňěůěŋŋżňĺ ĺ š.ď. ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě ŕőńşůăšś£ őšřěğłĺ ďńĺŋőľ 1. Łőŋűż ćśěţ őšňěůěŋŋżţ őšřěğłőć ŋăğżćă¿šś£ őšňěůěŋŋżňĺ šőůłăňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő űěńőčő k(1 6 k 6 3^n) ňőęŋő ŋăľšĺ ďćě őšňěůěŋŋżě šőůłĺ, řăśśšő£ŋĺě ňěęďş łőšőřżňĺ řăćŋő k.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕřőěłűĺĺ ŕńőśłőčő ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă őśĳ OX, ąĺśśěłšřĺśş 1-čő ĺ 3-čő łőőřďĺŋăšŋżţ şčńőć, őśĳ OY ĺ ąĺśśěłšřĺśş 2-čő ĺ 4-čő łőőřďĺŋăšŋżţ şčńőć śőőšćěšśšćěŋŋő řăćŋż 4, 3 √ 2, 5, 4 √ 2. Ŕńőźăďĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă řăćŋă S. Ďőłăğăšĳ, ůšő S ¿ 10.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő 1155^{1958} + 34^{1958} ≠ n^2, čďě n | űěńőě. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő őśěľ śĺňňěšřĺĺ ňőęěš ĺňěšĳ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋă£ ťĺčşřă, śőśšő£źă£ ĺğ šřěţ ŕř£ňżţ, ĺğ łőšőřżţ ŋĺłăłĺě ďćě ŋě ŕăřăńńěńĳŋż ĺ ŋě śőćŕăďă¿š?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă śšőń łńăďşš ŕřăćĺńĳŋżľ 100-şčőńĳŋĺł, ć ćěřÿĺŋăţ łőšőřőčő ŋăŕĺśăŋż ůĺśńă 1, 2, . . . , 100. Ğăšěň ¡šĺ ůĺśńă ŕěřěŕĺśżćă¿š ć ŕőř£ďłě şďăńěŋĺ£ őš ŕěřěďŋěčő łřă£ śšőńă. Ěśńĺ ďćě ćěřÿĺŋż ŋăţőď£šś£ ŋă řăćŋőň řăśśšő£ŋĺĺ őš łřă£, śŋăůăńă ćżŕĺśżćăěšś£ ńěćőě ůĺśńő, ğăšěň ŕřăćőě. Ćżŕĺśăŋż ćśěćőğňőęŋżě ŋăąőřż ůĺśěń, śőőšćěšśšćş¿źĺě řăğŋżň ŕőńőęěŋĺ£ň 100-şčőńĳŋĺłă. Ćżůĺśńĺšĳ śşňňş ůĺśěń, śšő£źĺţ ć ¡šĺţ ŋăąőřăţ ŋă 13-ţ ňěśšăţ śńěćă.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ĺğ ůěšżřěţ ŕř£ňżţ ŋă ŕńőśłőśšĺ ŋĺłăłĺě ďćě ŋě ŕăřăńńěńĳŋż, ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ŕő łăęďőľ ŕř£ňőľ ś ŕőśšő£ŋŋőľ śłőřőśšĳ¿ ĺďěš ŕěÿěţőď. Ĺğćěśšŋő, ůšő 1-ľ ćśšřěůăěšś£ śő 2-ň, ś 3-ň ĺ ś 4-ň, ă 2-ľ ćśšřěůăěšś£ ś 3-ň ĺ ś 4-ň. Ďőłăğăšĳ, ůšő 3-ľ ŕěÿěţőď ćśšřěšĺšś£ ś 4-ň.

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋă ŕńőśłőśšĺ ŋěńĳğ£ řăśŕőńőęĺšĳ ąőńĳÿě ůěšżřěţ ćżŕşłńżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć šăł, ůšőąż łăęďżě ďćă ĺğ ŋĺţ ĺňěńĺ őąźş¿ śšőřőŋş.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺňě¿šś£ ďćă ŋăąőřă ĺğ +1 ĺ −1, ć łăęďőň ŕő 1958 ůĺśěń. Ďőłăğăšĳ, ůšő ğă ŋěłőšőřőě ůĺśńő ÿăčőć ňőęŋő ŕřěćřăšĺšĳ ŕěřćżľ ŋăąőř ćő ćšőřőľ, ěśńĺ ŋă łăęďőň ÿăčş řăğřěÿăěšś£ őďŋőćřěňěŋŋő ĺğňěŋĺšĳ ğŋăł ş ń¿ążţ 11 ůĺśěń ŕěřćőčő ŋăąőřă. (Ďćă ŋăąőřă śůĺšă¿šś£ őďĺŋăłőćżňĺ, ěśńĺ ş ŋĺţ ŋă őďĺŋăłőćżţ ňěśšăţ śšő£š őďĺŋăłőćżě ůĺśńă).

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łăęďă£ čřăŋĳ łşąă ğăłńěĺćăěšś£ ďćşň£ řăćŋżňĺ ŕř£ňőşčőńĳŋżňĺ šřěşčőńĳŋĺłăňĺ ś őąźěľ čĺŕőšěŋşğőľ, őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ ąěńżľ, ďřşčőľ | ůěřŋżľ. Ňőęŋő ńĺ ¡šĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ řăśŕőńőęĺšĳ šăł, ůšőąż ŕřĺ łăęďőľ ćěřÿĺŋě łşąă śşňňă ąěńżţ şčńőć ążńă řăćŋă śşňňě ůěřŋżţ şčńőć?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ űěńőě n > 2, šő

(1 · 2 . . . n)^2 > n^n.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śšőřőŋă łńěšłĺ łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăćŋă 1. Ŕő ńĺŋĺ£ň śěšłĺ ŕőśšřőěŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł śő śšőřőŋăňĺ m ĺ n. Ňőęŋő ńĺ ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě ŕřőćěśšĺ ŕő ńĺŋĺ£ň śěšłĺ ğăňłŋşšş¿ ńőňăŋş¿, łőšőřă£ řőćŋő őďĺŋ řăğ ŕřőţőďĺńă ąż ůěřěğ łăęďżľ şğěń śěšłĺ, řăśŕőńőęěŋŋżľ ćŋşšřĺ ĺńĺ ŋă čřăŋĺűě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă? Ěśńĺ ňőęŋő, šő łăłőćă ěě ďńĺŋă?

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺğ ąşňăčĺ ćżřěğăŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺł. Ďćě šőůłĺ ěčő čřăŋĺűż śőěďĺŋ£¿šś£ őšřěğłőň, ŕő łőšőřőňş ňŋőčőşčőńĳŋĺł śłńăďżćăěšś£. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕěřĺňěšř ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ŕőńşůă¿źěčőś£ ŕőśńě śłńăďżćăŋĺ£, ňěŋĳÿě ŕěřĺňěšřă ĺśţőďŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďń£ ń¿ążţ ůĺśěń a_1 ĺ a_2, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ£ň a_1 ¿ 0, a_2 ¿ 0, a_1 + a_2 = 1, ňőęŋő ŋăľšĺ šăłĺě ůĺśńă b_1 ĺ b_2, ůšő b_1 ¿ 0, b_2 ¿ 0, b_1 + b_2 = 1, (^5_4 − a_1)b_1 + 3(^5_4 − a_2)b_2 > 1.

Ďőłăğăšĳ. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ćŋşšřĺ̸ AOB ćğ£šă šőůłă C. Ĺğ ŋěě őŕşźěŋż ŕěřŕěŋďĺłşń£řż: CD ŋă śšőřőŋş OA; CE | ŋă śšőřőŋş OB. Ĺğ šőůěł D ĺ E őŕşźěŋż ŕěřŕěŋďĺłşń£řż: EM ŋă śšőřőŋş OA; DN ŋă śšőřőŋş OB. Ďőłăğăšĳ, ůšő OC ⊥ MN.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ űěńőě n > 0, šő

1^1 · 2^2 · 3^3 . . . n^n < n^{n(n+1)2} .

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ a ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ łřşčőć ďĺăňěšřă 1, űěŋšřż łőšőřżţ ńěęăš ćŋşšřĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M, ůěřěğ b | ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő łřşčőć řăďĺşśă 1, łőšőřżňĺ ňőęŋő ŕőłřżšĳ ćěśĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M.

Łăłőě ůĺśńő ąőńĳÿě: a ĺńĺ b? Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ ć űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńăţ şřăćŋěŋĺě

x^{2y−1} + (x + 1)^{2y−1} = (x + 2)^{2y−1}.

Řěÿ 1. Ğ-ůă 2.

Ŕřőćěśšĺ ĺğ šőůłĺ O n ńşůěľ ŋă ŕńőśłőśšĺ šăł, ůšőąż śşňňă ćśěţ ŕőŕăřŋżţ şčńőć ňěęďş ŋĺňĺ ążńă ŋăĺąőńĳÿěľ.(Řăśśňăšřĺćă¿šś£ šőńĳłő şčńż, ŋě ŕřěćżÿă¿źĺě 180^∘.)

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ĺčřăńĳŋă£ ďőśłă ĺňěěš ťőřňş řőňąă ś şčńőň 60^∘. Łăęďă£ śšőřőŋă řőňąă řăğďěńěŋă ŋă 9 ůăśšěľ. Ůěřěğ šőůłĺ ďěńěŋĺ£ ŕřőćěďěŋż ŕř£ňżě, ŕăřăńńěńĳŋżě śšőřőŋăň ĺ ňăńőľ ďĺăčőŋăńĺ řőňąă, řăğąĺćă¿źĺě ďőśłş ŋă šřěşčőńĳŋżě łńěšłĺ. Ěśńĺ ŋă ŋěłőšőřőľ łńěšłě ŕőśšăćńěŋă ťĺÿłă, ŕřőćěďěň ůěřěğ ¡šş łńěšłş 3 ŕř£ňżě, ŕăřăńńěńĳŋżě śšőřőŋăň ĺ ňăńőľ ďĺăčőŋăńĺ řőňąă. Łńěšłĺ, łőšőřżě őŋĺ ŕěřěśěłşš, ąşďşš śůĺšăšĳś£ ŕőąĺšżňĺ ťĺÿłőľ. Łăłĺň ŋăĺňěŋĳÿĺň ůĺśńőň ťĺÿěł ňőęŋő ŕőąĺšĳ ćśě łńěšłĺ ďőśłĺ?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ a ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő łřşčőć řăďĺşśă 1, łőšőřżňĺ ňőęŋő ŕőńŋőśšĳ¿ ŕőłřżšĳ ğăďăŋŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M, ůěřěğ b | ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ łřşčőć řăďĺşśă 1 ś űěŋšřăňĺ ćŋşšřĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M. Łăłőě ĺğ ůĺśěń ąőńĳÿě, a ĺńĺ b?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ňěęďş ğăęĺňăňĺ A ĺ B ćłń¿ůěŋő ŋěśłőńĳłő śőŕřőšĺćńěŋĺľ. Łăęďőě śőŕřőšĺćńěŋĺě ĺňěěš ćţőďŋőľ ĺ ćżţőďŋőľ ğăęĺňż. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő śőŕřőšĺćńěŋĺľ ŋěőąţőďĺňő ĺňěšĳ ĺ łăłőćă ňőęěš ążšĳ śţěňă ĺţ śőěďĺŋěŋĺ£, ůšőąż ŕřĺ ŕőřůě ń¿ążţ 9 śőŕřőšĺćńěŋĺľ űěŕĳ őśšăćăńőśĳ śőěďĺŋ£¿źěľ ğăęĺňż A ĺ B, ŋő ŋě ążńő łőřőšłőčő ğăňżłăŋĺ£? (Ŕőřůă śőŕřőšĺćńěŋĺ£: łőřőšłőě ğăňżłăŋĺě ĺńĺ őąřżć.)

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ ć űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńăţ şřăćŋěŋĺě

x^{2y} + (x + 1)^{2y} = (x + 2)^{2y}.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć ňŋőčőşčőńĳŋĺłě śşźěśšćş¿š šăłĺě šőůłĺ A ĺ B, ůšő ń¿ąă£ śőěďĺŋ£¿źă£ ĺţ ńőňăŋă£, ŕřőţőď£źă£ ćŋşšřĺ ĺńĺ ŕő čřăŋĺűě ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ĺňěěš ďńĺŋş ąőńĳÿě 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕěřĺňěšř ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ąőńĳÿě 2.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć ÿłőńě ĺğşůă¿š 2n ŕřěďňěšőć. Ćśě şůěŋĺłĺ şůăšś£ ŋă 4 ĺ 5. Ŋĺłăłĺě ďćă şůěŋĺłă ŋě şůăšś£ őďĺŋăłőćő, ŋĺ ŕřő łăłĺţ ďćşţ ŋěńĳğ£ śłăğăšĳ, ůšő őďĺŋ ĺğ ŋĺţ şůĺšś£ ńşůÿě ďřşčőčő. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő şůěŋĺłőć ć ÿłőńě 6 C^n_{2n}.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śšőřőŋż ŕăřăńńěńőčřăňňă řăćŋż a ĺ b. Ŋăľšĺ őšŋőÿěŋĺě őąžěňőć šěń, ŕőńşůěŋŋżţ ŕřĺ ćřăźěŋĺĺ ŕăřăńńěńőčřăňňă ćőłřşč śšőřőŋż a ĺ ćőłřşč śšőřőŋż b.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă n łăřšőůłăţ ŋăŕĺśăŋż ś řăğŋżţ śšőřőŋ ůĺśńă | ŋă 1-ľ: 0 ĺ 1; ŋă 2-ľ: 1 ĺ 2; . . . ; ŋă n-ľ: n − 1 ĺ n.

Őďĺŋ ůěńőćěł ąěřěš ĺğ śšőŕłĺ ŋěśłőńĳłő łăřšőůěł ĺ ŕőłăğżćăěš ćšőřőňş őďŋş śšőřőŋş łăęďőľ ĺğ ŋĺţ. Ğăšěň ąěřěš ĺğ śšőŕłĺ ěźě őďŋş łăřšőůłş ĺ šőęě ŕőłăğżćăěš őďŋş śšőřőŋş.

Şłăğăšĳ ćśě śńşůăĺ, ć łőšőřżţ ćšőřőľ ňőęěš őŕřěďěńĺšĳ ůĺśńő, ŋăŕĺśăŋŋőě ŋă őąőřőšě ŕőśńěďŋěľ ŕőłăğăŋŋőľ ěňş łăřšőůłĺ.

Řěÿ 5.

XXII őńĺňŕĺăďă (1959)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕşśšĳ a ĺ b | űěńżě ůĺśńă. Ŋăŕĺÿěň ůĺśńő b śŕřăćă őš ůĺśńă a. Ěśńĺ ůĺśńő a ůěšŋőě, šő řăğďěńĺň ěčő ŋă 2, ěśńĺ őŋő ŋěůěšŋőě, šő śŋăůăńă ćżůšěň ĺğ ŋěčő ěďĺŋĺűş, ă ŕőšőň řăğďěńĺň ěčő ŋă 2. Ŕőńşůĺćÿěěś£ ůĺśńő a_1 ŋăŕĺÿěň ŕőď ůĺśńőň a. Śŕřăćă őš ůĺśńă a_1 ŋăŕĺÿěň ůĺśńő 2b. Ś ůĺśńőň a_1 ŕřőďěńăěň šş ęě őŕěřăűĺ¿, ůšő ĺ ś ůĺśńőň a, ĺ, ŕőńşůĺć ůĺśńő a_2, ŋăŕĺÿěň ěčő ŕőď ůĺśńőň a_1. Śŕřăćă őš ůĺśńă a_2 ŋăŕĺÿěň ůĺśńő 4b ĺ šăł ďăńěě. İšőš ŕřőűěśś ŕřőďőńęăěň ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě ŕőńşůĺň ć ńěćőň śšőńąűě ůĺśńő 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă šěţ ůĺśěń ŕřăćőčő śšőńąűă, śńěćă őš łőšőřżţ śšő£š ŋěůěšŋżě ůĺśńă, řăćŋż ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ab.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő 2^{21959} − 1 ďěńĺšś£ ŋă 3. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ňőęŋő ńĺ řăśŕőńőęĺšĳ ćśě šřěţğŋăůŋżě ůĺśńă ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ šăł, ůšőąż ŕőśńěďŋ££ űĺťřă łăęďőčő ůĺśńă ążńă řăćŋă ŕěřćőľ űĺťřě śńěďş¿źěčő ğă ŋĺň?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Łăł ďőńęŋă ďćĺčăšĳś£ ńăďĳ£ ŕő ÿăţňăšŋőľ ďőśłě, ůšőąż ŕőążćăšĳ ŋă łăęďőň ŕőńě ŕő őďŋőňş řăğş ĺ śďěńăšĳ ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ŕőćőřőšőć?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋ łćăďřăš śő śšőřőŋőľ 1. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł, śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš łőšőřżţ ďő śšőřőŋ ¡šőčő łćăďřăšă ĺńĺ ĺţ ŕřőďőńęěŋĺľ řăćŋă 4.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋż ďćě ąőůłĺ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿőľ ěňłőśšĺ. Ňőęŋő ńĺ, ŕőńĳğş£śĳ ďćşňů łőćÿăňĺ ěňłőśšĳ¿ 2 − √ 2 ĺ √ 2, ŕěřěńĺšĳ ĺğ őďŋőľ ć ďřşčş¿ řőćŋő 1 ńĺšř?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ŕěřěćěřŋşšĳ ńĺśš, ŋă łőšőřőň ŋăŕĺśăŋż űĺťřż, šő űĺťřż 0, 1, 8 ŋě ĺğňěŋ£šś£, 6 ĺ 9 ŕőňěŋ£¿šś£ ňěśšăňĺ, őśšăńĳŋżě ŕőšěř£¿š śňżśń. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš ďěć£šĺğŋăůŋżţ ůĺśěń, łőšőřżě ŕřĺ ŕěřěćőřăůĺćăŋĺĺ ńĺśšă ŋě ĺğňěŋ£¿šś£?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ABCD. Śěřěďĺŋż śšőřőŋ AB ĺ CD őąőğŋăůĺň śőőšćěšśšćěŋŋő ůěřěğ K ĺ M, šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ AM ĺ DK | ůěřěğ O, šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ BM ĺ CK | ůěřěğ P . Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕńőźăďĳ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă MOKP řăćŋă śşňňě ŕńőźăďěľ šřěşčőńĳŋĺłőć BP C ĺ AOD.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋż ďćě ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřăňĺ ć šőůłăţ O_1 ĺ O_2. Ŕşśšĳ a_1 ĺ a_2 | ćŋşšřěŋŋĺě łăśăšěńĳŋżě ł ¡šĺň őłřşęŋőśš£ň, a_3 ĺ a_4 | ćŋěÿŋĺě łăśăšěńĳŋżě ł ŋĺň. Ŕşśšĳ, ďăńěě, a_5 ĺ a_6 | łăśăšěńĳŋżě ł őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň ć O_1, ŕřőćěďěŋŋżě ĺğ šőůłĺ O_2, a_7 ĺ a_8 | łăśăšěńĳŋżě ł őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň ć šőůłě O_2, ŕřőćěďěŋŋżě ĺğ šőůłĺ O_1. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ O šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ a_1 ĺ a_2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ś űěŋšřőň ć šőůłě O ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ďćě őłřşęŋőśšĺ šăł, ůšőąż ŕěřćă£ łăśăńăśĳ a_3 ĺ a_4, ćšőřă£ łăśăńăśĳ a_5, a_6, a_7, a_8, ŕřĺůěň řăďĺşś ćšőřőľ ć ďćă řăğă ňěŋĳÿě řăďĺşśă ŕěřćőľ.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺňěěšś£ 1959 ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń a_1, a_2 . . . , a_{1959}, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă 1. Řăśśňăšřĺćă¿šś£ ćśěćőğňőęŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ĺğ 1000 ůĺśěń, ŕřĺůěň łőňąĺŋăűĺĺ śůĺšă¿šś£ śőćŕăďă¿źĺňĺ, ěśńĺ őŋĺ őšńĺůă¿šś£ šőńĳłő ŕőř£ďłőň ůĺśěń. Ďń£ łăęďőľ łőňąĺŋăűĺĺ řăśśňăšřĺćăěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺě ćţőď£źĺţ ć ŋěě ůĺśěń. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ćśěţ ¡šĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ ňěŋĳÿě 1.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 8 łńăśśă.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŕőśšřőĺšĳ őłřşęŋőśšĳ, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ďćě ďăŋŋżě šőůłĺ ĺ őšśěłă¿źş¿ őš ďăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ ţőřďş ďăŋŋőľ ďńĺŋż.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Řăśśňőšřĺň ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ śő śšőřőŋőľ łńěšłĺ, řăćŋőľ 1. Ŕşśšĳ P_k | ůĺśńő ćśěţ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ńőňăŋżţ ďńĺŋż k, ŋăůĺŋă¿źĺţś£ ć šőůłě O | ŋěłőšőřőň ťĺłśĺřőćăŋŋőň şğńě śěšłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő k^{Pk}_{3k} < 2.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě śşźěśšćşěš šěšřă¡ďřă, ć łőšőřőň łăęďőě řěąřő £ćń£ńőśĳ ąż śšőřőŋőľ ŕńőśłőčő šşŕőčő şčńă.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě śşźěśšćşěš űěńżţ ůĺśěń x, y, z, šăłĺţ, ůšő x^k + y^k = z^k ŕřĺ şśńőćĺĺ z > 0; 0 < x < k; 0 < y < k; k > 2. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 8 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śşźěśšćşěš ńĺ šěšřă¡ďř, łăęďőě řěąřő łőšőřőčő £ćń£ńőśĳ ąż śšőřőŋőľ ŕńőśłőčő šşŕőčő şčńă? Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć łćăďřăšŋş¿ šăąńĺűş N × N ğăŕĺśăŋż ćśě űěńżě ůĺśńă ŕő śńěďş¿źěňş ğăłőŋş: (1) śšőĺš ŋă ń¿ąőň ňěśšě, (2) śšőĺš ć śšřőłě ś ŋőňěřőň, řăćŋżň ŋőňěřş śšőńąűă, śőďěřęăźěčő (1), (3) śšőĺš ć śšřőłě ś ŋőňěřőň, řăćŋżň ŋőňěřş śšőńąűă, śőďěřęăźěčő (2), ĺ šăł ďăńěě. Ŋă śłőńĳłő śşňňă ůĺśěń ć śšőńąűě, śőďěřęăźěň (N^2), őšńĺůăěšś£ őš śşňňż ůĺśěń ć śšřőłě, śőďěřęăźěľ (1).

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋă ŋěćőğřăśšă¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń 1 2k = a_1 ¿ a_2 ¿ . . . ¿ a_n ¿ . . . ; a_n > 0; a_1 + a_2 + · · · + a_n + · · · = 1.

Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďşšś£ k ůĺśěń, ĺğ łőšőřżţ śăňőě ňăńěŋĳłőě ąőńĳÿě ŕőńőćĺŋż śăňőčő ąőńĳÿőčő.

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺňěěšś£ ďćă ŋăąőřă ůĺśěń a_1 > a_2 > · · · > a_n ĺ b_1 > b_2 > · · · > b_n. Ďőłăğăšĳ, ůšő a_1b_1 + a_2b_2 + · · · + a_nb_n > a_1b_n + a_2b_{n−1} + · · · + a_nb_1.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Ŋăľšĺ šăłş¿ šőůłş, ůšő ěśńĺ ěě śĺňňěšřĺůŋő őšřăğĺšĳ őš ń¿ąőľ śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă, šő őŋă ŕőŕăďăěš ŋă őŕĺśăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă łăłőě űěńőě ůĺśńő ŋăďő şňŋőęĺšĳ 999 999 999, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ůĺśńő, śőśšő£źěě ĺğ őďŋĺţ ěďĺŋĺű?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ń¿ąőň ÿěśšĺğŋăůŋőň ůĺśńě ňőęŋő ŕěřěśšăćĺšĳ űĺťřż šăł, ůšőąż śşňňă ŕěřćżţ šřěţ őšńĺůăńăśĳ őš śşňňż ćšőřżţ šřěţ ňěŋĳÿě, ůěň ŋă 10.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋő n ůĺśěń, x_1, x_2, . . . , x_n, ŕřĺ ¡šőň x_k = ±1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ x_1x_2 + x_2x_3 +· · ·+ x_nx_1 = 0, šő n ďěńĺšś£ ŋă 4.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 7 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋż 12 ůĺśěń, a_1, a_2, . . . a_{12}, ŕřĺůěň ĺňě¿š ňěśšő śńěďş¿źĺě ŋěřăćěŋśšćă:

a_2(a_1 − a_2 + a_3) < 0 a_3(a_2 − a_3 + a_4) < 0 . . . . . . . . . a_{11}(a_{10} − a_{11} + a_{12}) < 0

Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ¡šĺţ ůĺśěń ŋăľďěšś£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě 3 ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ĺ 3 őšřĺűăšěńĳŋżţ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Ŕőśšřőĺň šřěşčőńĳŋĺł, śšőřőŋż łőšőřőčő łăśă¿šś£ ćŋěćŕĺśăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ğŋă£ şčńż ĺśţőďŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ŋăľšĺ şčńż ŕőśšřőěŋŋőčő.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋż ďćă őšřěğłă ďńĺŋż 1, AB ĺ CD. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋă ĺğ śšőřőŋ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ABCD ŋě ňěŋĳÿě^{√2}_2 .

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ÿăţňăšŋş¿ ďőśłş řăğňěřőň 4 ŋă 4 ŋěńĳğ£ őąőľšĺ ţőďőň ÿăţňăšŋőčő łőŋ£, ŕőążćăć ŋă łăęďőň ŕőńě řőćŋő őďĺŋ řăğ.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋż śšő ůĺśěń, x_1, x_2, . . . , x_{100}, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă 1, šăłĺě, ůšő ăąśőń¿šŋżě ćěńĺůĺŋż řăğŋőśšěľ x_{k+1} − x_k ňěŋĳÿě^1_{50} łăęďă£. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ćżąřăšĳ 50 ůĺśěń šăł, ůšőąż śşňňă ćżąřăŋŋżţ őšńĺůăńăśĳ őš ŕőńőćĺŋż ŋě ąőńĳÿě, ůěň ŋă őďŋş śőšş¿.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. n őšřěğłőć ďńĺŋż 1 ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ţőš£ ąż őďŋă śšőřőŋă 2n-şčőńĳŋĺłă, őąřăğőćăŋŋőčő ĺţ łőŋűăňĺ, ŋě ňěŋĳÿě śšőřőŋż ŕřăćĺńĳŋőčő 2n-şčőńĳŋĺłă, ćŕĺśăŋŋőčő ć őłřşęŋőśšĳ ďĺăňěšřă 1.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě ąőńěě őďŋőľ ćěřÿĺŋż šěšřă¡ďřă őąńăďăěš šěň śćőľśšćőň, ůšő śşňňă ń¿ążţ ďćşţ ŕńőśłĺţ şčńőć ŕřĺ ¡šőľ ćěřÿĺŋě ąőńĳÿě 180^∘.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ůĺśěń, ŋě ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě śşňňż šřěţ łşąőć. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć şčńăţ ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ 3 ŋă 3 śšő£š łőŋĺ: ć ćěřţŋĺţ şčńăţ | ąěńżě, ć ŋĺęŋĺţ | ůěřŋżě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ šőčő, ůšőąż ĺň ŕőňěŋ£šĳś£ ňěśšăňĺ, ŕőšřěąşěšś£ ŋě ňěŋěě 16 ţőďőć. (Łőŋĺ ŋě őą£ğăšěńĳŋő ţőď£š śŋăůăńă ąěńżľ, ŕőšőň ůěřŋżľ. Ţőďőň śůĺšăěšś£ ţőď őďŋőčő łőŋ£.)

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŕşśšĳ ABCD | ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł, šőůłĺ K_1 ĺ K_2 ďěń£š śőőšćěšśšćěŋŋő śšőřőŋż AB ĺ CD ć őšŋőÿěŋĺĺ α, šőůłĺ K_3 ĺ K_4 ďěń£š śőőšćěšśšćěŋŋő śšőřőŋż BC ĺ AD ć őšŋőÿěŋĺĺ β. Ďőłăğăšĳ, ůšő őšřěğłĺ K_1K_2 ĺ K_3K_4 ŕěřěśěłă¿šś£.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋż ŋěśłőńĳłő ŕěřěłřżćă¿źĺţś£ łřşčőć, ğăŋĺňă¿źĺě ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕńőźăďĳ, řăćŋş¿ 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ćżąřăšĳ ŋěłőšőřőě łőńĺůěśšćő ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěłřżćă¿źĺţś£, ůšőąż ĺţ őąźă£ ŕńőźăďĳ ążńă ŋě ňěŋěě^1_9 .

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋż n łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C_1, C_2, . . . , C_n, šăłĺţ, ůšő ěśńĺ ĺţ ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě łăł šőůłĺ ŕńőśłőśšĺ, šő őŋĺ £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ ćżŕşłńőčő n-şčőńĳŋĺłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő z őąńăďăěš šěň śćőľśšćőň, ůšő 1 z − C_1 + 1 z − C_2 + · · · + 1 z − C_n = 0,

šő šőůłă ŕńőśłőśšĺ, śőőšćěšśšćş¿źă£ z, ńěęĺš ćŋşšřĺ ¡šőčő n-şčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďćă łőŋűěŋšřĺůěśłĺţ łřşčă ŕőďěńěŋż ŋă 2k řăćŋżţ śěłšőřőć. Łăęďżľ śěłšőř ćżłřăÿěŋ ć ąěńżľ ĺńĺ ůěřŋżľ űćěš. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ąěńżţ ĺ ůěřŋżţ śěłšőřőć ŋă łăęďőň łřşčě őďĺŋăłőćőě łőńĺůěśšćő, šő ňőęŋő śďěńăšĳ šăłőľ ŕőćőřőš, ůšő ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă ŕőńőćĺŋě ďńĺŋż őłřşęŋőśšĺ ąşďşš śőŕřĺłăśăšĳś£ řăğŋőűćěšŋżě łşśłĺ.

Řěÿ 5.

XXIII őńĺňŕĺăďă (1960)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Şłăğăšĳ ćśě ďěŋěęŋżě śşňňż, ćżřăęěŋŋżě űěńżň ůĺśńőň řşąńěľ, łőšőřżě ňőčşš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋż łăł ůěšŋżň, šăł ĺ ŋěůěšŋżň ůĺśńőň ďěŋěęŋżţ ąĺńěšőć.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. 3 řăćŋżě őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřăňĺ O_1, O_2, O_3 ŕěřěśěłă¿šś£ ć ďăŋŋőľ šőůłě. A_1, A_2, A_3 | őśšăńĳŋżě šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£. Ďőłăğăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺłĺ O_1O_2O_3 ĺ A_1A_2A_3 řăćŋż.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć śőśšăćńěŋĺĺ 40 ğăďăů ŕřĺŋ£ńő şůăśšĺě 30 śšşďěŋšőć śő ćśěţ 5 łşřśőć. Ń¿ążě 2 őďŋőłşřśŋĺłă ŕřĺďşňăńĺ őďĺŋăłőćőě ůĺśńő ğăďăů. Ń¿ążě ďćă śšşďěŋšă ś řăğŋżţ łşřśőć ŕřĺďşňăńĺ řăğŋőě ůĺśńő ğăďăů. Śłőńĳłő ůěńőćěł ŕřĺďşňăńő 1 ğăďăůş?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. M ĺ N | šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ďćşţ őłřşęŋőśšěľ ś űěŋšřăňĺ O_1 ĺ O_2. Ŕř£ňă£ O_1M ŕěřěśěłăěš 1-¿ őłřşęŋőśšĳ ć šőůłě A_1, ă 2-¿ ć šőůłě A_2. Ŕř£ňă£ O_2N ŕěřěśěłăěš 1-¿ őłřşęŋőśšĳ ć šőůłě B_1, ă 2-¿ ć šőůłě B_2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕř£ňżě A_1B_1, A_2B_2 ĺ MN ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ: ůĺśńő ďěńĺšěńěľ n ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2 √ n. Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő, śőśšő£źěě ĺğ šřěţśőš ěďĺŋĺű ĺ ŋěłőšőřőčő łőńĺůěśšćă ŋşńěľ, ŋě £ćń£ěšś£ šőůŋżň łćăďřăšőň.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć šşřŋĺřě łăęďżľ ÿăţňăšĺśš ŕőńőćĺŋş ćśěţ őůłőć ŋăąřăń ćő ćśšřěůăţ ś şůăśšŋĺłăňĺ, ğăŋ£ćÿĺňĺ šřĺ ŕőśńěďŋĺţ ňěśšă. Śłőńĳłő ćśěčő ůěńőćěł ŕřĺŋĺňăńő şůăśšĺě ć šşřŋĺřě?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ůěřěğ ďăŋŋş¿ ćěřÿĺŋş A ćżŕşłńőčő ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ABCD ŕřőćěśšĺ ŕř£ňş¿, ďěń£źş¿ ěčő ŕńőźăďĳ ŕőŕőńăň.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋż őšřěğłĺ AB, CD ĺ šőůłă O. Łőŋěű őšřěğłă ŋăğżćăěšś£ ÀőšňěůěŋŋżňÁ, ěśńĺ ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ ŋěčő ĺ šőůłş O, ŋě ŕěřěśěłăěš ďřşčőľ őšřěğőł. Śłőńĳłő ňőęěš ążšĳ őšňěůěŋŋżţ łőŋűőć?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ůĺśěń, ŋě ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě p + n^{2k}, ŋĺ ŕřĺ łăłĺţ ŕřőśšżţ p ĺ űěńżţ n ĺ k.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąă£ ŕřăćĺńĳŋă£ ďřőąĳ ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě (łőŋěůŋőľ) śşňňż őąřăšŋżţ ćěńĺůĺŋ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ űěńżţ ůĺśěń.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ŋě ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě p + n^{2k} ŋĺ ŕřĺ łăłĺţ ŕřőśšżţ p ĺ ŋăšşřăńĳŋżţ n ĺ k.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ĺ šőůłă O ćŋşšřĺ ŋěčő. Ń¿ąă£ ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş O, ďěńĺš ŕńőźăďĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŕőŕőńăň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőčőşčőńĳŋĺł űěŋšřăńĳŋő-śĺňňěšřĺůŋżľ ĺ O | űěŋšř śĺňňěšřĺĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő ůěšćěřšżţ ćěřÿĺŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć, ş łőšőřżţ ŕěřćă£ ĺ ćšőřă£ ćěřÿĺŋż ńěęăš ŋă ďăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ, ă šřěšĳ£ | ć ďăŋŋőľ šőůłě ćŋşšřĺ őłřşęŋőśšĺ.

Řěÿ 4.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďćă ŕřăćĺńĳŋżţ řăćŋżţ šřěşčőńĳŋĺłă řăśŕőńőęěŋż ć ŕřőśšřăŋśšćě ć ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕńőśłőśš£ţ P_1 ĺ P_2, ŕřĺůěň őšřěğőł, śőěďĺŋ£¿źĺľ ĺţ űěŋšřż, ŕěřŕěŋďĺłşń£řěŋ ŕńőśłőśš£ň. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł, £ćń£¿źĺţś£ śěřěďĺŋăňĺ őšřěğłőć, śőěďĺŋ£¿źĺţ šőůłĺ őďŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ś šőůłăňĺ ďřşčőčő šřěşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ěśńĺ ůĺśńĺšěńĳ ĺ ğŋăňěŋăšěńĳ ďřőąĺ^{an+bn}_{a+b} ďěń£šś£ ŋă n, šő ĺ śăňă ďřőąĳ ďěńĺšś£ ŋă n. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ć ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ űěńőčő ůĺśńă A ćśě űĺťřż, łřőňě ŕěřćőľ ĺ ŕőśńěďŋěľ, ŋşńĺ, ŕěřćă£ ĺ ŕőśńěďŋ££ | ŋě ŋşńĺ, ůĺśńő űĺťř | ŋě ňěŋĳÿě šřěţ. Ďőłăğăšĳ, ůšő A ŋě £ćń£ěšś£ šőůŋżň łćăďřăšőň.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋż ůĺśńă α_1, α_2, . . . , α_k, ŕřĺůěň ďń£ ćśěţ ŋăšşřăńĳŋżţ ŋěůěšŋżţ n ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő

α^n_1 + α^n_2 + . . . , α^n_k = 0.

Ďőłăğăšĳ, ůšő šě ĺğ ůĺśěń α_1, α_2, · · ·+α_k, łőšőřżě ŋě řăćŋż ŋşń¿, ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă ŕăřż šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ďćă ůĺśńă, ćţőď£źĺě ć őďŋş ĺ šş ęě ŕăřş, ążńĺ ąż řăćŋż ŕő ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě, ŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋż ŕő ğŋăłş.

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋż 4 šőůłĺ: A, B, C, D. Ŋăľšĺ šăłş¿ šőůłş O, ůšő śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš ŋěě ďő ďăŋŋżţ šőůěł ňĺŋĺňăńĳŋă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ śšőřőŋ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ňőęŋő śńőęĺšĳ šřăŕěűĺ¿. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőľ ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źĺľś£ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł ńěęĺš ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ţőš£ ąż őďŋőľ śćőěľ śšőřőŋż.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć łăłőň-šő čőďş ŋěłőšőřőě ůĺśńő ŋĺ ć őďŋőň ňěś£űě ŋě ążńő ćőśłřěśěŋĺěň. Őŕřěďěńĺšĳ ¡šő ůĺśńő.

Řěÿ 4.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Łăłőćő ŋăĺąőńĳÿěě n, ŕřĺ łőšőřőň šăł ňőęŋő řăśŕőńőęĺšĳ n šőůěł ŋă ŕńőśłőśšĺ, ůšőąż łăęďżě 3 ĺğ ŋĺţ śńşęĺńĺ ćěřÿĺŋăňĺ ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺňěěšś£ ąěśłőŋěůŋă£ ÿăţňăšŋă£ ďőśłă. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ (a, b) ŕőńě, řăśŕőńőęěŋŋőě ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ čőřĺğőŋšăńĺ ś ŋőňěřőň a ĺ ćěřšĺłăńĺ ś ŋőňěřőň b. Ťĺÿłă ś ŕőń£ (a, b) ňőęěš śďěńăšĳ ţőď ŋă ń¿ąőě ĺğ ćőśĳňĺ ŕőńěľ: (a ± m, b ± n), (a ± n, b ± m), čďě m, n - ťĺłśĺřőćăŋŋżě ůĺśńă, ă (+) ĺ (−) łőňąĺŋĺřş¿šś£ ŕřőĺğćőńĳŋő. Śďěńăć x ţőďőć, ťĺÿłă ćěřŋşńăśĳ ŋă ĺśţőďŋőě ŕőńě. Ďőłăğăšĳ, ůšő x ůěšŋő.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. a, b, c, d | ďńĺŋż śšőřőŋ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ šřăŕěűĺ¿ śő śšőřőŋăňĺ a, b, c, d.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Şńĺšłă ŕőńğěš ś ŋěŕőśšő£ŋŋőľ śłőřőśšĳ¿. Ŋěśłőńĳłő ůěńőćěł ŋăąń¿ďăńő ğă ŋěľ ŕő őůěřěďĺ ć šěůěŋĺě 6 ňĺŋ. Łăęďżľ ŋăůĺŋăń ŋăąń¿ďăšĳ řăŋĳÿě, ůěň łőŋůăń ŕřěďżďşźĺľ, ĺ ŋăąń¿ďăń řőćŋő 1 ňĺŋ. Ğă ¡šş ňĺŋşšş şńĺšłă ŕřőŕőńğńă řőćŋő 1 ň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ğă ćśě 6 ňĺŋ. şńĺšłă ňőčńă ŕřőŕőńğšĺ śăňőě ąőńĳÿőě 10 ň.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł ABCDE. AB = BC = CD = DE,̸ B ≠ D = 90^∘. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłăňĺ, řăćŋżňĺ ďăŋŋőňş, ňőęŋő ğăňőśšĺšĳ ŕńőśłőśšĳ.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺňěěšś£ m šőůěł, ŋěłőšőřżě ĺğ łőšőřżţ śőěďĺŋěŋż őšřěğłăňĺ šăł, ůšő łăęďă£ śőěďĺŋěŋă ś l šőůłăňĺ. Łăłĺě ğŋăůěŋĺ£ ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ l?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ ŕřőĺğćőńĳŋżľ űěŋšřăńĳŋő-śĺňňěšřĺůŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł. Ŋă ěčő śšőřőŋăţ, łăł ŋă őśŋőćăŋĺ£ţ, ŕőśšřőěŋż ćő ćŋěÿŋ¿¿ śšőřőŋş ŕřăćĺńĳŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śěřěďĺŋż őšřěğłőć, śőěďĺŋ£¿źĺţ ćěřÿĺŋż śőśěďŋĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć, őąřăğş¿š ŕřăćĺńĳŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋĺłăłş¿ ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ ÿăţňăšŋş¿ ďőśłş ÿĺřĺŋőľ ć 4 łńěšłĺ ŋěńĳğ£ őąőľšĺ ţőďőň ÿăţňăšŋőčő łőŋ£, ŕőążćăć ŋă łăęďőň ŕőńě ŕő őďŋőňş řăğş ĺ ŕőśńěďŋĺň ţőďőň ćěřŋşćÿĺśĳ ŋă ĺśţőďŋş¿ łńěšłş.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő űěŋšřőć šřěşčőńĳŋĺłőć, őŕĺśăŋŋżţ őłőńő ďăŋŋőčő őśšřőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć łćăďřăšě śő śšőřőŋőľ 100 řăśŕőńőęěŋő N łřşčőć řăďĺşśă 1, ŕřĺůěň ćś£łĺľ őšřěğőł ďńĺŋż 10, űěńĺłőň řăśŕőńőęěŋŋżľ ćŋşšřĺ łćăďřăšă, ŕěřěśěłăěš ţőš£ ąż őďĺŋ łřşč. Ďőłăğăšĳ, ůšő N ¿ 400.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ůĺśńő A ďěńĺšś£ ŋă 1, 2, 3, . . . , 9. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ 2A ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě śşňňż ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ňěŋĳÿĺţ 10, 2A = a_1 + a_2 + · · · + a_k, šő ĺğ ůĺśěń a_1, a_2, . . . , a_k ňőęŋő ćżąřăšĳ ůăśšĳ, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă A.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. 6n-ğŋăůŋőě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 7. Ŕőśńěďŋ¿¿ űĺťřş ŕěřěŋěśńĺ ć ŋăůăńő. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńşůěŋŋőě ůĺśńő šăłęě ďěńĺšś£ ŋă 7.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śőąřăńőśĳ n ůěńőćěł. Ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ ğŋăłőňż ňěęďş śőąőľ, ŕřĺůěň łăęďżě ďćă ŋěğŋăłőňżţ ĺňě¿š řőćŋő ďćşţ őąźĺţ ğŋăłőňżţ. Ďőłăğăšĳ, ůšő łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ğŋăłőň ś őďĺŋăłőćżň ůĺśńőň ůěńőćěł.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő ńőňăŋżţ ďńĺŋőľ 2n, śšőřőŋż łőšőřżţ ńěęăš ŋă ńĺŋĺ£ţ łńěšůăšőľ ąşňăčĺ śő śšőřőŋőľ łńěšłĺ 1, ă ćěřÿĺŋż | ć şğńăţ śěšłĺ, řăćŋő (C^n_{2n})^2.

Řěÿ 5.

XXIV őńĺňŕĺăďă (1961)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ n ůěšŋőě ůĺśńő, šő ůĺśńă 1, 2, 3 . . . , n^2 ňőęŋő šăłĺň őąřăğőň řăśŕőńőęĺšĳ ć łćăďřăšŋş¿ šăąńĺűş n × n, ůšőąż śşňňż ůĺśěń, śšő£źĺţ ć łăęďőň śšőńąűě, ążńĺ őďĺŋăłőćż.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺňěěšś£ šřěţğŋăůŋőě ůĺśńő abc, ąěřěň cba ĺ ćżůšěň ĺğ ąőńĳÿőčő ňěŋĳÿěě. Ŕőńşůĺň ůĺśńő a_1b_1c_1, śďěńăěň ś ŋĺň šő ęě śăňőě ĺ š.ď.

Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋă łăłőň-šő ÿăčě ňż ŕőńşůĺň ĺńĺ ůĺśńő 495, ĺńĺ 0. (Ğďěśĳ ŕőď abc ŕőŋĺňăěšś£ ůĺśńő, ğăŕĺśżćăěňőě ś ŕőňőźĳ¿ űĺťř a, b, c).

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ őśšřőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł A_0B_0C_0. Ŕşśšĳ šőůłĺ A_1, B_1, C_1 | űěŋšřż łćăďřăšőć, ŕőśšřőěŋŋżţ ŋă śšőřőŋăţ B_0C_0, C_0A_0, A_0B_0. Ś šřěşčőńĳŋĺłőň A_1B_1C_1 ďěńăěň šő ęě śăňőě. Ŕőńşůăěň šřěşčőńĳŋĺł A_2B_2C_2 ĺ š.ď. Ďőłăğăšĳ, ůšő ´A_{n+1}B_{n+1}C_{n+1} ŕěřěśěłăěš ´A_nB_nC_n řőćŋő ć 6 šőůłăţ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺňěěšś£ 100 šőůěł ŋă ŕńőśłőśšĺ, ŕřĺůěň řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ ĺğ ŋĺţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 1, ĺ ěśńĺ A, B, C | ń¿ążě šřĺ šőůłĺ ĺğ ďăŋŋżţ, šő šřěşčőńĳŋĺł ABC | šşŕőşčőńĳŋżľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő ŕřőćěśšĺ šăłş¿ őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă 1/2, ůšő ćśě ďăŋŋżě šőůłĺ ńěęăš ćŋşšřĺ ŋěě ĺńĺ ŋă ŋěľ śăňőľ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ÿăţňăšŋőľ ďőśłě ćżąřăŋż ďćě łńěšłĺ őďĺŋăłőćőčő űćěšă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ńăďĳ£, ŋăůĺŋă£ ś ŕěřćőľ, ňőęěš őąőľšĺ ćśě łńěšłĺ ŕő řăğş, ă ŋă ćšőřőľ ćżąřăŋŋőľ łńěšłě ŕőążćăć ďćă řăğă.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC ĺ šőůłă O. M_1, M_2, M_3 | űěŋšřż š£ęěśšĺ šřěşčőńĳŋĺłőć OAB, OBC, OCA śőőšćěšśšćěŋŋő. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă M_1M_2M_3 řăćŋă 1/9 ŕńőźăďĺ ABC.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺčřă¿š ďćőě; őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ğăčăďżćăěš ŋăąőř ĺğ űěńżţ ůĺśěń (x_1, x_2, . . . , x_n) | őďŋőğŋăůŋżţ, łăł ŕőńőęĺšěńĳŋżţ, šăł ĺ őšřĺűăšěńĳŋżţ. Ćšőřőňş řăğřěÿăěšś£ śŕřăÿĺćăšĳ, ůěňş řăćŋă śşňňă a_1x_1 + · · · + a_nx_n, čďě (a_1 . . . a_n) ń¿ąőľ ŋăąőř. Łăłőćő ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ćőŕřőśőć, ğă łőšőřőě őščăďżćă¿źĺľ şğŋăěš ğăďşňăŋŋżľ ŋăąőř?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ńăďĳ£ ňőęěš őąőľšĺ ćśě łńěšłĺ ŕř£ňőşčőńĳŋőľ ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ, ŕőążćăć ŋă łăęďőľ łńěšłě řőćŋő őďĺŋ řăğ, ĺ ćěřŋşšĳś£ ć ŋăůăńĳŋş¿ łńěšłş, ěśńĺ šőńĳłő ůĺśńő łńěšőł ŋă ďőśłě ůěšŋőě.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďćă őšřěğłă ŋăšşřăńĳŋőčő ř£ďă ĺğ 1961 ůĺśńă ŕőďŕĺśăŋż őďĺŋ ŕőď ďřşčĺň. Ďőłăğăšĳ, ůšő łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ňőęŋő šăł ŕěřěśšăćĺšĳ, ůšőěśńĺ śńőęĺšĳ ůĺśńă, śšő£źĺě őďŋő ŕőď ďřşčĺň, ŕőńşůĺšś£ śŋőćă őšřěğőł ŋăšşřăńĳŋőčő ř£ďă.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő řăśŕőńőęĺšĳ ůĺśńă őš 1 ďő n^2 ć šăąńĺűş n × n, ůšőąż śşňňż ůĺśěń łăęďőčő śšőńąűă ążńĺ řăćŋż.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ăćšőąşśě ąěğ łőŋďşłšőřă ěďşš 4k ŕăśśăęĺřőć. Ş łăęďőčő ĺğ ŋĺţ ěśšĳ šőńĳłő ňőŋěšż ć 10, 15, 20 łőŕěěł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ őąźěě ůĺśńő ňőŋěš ňěŋĳÿě 5k, šő ŕăśśăęĺřż ŋě śňőčşš ŕřăćĺńĳŋő řăśŕńăšĺšĳś£ ğă ŕřőěğď. Ďń£ ůĺśńă ňőŋěš 5k ŕőśšřőĺšĳ ŕřĺňěř, łőčďă ćőğňőęěŋ ŕřăćĺńĳŋżľ řăśůěš.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋő N šőůěł. Ěśńĺ A, B, C | ń¿ążě šřĺ ĺğ ŋĺţ, šő ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŋěš ŋĺ őďŋőľ šőůłĺ ĺğ ďăŋŋżţ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šĺ šőůłĺ ňőęŋő ğăŋşňěřőćăšĳ šăł, ůšő ňŋőčőşčőńĳŋĺł A_1A_2 . . . A_n ąşďěš ćżŕşłńżň.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń U_1, U_2 . . . ; U_1 = U_2 = 1 ĺ U_{n+2} = U_n + U_{n+1}. Ďőłăğăšĳ, ůšő U_{5k} ďěńĺšś£ ŋă 5 ŕřĺ k = 1, 2, . . . .

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕřőćěďěŋő ŋěśłőńĳłő ŕőńőś řăğŋőľ ÿĺřĺŋż. Ŋĺłăłĺě ďćě ĺğ ŋĺţ ŋě ŕăřăńńěńĳŋż. Łăł ŋşęŋő śďćĺŋşšĳ ĺţ ŕăřăńńěńĳŋő śăňĺň śěąě, ůšőąż ŕńőźăďĳ ĺţ őąźěľ ůăśšĺ ążńă ŋăĺąőńĳÿěľ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. k ůěńőćěł ěţăńĺ ć ăćšőąşśě ąěğ łőŋďşłšőřă, ĺ ş ćśěţ ŋĺţ ążńĺ ňőŋěšż šőńĳłő ďőśšőĺŋśšćőň ć 10, 15, 20 łőŕěěł. Ĺğćěśšŋő, ůšő łăęďżľ şŕńăšĺń ğă ŕřőěğď ĺ ŕőńşůĺń śďăůş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ňőŋěš, łőšőřőě őŋĺ ňőčńĺ ĺňěšĳ, řăćŋő k +

[_{k+3} 4 ] , čďě ğŋăůőł [a] őğŋăůăěš ŋăĺąőńĳÿěě űěńőě ůĺśńő, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě a.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Őłřşęŋőśšĳ S ĺ šőůłă O ńěęăš ć őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ, ŕřĺůěň O ŋăţőďĺšś£ ćŋě őłřşęŋőśšĺ. Ŕőśšřőĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ÿăř, ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ őłřşęŋőśšĳ S, ĺ őŕĺÿěň łőŋşś ś ćěřÿĺŋőľ ć šőůłě O ĺ łăśă¿źĺľś£ ÿăřă. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő űěŋšřőć őłřşęŋőśšěľ, ŕő łőšőřżň łőŋşśż łăśă¿šś£ ÿăřőć.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ĺğćěśšŋő, ůšő Z + · · · + Z_n = O, čďě Z_k | łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ¡šĺţ ůĺśěń ŋăľďşšś£ ďćă šăłĺţ, ůšő řăğŋőśšĳ ĺţ ăřčşňěŋšőć ąőńĳÿě ĺńĺ řăćŋă 120^∘.

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śšőřőŋż ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŕőłřăÿěŋż śŋăřşęĺ. Ŕřőćőďĺšś£ ŋěśłőńĳłő ďĺăčőŋăńěľ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, šăł, ůšő ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. Łăęďă£ ĺğ ¡šĺţ ďĺăčőŋăńěľ šőęě ŕőłřăÿěŋă ś őďŋőľ śšőřőŋż, š.ě. ś őďŋőľ śšőřőŋż őšřěğłă ŕřőćěďěŋă şğłă£ űćěšŋă£ ŕőńőśłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć, ŋă łőšőřżě řăğąĺš ďĺăčőŋăń£ňĺ ĺśţőďŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, ćěśĳ ŕőłřăÿěŋ śŋăřşęĺ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć łćăďřăšě ABCD ŋă śšőřőŋě AB ćğ£šă šőůłă P , ŋă śšőřőŋě BC | šőůłă Q, ŋă śšőřőŋě CD | šőůłă R, ŋă śšőřőŋě DA | S; őłăğăńőśĳ, ůšő ťĺčşřă P QRS | ŕř£ňőşčőńĳŋĺł. Ďőłăğăšĳ, ůšő šőčďă ŕř£ňőşčőńĳŋĺł P QRS | ńĺąő łćăďřăš, ńĺąő őąńăďăěš šěň śćőľśšćőň, ůšő ěčő śšőřőŋż ŕăřăńńěńĳŋż ďĺăčőŋăń£ň łćăďřăšă.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ń¿ążţ 39 ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń őą£ğăšěńĳŋő ŋăľďěšś£ šăłőě, ş łőšőřőčő śşňňă űĺťř ďěńĺšś£ ŋă 11.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋă šăąńĺűă 4 ŋă 4 łńěšłĺ, ć ŋěłőšőřżţ łńěšłăţ łőšőřőľ ŕőśšăćńěŋő ŕő ğćěğďőůłě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő šăł řăśśšăćĺšĳ śěňĳ ğćěğďőůěł, ůšő ŕřĺ ćżůěřłĺćăŋĺĺ ń¿ążţ ďćşţ śšřőł ĺ ń¿ążţ ďćşţ śšőńąűőć ¡šőľ šăąńĺűż ć őśšăćÿĺţś£ łńěšłăţ ćśěčďă ążńă ąż ţőš£ ąż őďŋă ğćěğďőůłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ğćěğďőůěł ňěŋĳÿě, ůěň śěňĳ, šő ćśěčďă ňőęŋő šăł ćżůěřłŋşšĳ ďćě śšřőłĺ ĺ ďćă śšőńąűă, ůšő ćśě őśšăćÿĺěś£ łńěšłĺ ąşďşš ŕşśšżňĺ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě śşźěśšćşěš űěńżţ ůĺśěń a, d, c, d, şďőćńěšćőř£¿źĺţ řăćěŋśšćăň: abcd − a = 1961 abcd − b = 961 abcd − c = 61 abcd − d = 1

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋă ťĺčşřă, śőśšő£źă£ ĺğ 16 őšřěğłőć (řĺś. ???).

Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋěńĳğ£ ŕřőćěśšĺ ńőňăŋş¿, ŕěřěśěłă¿źş¿ łăęďżľ ĺğ őšřěğłőć řőćŋő őďĺŋ řăğ. Ńőňăŋă£ ňőęěš ążšĳ ŋěğăňłŋşšőľ ĺ śăňőŕěřěśěłă¿źěľś£, ŋő ěě ćěřÿĺŋż ŋě ďőńęŋż ńěęăšĳ ŋă őšřěğłăţ, ă śšőřőŋż | ŕřőţőďĺšĳ ůěřěğ ćěřÿĺŋż ťĺčşřż.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ś űěŋšřăňĺ ć ćěřÿĺŋăţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ŕőśšřőěŋż ůěšżřě őłřşęŋőśšĺ ś řăďĺşśăňĺ r_1, r_2, r_3, r_4, ŕřĺůěň r_1 + r_3 = r_2 + r_4 < d; d | ďĺăčőŋăńĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă. Ŕřőćőď£šś£ ďćě ŕăřż ćŋěÿŋĺţ łăśăšěńĳŋżţ ł őłřşęŋőśš£ň 1, 3 ĺ 2, 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ůěšżřěţşčőńĳŋĺł, őąřăğőćăŋŋżľ ¡šĺňĺ ůěšżřĳň£ ŕř£ňżňĺ, ňőęŋő ćŕĺśăšĳ őłřşęŋőśšĳ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă. Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ďăŋă ůěšćěřłă ůĺśěń a, b, c, d. Ĺğ ŋěě ŕőńşůăěšś£ ŋőćă£ ab, bc, cd, da ŕő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş: łăęďőě ůĺśńő şňŋőęăěšś£ ŋă śńěďş¿źěě, ůěšćěřšőě | ŋă ŕěřćőě. Ĺğ ŋőćőľ ůěšćěřłĺ ŕő ¡šőňş ęě ŕřăćĺńş ŕőńşůăěšś£ šřěšĳ£ ĺ š.ď. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕőńşůěŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ůěšćěřőł ŋĺłőčďă ŋě ćśšřěšĺšś£ ďćşţ őďĺŋăłőćżţ, łřőňě śńşůă£, łőčďă a = b = c = d = 1.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Šőůłĺ A ĺ B ďćĺęşšś£ řăćŋőňěřŋő ĺ ś řăćŋżňĺ şčńőćżňĺ śłőřőśš£ňĺ ŕő őłřşęŋőśš£ň O_1 ĺ O_2 śőőšćěšśšćěŋŋő (ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě). Ďőłăğăšĳ, ůšő ćěřÿĺŋă C ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC šăłęě ďćĺęěšś£ řăćŋőňěřŋő ŕő ŋěłőšőřőľ őłřşęŋőśšĺ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć łńěšłĺ šăąńĺűż m × n ćŕĺśăŋż ŋěłőšőřżě ůĺśńă. Řăğřěÿăěšś£ őďŋőćřěňěŋŋő ňěŋ£šĳ ğŋăł ş ćśěţ ůĺśěń ŋěłőšőřőčő śšőńąűă ĺńĺ ŋěłőšőřőľ śšřőłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőčőłřăšŋżň ŕőćšőřěŋĺěň ¡šőľ őŕěřăűĺĺ ňőęŋő ŕřěćřăšĺšĳ ďăŋŋş¿ šăąńĺűş ć šăłş¿, ş łőšőřőľ śşňňż ůĺśěń, śšő£źĺţ ć ń¿ąőň śšőńąűě ĺ ń¿ąőľ śšřőłě, ŋěőšřĺűăšěńĳŋż.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. n šőůěł śőěďĺŋěŋż őšřěğłăňĺ šăł, ůšő łăęďă£ šőůłă ś ůěň-ŋĺąşďĳ śőěďĺŋěŋă ĺ ŋěš šăłĺţ ďćşţ šőůěł, łőšőřżě śőěďĺŋ£ńĺśĳ ąż ďćşň£ řăğŋżňĺ ŕşš£ňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő őąźěě ůĺśńő őšřěğłőć řăćŋő n − 1. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. a, b, p | ń¿ążě ůĺśńă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďşšś£ ćğăĺňŋő ŕřőśšżě k, l šăłĺě, ůšő ak + bl ďěńĺšś£ ŋă p.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Łőń£ ĺ Ŕěš£ ďěń£š 2n + 1 őřěţőć, n ¿ 2, ŕřĺůěň łăęďżľ ţőůěš ŕőńşůăšĳ ćőğňőęŋő ąőńĳÿě. Ŕřěďŕőńăčă¿šś£ šřĺ ¡šăŕă ďěńěęă (łăęďżľ ŕřőţőďĺš ć šřĺ ¡šăŕă).

1-ľ ¡šăŕ: Ŕěš£ ďěńĺš ćśě őřěţĺ ŋă ďćě ůăśšĺ, ć łăęďőľ ŋě ňěŋĳÿě ďćşţ őřěţőć. 2-ľ ¡šăŕ: Łőń£ ďěńĺš łăęďş¿ ůăśšĳ śŋőćă ŋă ďćě, ć łăęďőľ ŋě ňěŋĳÿě őďŋőčő őřěţă. 1-ľ ĺ 2-ľ ¡šăŕż őąźĺě ďń£ ćśěţ šřěţ śŕőśőąőć.

3-ľ ¡šăŕ: Ŕřĺ ŕěřćőň śŕőśőąě Łőń£ ąěřěš ąőńĳÿş¿ ĺ ňěŋĳÿş¿ ůăśšĺ; Ŕřĺ ćšőřőň śŕőśőąě Łőń£ ąěřěš őąě śřěďŋĺě ůăśšĺ;

Ŕřĺ šřěšĳěň śŕőśőąě Łőń£ ąěřěš ńĺąő ąőńĳÿş¿ ĺ ňěŋĳÿş¿ ůăśšĺ, ńĺąő őąě śřěďŋĺě ůăśšĺ, ŋő ğă ŕřăćő ćżąőřă őšďăěš Ŕěšě őďĺŋ őřěţ.

Őŕřěďěńĺšĳ, łăłőľ śŕőśőą śăňżľ ćżčőďŋżľ ďń£ Łőńĺ ĺ łăłőľ ŋăĺňěŋěě ćżčőďěŋ ďń£ ŋěčő. Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ šřěţ ąěśłőŋěůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń a_1 . . . a_n . . . b_1 . . . b_n . . . c_1 . . . c_n . . . ŋăľďşšś£ šăłĺě ŋőňěřă p ĺ q, ůšő a_p ¿ a_q , b_p ¿ b_q , c_p ¿ c_q.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺł śő śšőřőŋăňĺ 20 ĺ 25 ąřőśă¿š 120 łćăďřăšőć śő śšőřőŋőľ 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ňőęŋő ŕőňěśšĺšĳ łřşč řăďĺşśă 1, ŋě ŕěřěśěłă¿źĺľś£ ŋĺ ś őďŋĺň ĺğ łćăďřăšőć.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Řăśśšő£ŋĺě őš ťĺłśĺřőćăŋŋőľ šőůłĺ P ŕńőśłőśšĺ ďő ďćşţ ćěřÿĺŋ A, B řăćŋőśšőřőŋŋěčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC řăćŋż AP = 2; BP = 3. Őŕřěďěńĺšĳ, łăłőě ňăłśĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě ňőęěš ĺňěšĳ őšřěğőł P C.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř ĺğ +1 ĺ −1 ďńĺŋőľ 2^k. Ĺğ ŋěčő ŕőńşůăěšś£ ŋőćżľ ŕő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş: łăęďőě ůĺśńő şňŋőęăěšś£ ŋă śńěďş¿źěě ğă ŋĺň; ŕőśńěďŋěě 2^k-šőě ůĺśńő şňŋőęăěšś£ ŋă ŕěřćőě. Ś ŋőćżň ŋăąőřőň ĺğ 1 ĺ −1 ŕřőďěńżćăěšś£ šő ęě śăňőě ĺ š.ď.

Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łőŋűě łőŋűőć ŕőńşůăěšś£ ŋăąőř, śőśšő£źĺľ ĺğ őďŋĺţ ěďĺŋĺű. Řěÿ 5.

XXV őńĺňŕĺăďă (1962)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋă ŕř£ňă£ l, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă£ őšřěğłş AB ĺ ŕěřěśěłă¿źă£ ěčő. Ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ M ŕř£ňőľ l śšřőĺšś£ šăłă£ šőůłă N, ůšő̸ NAB = 2̸ MAB;̸ NBA = 2̸ MBA. Ďőłăğăšĳ, ůšő ăąśőń¿šŋă£ ćěńĺůĺŋă řăğŋőśšĺ AN − BN ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ M ŋă ŕř£ňőľ l.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł, őďŋă śšőřőŋă łőšőřőčő őšňěůěŋă, őšřăęăěšś£ śĺňňěšřĺůŋő őšŋőśĺšěńĳŋő őďŋőľ ĺğ śćőĺţ śšőřőŋ. Ŕőńşůěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ć śćő¿ őůěřěďĳ őšřăęăěšś£ ĺ š.ď., ŕőłă ŋă ŋěłőšőřőň ÿăčě šřěşčőńĳŋĺł ŋě ŕřĺď-ěš ć ŕěřćőŋăůăńĳŋőě ŕőńőęěŋĺě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ¡šőň őšňěůěŋŋă£ śšőřőŋă šăłęě ğăľň-ěš ĺśţőďŋőě ŕőńőęěŋĺě.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŕşśšĳ a, b, c, d | śšőřőŋż ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă, ŋě £ćń£¿źěčőś£ řőňąőň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ őšřěğłőć a, b, c, d ňőęŋő śńőęĺšĳ śăňőŕěřěśěłă¿źĺľś£ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śşňňş űĺťř ůĺśńă a őąőğŋăůĺň ůěřěğ S(a). Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ S(a) = S(2a), šő ůĺśńő a ďěńĺšś£ ŋă 9.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋż n łăřšőůěł; ŋă őąěĺţ śšőřőŋăţ łăęďőľ łăřšőůłĺ ŋăŕĺśăŋő ŕő őďŋőňş ĺğ ůĺśěń 1, 2, . . . , n, ŕřĺů-ěň šăł, ůšő łăęďőě ůĺśńő ćśšřěůăěšś£ ŋă ćśěţ n łăřšőůłăţ řőćŋő ďćă řăğă. Ďőłăğăšĳ, ůšő łăřšőůłĺ ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ŋă śšőńě šăł, ůšő śćěřţş őłăęşšś£ ćśě ůĺśńă: 1, 2, . . . , n.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă śšőřőŋăţ AB, BC, CA ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŋăľšĺ šăłĺě šőůłĺ X, Y, Z (śőőšćěšśšćěŋŋő), ůšőąż ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă, őąřăğőćăŋŋőčő ŕř£ňżňĺ CX, BZ, AY , ążńă ćůěšćěřő ňěŋĳÿě ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ĺ ůšőąż ążńő ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě: AX XB = BY Y C = CZ ZA . Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő űěńőčő d ŋăľďşšś£ šăłĺě űěńżě m, n, ůšő d = n − 2m + 1 m^2 − n . Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 łńăśśă. Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 7 łńăśśă.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋż ďćă ŕěřěśěłă¿źĺţś£ őšřěğłă AB ĺ CD. Ŋă őšřěğłăţ ćżąĺřă¿šś£ šőůłĺ M ĺ N (śőőšćěšśšćěŋŋő) šăł, ůšő AM = CN. Ŋăľšĺ ŕőńőęěŋĺě šőůěł M ĺ N, ŕřĺ łőšőřőň ďńĺŋă őšřěğłă MN ňĺŋĺňăńĳŋă (śř. ğăďăůş 1 ďń£ 10 łńăśśă).

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. ÀŁőŋ-ěňÁ ŋăğżćăěšś£ ťĺčşřă, ţőď łőšőřőľ śőśšőĺš ć ŕěřěňěźěŋĺĺ ŋă n łńěšőł ŕő čőřĺğőŋšăńĺ ĺ ŋă 1 ŕő ćěřšĺłăńĺ (ĺńĺ ŋăőąőřőš). Łőŋĳ śšőĺš ŋă ŋěłőšőřőň ŕőńě ąěśłőŋěůŋőľ ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ. Ŕřĺ łăłĺţ n őŋ ňőęěš ŕőŕăśšĳ ŋă ń¿ąőě ğăďăŋŋőě ŕőńě? Ŕřĺ łăłĺţ n ¡šő ŋěćőğňőęŋő?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ďăŋă śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ:

x_1x_2 · . . . · x_{1962} = 1, x_1 − x_2x_3 · . . . · x_{1962} = 1, x_1x_2 − x_3x_4 · . . . · x_{1962} = 1, . . . . . . . . . . . . . . . . . . x_1x_2 · . . . · x_{1961} − x_{1962} = 1.

Łăłĺě ğŋăůěŋĺ£ ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ x_{25}?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě ŕńőźăďĺ 1 ňőęŋő řăśŕőńőęĺšĳ ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ łřşčĺ šăł, ůšőąż śşňňă ĺţ řăďĺşśőć ążńă řăćŋă 1962.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ğăďăůě 1 ďń£ 9 łńăśśă ğăňěŋĺšĳ őšřěğłĺ ŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ńşůăňĺ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă śšőřőŋăţ łćăďřăšă, łăł ŋă őśŋőćăŋĺ£ţ, ŕőśšřőěŋż ćő ćŋěÿŋ¿¿ śšőřőŋş řăćŋżě řăćŋőąěďřěŋŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ ś őśšřżň şčńőň ŕřĺ ćěřÿĺŋě.Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńşůĺćÿş¿ś£ ťĺčşřş ŋěńĳğ£ řăğąĺšĳ ŋă ŕăřăńńěńőčřăňňż.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śşňňż ŋěśłőńĳłĺţ řăğńĺůŋżţ ůńěŋőć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . ., a_n = a_{n−1} + a_{n−2}, . . . .

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă. Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 7 łńăśśă.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ş łřă£ ąĺńńĺăřďă, ĺňě¿źěčő ťőřňş ŕřăćĺńĳŋőčő 2n-şčőńĳŋĺłă, śšőĺš ÿăř. Łăł ŋăďő ŕşśšĺšĳ ÿăř őš ąőřšă, ůšőąż őŋ, őšřăğĺćÿĺśĳ őš ćśěţ ąőřšőć, ćěřŋşńś£ ć šş ęě šőůłş? (Ŕřĺ őšřăęěŋĺĺ şčńż ŕăďěŋĺ£ ĺ őšřăęěŋĺ£ řăćŋż.) Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ¡šőň ďńĺŋă ŕşšĺ ÿăřă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŋăůăńĳŋőľ šőůłĺ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. ABC | řăćŋőąěďřěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł; AB = BC, BH | ćżśőšă, M | śěřěďĺŋă śšőřőŋż AB, K | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ BH ś őłřşęŋőśšĳ¿, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ B, M ĺ C. Ďőłăğăšĳ, ůšő BK =^3_2 R, čďě R | řăďĺşś őŕĺśăŋŋőľ őłőńő šřěşčőńĳŋĺłă ABC őłřşęŋőśšĺ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. ÀŞčőńłőňÁ ŋăğżćăěšś£ ťĺčşřă, śőśšăćńěŋŋă£ ĺğ šř-ěţ łćăďřăšőć śő śšőřőŋőľ 1 ć ćĺďě ąşłćż ÀČÁ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕř£ňőşčőńĳŋĺł řăğňěřăňĺ 1961 × 1963 ŋěńĳğ£ řăğąĺšĳ ŋă şčőńłĺ, ă ŕř£ňőşčőńĳŋĺł řăğňěřăňĺ 1963 × 1965 | ňőęŋő.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋő ůĺśńő 100 . . . 01; ůĺśńő ŋşńěľ ć ŋ-ěň řăćŋő 1961. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő ůĺśńő | śőśšăćŋőě. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż 25 šőůěł; ĺğćěśšŋő, ůšő ĺğ ń¿ążţ šř-ěţ šőůěł ňőęŋő ćżąřăšĳ ďćě, řăśśšő£ŋĺě ňěęďş łőšőřżňĺ ňěŋĳÿě 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ďăŋŋżţ šőůěł ŋăľďşšś£ 13, ńěęăźĺě ć łřşčě řăďĺşśă 1.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕřőćěď-ěň ć ćżŕşłńőň ňŋőčőşčőńĳŋĺłě ŋěłőšőřżě ďĺăčőŋăńĺ šăł, ůšő ŋĺłăłĺě ďćě ĺğ ŋĺţ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ (ĺğ őďŋőľ ćěřÿĺŋż ňőčşš ćżţőďĺšĳ ŋěśłőńĳłő ďĺăčőŋăńěľ). Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďşšś£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćě ćěřÿĺŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ĺğ łőšőřżţ ŋě ŕřőćěďěŋő ŋĺ őďŋőľ ďĺăčőŋăńĺ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Łăł ŋăďő řăśŕőńőęĺšĳ ůĺśńă 1, 2, . . . , 1962 ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ a_1, a_2, . . . , a_{1962}, ůšőąż śşňňă:

|a_1 − a_2| + |a_2 − a_3| + · · · + |a_{1961} − a_{1962}| + |a_{1962} − a_1|

ążńă ŋăĺąőńĳÿěľ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć őłřşęŋőśšĳ ćŕĺśăŋ ŋěŕřăćĺńĳŋżľ n-şčőńĳŋĺł, łőšőřżľ ŕřĺ ŕőćőřőšě őłřşęŋőśšĺ őłőńő űěŋšřă ŋă ŋěłőšőřżľ şčőń α ≠ 2π śőćňěźăěšś£ śăň ś śőąőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő n | ůĺśńő śőśšăćŋőě.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺğ ůĺśěń x_1, x_2, x_3, x_4, x_5 ňőęŋő őąřăğőćăšĳ ďěś£šĳ ŕőŕăřŋżţ śşňň; őąőğŋăůĺň ĺţ ůěřěğ a_1, a_2, . . . , a_{10}. Ďőłăğăšĳ, ůšő ğŋă£ ůĺśńă a_1, a_2, . . . , a_{10} (ŋő ŋě ğŋă£, řăğşňěěšś£, śşňňőľ łăłĺţ ĺňěŋŋő ďćşţ ůĺśěń £ćń£ěšś£ łăęďőě ĺğ ŋĺţ), ňőęŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ ůĺśńă x_1, x_2, x_3, x_4, x_5.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďćě őłřşęŋőśšĺ O_1 ĺ O_2 ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłăţ M ĺ P . Őąőğŋăůĺň ůěřěğ MA ţőřďş őłřşęŋőśšĺ O_1, łăśă¿źş¿ś£ őłřşęŋőśšĺ O_2 ć šőůłě M, ă ůěřěğ MB | ţőřďş őłřşęŋőśšĺ O_2, łăśă¿źş¿ś£ őłřşęŋőśšĺ O_1 ć šőůłě M. Ŋă ŕř£ňőľ MP őšńőęěŋ őšřěğőł P H = MP . Ďőłăğăšĳ, ůšő ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł MAHB ňőęŋő ćŕĺśăšĳ ć őłřşęŋőśšĳ.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ÿłőńĳŋĺł ć šěůěŋĺě şůěąŋőčő čőďă ďőńęěŋ řěÿăšĳ řőćŋő ŕő 25 ğăďăů ğă łăęďżě ĺďşźĺě ŕőďř£ď 7 ďŋěľ. Ćřěň£, ŋěőąţőďĺňőě ŋă řěÿěŋĺě őďŋőľ ğăďăůĺ (ń¿ąőľ), ŋě ňěŋ£ěšś£ ć šěůěŋĺě ďŋ£, ŋő ňěŋ£ěšś£ ć šěůěŋĺě şůěąŋőčő čőďă ŕő ĺğćěśšŋőňş ÿłőńĳŋőňş ğăłőŋş ĺ ćśěčďă ňěŋĳÿě 45 ňĺŋşš. Ÿłőńĳŋĺł ţőůěš ğăšřăšĺšĳ ŋă řěÿěŋĺě ğăďăů ć őąźěľ śńőęŋőśšĺ ŋăĺňěŋĳÿěě ćřěň£. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ¡šőčő őŋ ňőęěš ćżąřăšĳ ŋěłőšőřżľ ďěŋĳ ŋěďěńĺ ĺ ć ¡šőš ďěŋĳ (łăęďş¿ ŋěďěń¿) řěÿăšĳ ŕő 25 ğăďăů.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 8 łńăśśă, čďě ćňěśšő ůĺśěń 1, 2, . . . , 1962 ćğ£šż 25 ŕřőĺğćőńĳŋżţ řăğńĺůŋżţ ůĺśěń.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śšőřőŋż ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ŕěřĺňěšř łőšőřőčő řăćěŋ 12, őšőďćĺčă¿šś£ ŋă řăśśšő- £ŋĺě d = 1 ćő ćŋěÿŋ¿¿ śšőřőŋş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕńőźăďĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă şćěńĺůĺšś£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă 15. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ďăŋż 2^n łőŋěůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺğ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű, ŕřĺů-ěň ŋĺ őďŋă ĺğ ŋĺţ ŋě £ćń£ěšś£ ŋăůăńőň ŋĺłăłőľ ďřşčőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ďńĺŋ ¡šĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ŋě ňěŋĳÿě n · 2^n.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ l, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ űěŋšř O ďăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ, ťĺłśĺřőćăŋă šőůłă C. Šőůłĺ A ĺ A^′ řăśŕőńőęěŋż ŋă őłřşęŋőśšĺ ŕő őďŋş śšőřőŋş őš l šăł, ůšő şčńż, őąřăğőćăŋŋżě ŕř£ňżňĺ AC ĺ A^′C ś ŕř£ňőľ l řăćŋż. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ B šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AA^′ ĺ l. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńőęěŋĺě šőůłĺ B ŋě ğăćĺśĺš őš šőůłĺ A.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 9 łńăśśă. Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Łăł ŋăďő řăśŕőńőęĺšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě ŕř£ňőşčőńĳŋżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď, ůšőąż ŕńőźăďĳ ěčő ŕřőěłűĺĺ ŋă čőřĺğőŋšăńĳŋş¿ ŕńőśłőśšĳ ążńă ŋăĺąőńĳÿěľ?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ÿăţňăšŋőň šşřŋĺřě łăęďżľ şůăśšŋĺł śżčřăń ś łăęďżň ďřşčĺň őďŋş ŕăřšĺ¿. Ďőłăğăšĳ, ůšő şůăśšŋĺłőć ňőęŋő šăł ğăŋşňěřőćăšĳ, ůšő őłăęěšś£, ůšő ŋĺ őďĺŋ şůăśšŋĺł ŋě ŕřőĺčřăń ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ğă ŋĺň śńěďş¿źěňş.

Řěÿ 5.

XXVI őńĺňŕĺăďă (1963)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺğ ćěřÿĺŋż B ŕřőĺğćőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŕřőćěďěŋż ćŋě šřěşčőńĳŋĺłă ŕř£ňżě BM ĺ BN, šăł ůšő̸ ABM ≠ CBN. Šőůłĺ A^′ ĺ C^′ śĺňňěšřĺůŋż šőůłăň A ĺ C őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňżţ BM ĺ BN (śőőšćěšśšćěŋŋő). Ďőłăğăšĳ, ůšő AC^′ = A^′C.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. a, b, c | šăłĺě šřĺ ůĺśńă, ůšő a+b+c = 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě śŕřăćěďńĺćő śőőšŋőÿěŋĺě ab + ac + bc 6 0. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ĺňěěšś£ 200 łăřšőůěł řăğňěřőň 1 × 2, ŋă łăęďőľ ĺğ łőšőřżţ ŋăŕĺśăŋż ůĺśńă +1 ĺ −1 (śň. řĺś. ???). Ňőęŋő ńĺ šăł ğăŕőńŋĺšĳ ¡šĺňĺ łăřšőůłăňĺ ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăğňěřőň 4 × 100, ůšőąż ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ůĺśěń ć łăęďőň śšőńąűě ĺ łăęďőľ śšřőłě őąřăğőćăćÿěľś£ šăąńĺűż ążńĺ ŕőńőęĺšěńĳŋż? (Łăřšőůłă ğăŋĺňăěš űěńĺłőň ďćě śőśěďŋĺě łńěšłĺ.)(Śř. ś ğăďăůěľ 5 ďń£ 8 łńăśśă).

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ňőęŋő ńĺ šăł ŕřőćěśšĺ ŕř£ňş¿ ŕő ńĺśšş łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăğňěřőň 20 × 30, ůšőąż őŋă ŕěřěśěłńă 50 łńěšőł?

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. a_1, a_2, . . . , a_n | šăłĺě ůĺśńă, ůšő a_1 + a_2 + · · · + a_n = 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě śŕřăćěďńĺćő śőőšŋőÿěŋĺě:

S = a_1a_2 + a_1a_3 + · · · + a_{n−1}a_n 6 0;

ć śşňňş S ćţőď£š ćśě ćőğňőęŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ a_ia_j , i ≠ j (śř. ś ğăďăůěľ 2 ďń£ 7 łńăśśă).

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋż ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ABCD ŕńőźăďĺ S ĺ šőůłă M ćŋşšřĺ ŋěčő. Šőůłĺ P, Q, R, S śĺňňěšřĺůŋż šőůłě M őšŋőśĺšěńĳŋő śěřěďĺŋ śšőřőŋ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ABCD. Ŋăľšĺ ŕńőźăďĳ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă P QRS.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Řěÿĺšĳ ć űěńżţ ůĺśńăţ şřăćŋěŋĺě xy z + xz y + yz x = 3.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż 7 ŕř£ňżţ, ŋĺłăłĺě ďćě ĺğ łőšőřżţ ŋě ŕăřăńńěńĳŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďşšś£ ďćě ĺğ ŋĺţ, şčőń ňěęďş łőšőřżňĺ ňěŋĳÿě 26^∘.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăğňěřőň 5 × n ğăŕőńŋěŋ łăřšőůłăňĺ řăğňěřőň 1 × 2 šăł, ůšő łăęďă£ łăřšőůłă ğăŋĺňăěš űěńĺłőň ďćě śőśěďŋĺě łńěšłĺ. Ŋă łăęďőľ łăřšőůłě ŋăŕĺśăŋż ůĺśńă +1 ĺ −1 (řĺś. ???). Ĺğćěśšŋő, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ůĺśěń ŕő śšřőłăň ĺ śšőńąűăň őąřăğőćăćÿěľś£ šăąńĺűż ŕőńőęĺšěńĳŋż. Ŕřĺ łăłĺţ n ¡šő ćőğňőęŋő?

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕěřćżľ ůńěŋ ĺ řăğŋőśšĳ ăřĺťňěšĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ | űěńżě ůĺśńă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďěšś£ šăłőľ ůńěŋ ŕřőčřěśśĺĺ, ć ğăŕĺśĺ łőšőřőčő şůăśšćşěš űĺťřă 9.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. a, b, c | ń¿ążě ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă. Ďőłăğăšĳ, ůšő a b + c + b a + c + c a + b ¿ 3 2 .

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺğ ń¿ążţ ůěšżřěţ šőůěł ŋă ŕńőśłőśšĺ, ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ łőšőřżţ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ňőęŋő šăł ćżąřăšĳ šřĺ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ ĺňěěš ţőš£ ąż őďĺŋ şčőń, ŋě ąőńĳÿĺľ 45^∘. Ďőłăğăšĳ. (Śř. ś ğăďăůěľ 2 ďń£ 10 łńăśśă.)

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ňőęŋő ńĺ ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ś őšŋőÿěŋĺěň śšőřőŋ 9 : 16 ćŕĺśăšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ś őšŋőÿěŋĺěň śšőřőŋ 4 : 7 (šăł, ůšőąż ŋă łăęďőľ śšőřőŋě ŕěřćőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ńěęăńă ćěřÿĺŋă ćšőřőčő)?

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Ĺğ ń¿ążţ ÿěśšĺ šőůěł ŋă ŕńőśłőśšĺ (ĺğ łőšőřżţ ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ) ňőęŋő šăł ćżąřăšĳ šřĺ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ ĺňěěš ţőš£ ąż őďĺŋ şčőń, ŋě ąőńĳÿĺľ 30^∘. Ďőłăğăšĳ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő łńěšőł ňőęěš ŕěřěśěůĳ ŕř£ňă£, ŕřőćěďěŋŋă£ ŋă ńĺśšě łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăğňěřőň m × n łńěšőł?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. a, b, c | šăłĺě šřĺ ůĺśńă, ůšő abc > 0 ĺ a + b + c > 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő a^n + b^n + c^n > 0 ŕřĺ ń¿ąőň ŋăšşřăńĳŋőň n.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋ ŕřőĺğćőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Ŋăľšĺ ňŋőęěśšćő ćśěţ šăłĺţ šőůěł M, ůšő ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ł ŕř£ňżň AM, BM, CM, ŕřőćěďěŋŋżě ĺğ šőůěł A, B, C (śőőšćěšśšćěŋŋő), ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě.

Řěÿ 5.

11 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă x, y, z őąńăďă¿š šěň śćőľśšćőň, ůšő

arctg x + arctg y + arctg z < π.

Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ¡šĺţ ůĺśěń ąőńĳÿě ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋă śĺśšěňă ĺğ 25 řăğńĺůŋżţ őšřěğłőć ś őąźĺň ŋăůăńőň ć ďăŋŋőľ šőůłě A ĺ ś łőŋűăňĺ ŋă ŕř£ňőľ l, ŋě ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ¡šş šőůłş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ğăňłŋşšőľ 25-ğćěŋŋőľ ńőňăŋőľ, ďń£ łăęďőčő ğćěŋă łőšőřőľ ŋăÿěńś£ ąż őšřěğőł śĺśšěňż, řăćŋżľ ĺ ŕăřăńńěńĳŋżľ ¡šőňş ğćěŋş.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 10 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ĺğ űĺťř 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 śőśšăćń£¿šś£ ćśěćőğňőęŋżě śěňĺğŋăůŋżě ůĺśńă, ć ğăŕĺśĺ łőšőřżţ łăęďă£ ĺğ ¡šĺţ űĺťř ćśšřěůăěšś£ řőćŋő őďĺŋ řăğ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ćśěţ šăłĺţ ůĺśěń ďěńĺšś£ ŋă 9.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Łăęďőě řěąřő ŕřăćĺńĳŋőčő šěšřă¡ďřă řăğďěńěŋő ŋă šřĺ řăćŋżě ůăśšĺ. Ůěřěğ łăęďş¿ ŕőńşůěŋŋş¿ šőůłş ďěńěŋĺ£ ŕřőćěďěŋż ďćě ŕńőśłőśšĺ, ŕăřăńńěńĳŋżě śőőšćěšśšćěŋŋő ďćşň čřăŋ£ň šěšřă¡ďřă, ŋě ŕřőţőď£źĺň ůěřěğ ¡šş šőůłş. Ŋă śłőńĳłő ůăśšěľ ŕőśšřőěŋŋżě ŕńőśłőśšĺ řăğąĺćă¿š šěšřă¡ďř?

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ğăćőď ćżŕşśłăěš ŕőčřěňşÿłĺ ć ćĺďě łőńĳűă ś ŋăďěšżňĺ ŋă ŋěčő 3 łřăśŋżňĺ ĺ 7 śĺŋĺňĺ ÿăřĺłăňĺ. Śłőńĳłő řăğńĺůŋżţ ŕőčřěňşÿěł ňőęěš ążšĳ ćżŕşźěŋő? (Ďćě ŕőčřěňşÿłĺ śůĺšă¿šś£ őďĺŋăłőćżňĺ, ěśńĺ őďŋă ĺğ ŋĺţ ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă ĺğ ďřşčőľ šőńĳłő ŕěřěďćĺęěŋĺěň ÿăřĺłőć ŕő łőńĳűş ĺ ŕěřěćőřăůĺćăŋĺěň.)

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ ŕřőĺğćőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ABC ĺ ŕřőćěďěŋă šăłă£ ŕř£ňă£, ŕěřěśěłă¿źă£ šřěşčőńĳŋĺł, ůšő řăśśšő£ŋĺě őš ŋěě ďő šőůłĺ A řăćŋő śşňňě řăśśšő£ŋĺľ ďő ¡šőľ ŕř£ňőľ őš šőůěł B ĺ C. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě šăłĺě ŕř£ňżě ŕřőţőď£š ůěřěğ őďŋş šőůłş.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě łőńĺůěśšćő ůĺśěń ňőęŋő ćżąřăšĳ ĺğ ŋăąőřă 1, 2, . . . , 1963, ůšőąż śşňňă ń¿ążţ ďćşţ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ďěńĺńăśĳ ŋă 26?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śĺśšěňă šőůěł, śőěďĺŋěŋŋżţ őšřěğłăňĺ, ŋăğżćăěšś£ Àść£ğŋőľÁ, ěśńĺ ĺğ ń¿ąőľ šőůłĺ ňőęŋő ŕřőľšĺ ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿ ŕő ¡šĺň őšřěğłăň. Ňőęŋő ńĺ śőěďĺŋĺšĳ ŕ£šĳ šőůěł ć ść£ğŋş¿ śĺśšěňş šăł, ůšőąż ŕřĺ śšĺřăŋĺĺ ń¿ąőčő őšřěğłă őąřăğőćăńĺśĳ řőćŋő ďćě ść£ğŋżě śĺśšěňż šőůěł, ŋě ść£ğăŋŋżě ďřşč ś ďřşčőň? (Ňż śůĺšăěň, ůšő ć ňěśšăţ ŕěřěśěůěŋĺ£ őšřěğłőć ŕěřěţőď ś őďŋőčő ĺğ ŋĺţ ŋă ďřşčőľ ŋěćőğňőęěŋ.)

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. a_1, a_2, . . . , a_n | ŕřőĺğćőńĳŋżě ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ b_k łőńĺůěśšćő ůĺśěń ĺğ ŋăąőřă a_1, a_2, . . . , a_n, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿: a_i ¿ k. Ďőłăğăšĳ, ůšő

a_1 + a_2 + · · · + a_n = b_1 + b_2 + . . . .

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć šăąńĺűş 8 × 8 ćŕĺśăŋż ćśě űěńżě ůĺśńă őš 1 ďő 64. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ¡šőň ŋăľďşšś£ ďćă śőśěďŋĺţ ůĺśńă, řăğŋőśšĳ ňěęďş łőšőřżňĺ ŋě ňěŋĳÿě 5. (Śőśěďŋĺňĺ ŋăğżćă¿šś£ ůĺśńă, śšő£źĺě ć łńěšłăţ, ĺňě¿źĺţ őąźş¿ śšőřőŋş.)

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋăľšĺ ňŋőęěśšćő űěŋšřőć š£ęěśšĺ ćśěţ őśšřőşčőńĳŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć, ćŕĺśăŋŋżţ ć ďăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě łőńĺůěśšćő ůĺśěń ňőęŋő ćżąřăšĳ ĺğ ŋăąőřă 1, 2, . . . , 1963, ůšőąż śşňňă ŋĺłăłĺţ ďćşţ ůĺśěń ŋě ďěńĺńăśĳ ŋă ĺţ řăğŋőśšĳ?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕő ăńńěě ďńĺŋőľ 100 ňěšřőć ĺďşš šřĺ ůěńőćěłă śő śłőřőśš£ňĺ 1, 2 ĺ 3 łň/ůăś. Ďőľď£ ďő łőŋűă ăńńěĺ, łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ŕőćőřăůĺćăěš ĺ ĺďěš ŋăğăď ś šőľ ęě śłőřőśšĳ¿. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďěšś£ őšřěğőł ćřěňěŋĺ ć 1 ňĺŋşšş, łőčďă ćśě šřőě ąşďşš ĺďšĺ ć őďŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋ ŕřőĺğćőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ABC ĺ šőůłă X ćŋě ěčő. AM, BN, CQ | ňěďĺăŋż šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕńőźăďĳ őďŋőčő ĺğ šřěşčőńĳŋĺłőć XAM, XBN, XCQ řăćŋă śşňňě ŕńőźăďěľ ďćşţ ďřşčĺţ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ňőęěš ĺňěšĳ ğăňłŋşšă£ 14-ğćěŋŋă£ ńőňăŋă£, ŕřőţőď£źă£ ŕő ńĺŋĺ£ň łńěšůăšőľ ąşňăčĺ šăł, ůšő ŋĺ ŋă łăłőľ ńĺŋĺĺ ŋě ńěęĺš ąőńěě őďŋőčő ğćěŋă ńőňăŋőľ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć ŕřăćĺńĳŋőň 10-şčőńĳŋĺłě ŕřőćěďěŋż ćśě ďĺăčőŋăńĺ. Śłőńĳłő ŕőŕăřŋő ŋěŕőďőąŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć ňőęěš ŕřĺ ¡šőň őąřăğőćăšĳś£?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć šăąńĺűş 9 × 9 ćŕĺśăŋż ćśě űěńżě ůĺśńă őš 1 ďő 81. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďşšś£ ďćă śőśěďŋĺţ ůĺśńă, řăğŋőśšĳ ňěęďş łőšőřżňĺ ŋě ňěŋĳÿě 6. (Śř. ś ğăďăůěľ 2 ďń£ 8 łńăśśă.)

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 8 łńăśśă.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ŋěůěšŋőň n şřăćŋěŋĺě x^n + y^n = z^n ŋě ňőęěš ĺňěšĳ řěÿěŋĺľ ć űěńżţ ůĺśńăţ, ěśńĺ (x + y) | ŕřőśšőě ůĺśńő.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ńĺśšě ąşňăčĺ ŋăŋěśěŋă śěšłă ĺğ n čőřĺğőŋšăńĳŋżţ ĺ n ćěřšĺłăńĳŋżţ ŕř£ňżţ. Śłőńĳłő řăğńĺůŋżţ 2n-ğćěŋŋżţ ńőňăŋżţ ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ŕő ńĺŋĺ£ň śěšłĺ, šăł ůšőąż łăęďă£ ńőňăŋă£ ŕřőţőďĺńă ŕő ćśěň čőřĺğőŋšăńĳŋżň ĺ ćśěň ćěřšĺłăńĳŋżň ŕř£ňżň?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ĺğ űěŋšřă ŕřăćĺńĳŋőčő 25-şčőńĳŋĺłă ŕřőćěďěŋż ćěłšőřż ćő ćśě ěčő ćěřÿĺŋż. Łăł ŋăďő ćżąřăšĳ ŋěśłőńĳłő ćěłšőřőć ĺğ ¡šĺţ 25, ůšőąż ĺţ śşňňă ĺňěńă ŋăĺąőńĳÿş¿ ďńĺŋş?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. A^′, B^′, C^′, D^′, E^′ | śěřěďĺŋż śšőřőŋ ćżŕşłńőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă ABCDE. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕńőźăďĺ ŕ£šĺşčőńĳŋĺłőć ABCDE ĺ A^′B^′C^′D^′E^′ ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň:

S_A′_B′_C′_D′_E′ ¿ 1 2 S_{ABCDE} . Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń a_1, a_2, . . . , a_n . . . őąřăğşěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

a_1 = a_2 = 1; a_n = a^2_{n−1} + 2 a_{n−2} (n ¿ 3)

Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě ůĺśńă ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ | űěńżě.

Řěÿ 5.

11 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń x, y, z, t, ďń£ łőšőřżţ ążńő ąż śŕřăćěďńĺćő śőőšŋőÿěŋĺě x^x + y^y = z^z + t^t.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ őďĺŋŋăďűăšĺ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ąěśłőŋěůŋżţ ďěś£šĺůŋżţ ďřőąěľ ňőęŋő ćżąřăšĳ ďćě ďřőąĺ, řăğŋőśšĳ łőšőřżţ ĺňěěš ć ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ńĺąő ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ŋşńěľ, ńĺąő ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ďěć£šőł.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋăľšĺ ćśě ňŋőčőůńěŋż P (x), ďń£ łőšőřżţ śŕřăćěďńĺćő šőęďěśšćő: x · P (x − 1) ≡ (x − 26) · P (x). Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 10 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋă śťěřě ŋěńĳğ£ šăł řăśŕőńőęĺšĳ šřĺ ďşčĺ ć 300^∘ łăęďă£, ůšőąż ŋĺłăłĺě ďćě ĺğ ŋĺţ ŋě ĺňěńĺ ŋĺ őąźĺţ šőůěł, ŋĺ őąźĺţ łőŋűőć.

Řěÿ 5.

XXVII őńĺňŕĺăďă (1964)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC ćżśőšż, őŕşźěŋŋżě ŋă śšőřőŋż AB ĺ BC, ŋě ňěŋĳÿě ¡šĺţ śšőřőŋ śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŋăľšĺ şčńż šřěşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ďăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ ćżąřăŋż ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě šőůłĺ A ĺ B ĺ šřěšĳ£ šőůłă C. Łăśăšěńĳŋă£, ŕřőćěďěŋŋă£ ł őłřşęŋőśšĺ ć šőůłě A, ĺ ŕř£ňă£ BC ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłě M.

Ďőłăğăšĳ, ůšő łăśăšěńĳŋă£, ŕřőćěďěŋŋă£ ł őłřşęŋőśšĺ ć šőůłě C, ďěńĺš ŕőŕőńăň őšřěğőł AM. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă űĺťř ůĺśńă, £ćń£¿źěčőś£ šőůŋżň łćăďřăšőň, ŋě ňőęěš řăćŋ£šĳś£ ŕ£šĺ. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă ńĺśšě ąşňăčĺ ŕřőćěďěŋő 11 čőřĺğőŋšăńĳŋżţ ĺ 11 ćěřšĺłăńĳŋżţ ŕř£ňżţ, šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ łőšőřżţ ŋăğżćă¿šś£ ÀşğńăňĺÁ, ÀğćěŋőňÁ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ őšřěğőł ŕř£ňőľ, śőěďĺŋ£¿źĺľ ďćă śőśěďŋĺţ şğńă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ğćěŋĳěć ŋăďő śšěřěšĳ, ůšőąż ŕőśńě ¡šőčő ć łăęďőň şğńě śţőďĺńőśĳ ŋě ąőńěě šřěţ ğćěŋĳěć?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ a_0, a_1, a_2, . . . őąřăğőćăŋă ŕő ğăłőŋş: a_0 = a_1 = 1; a_{n+1} = a_n · a_{n−1} + 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő a_{1964} ŋě ďěńĺšś£ ŋă 4. Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Ŋăľšĺ ćśě šăłĺě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă n, ůšő ůĺśńő (n − 1)! ŋě ďěńĺšś£ ŋă n^2. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Řěÿĺšĳ ć űěńżţ ůĺśńăţ şřăćŋěŋĺě: √ n + √ n + . . . √ n 1964 řăğă = m.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ÿěśšĺşčőńĳŋĺłě ABCDEF G ćśě şčńż řăćŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďńĺŋż śšőřőŋ šăłőčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă şďőćńěšćőř£¿š śőőšŋőÿěŋĺ£ň: a_1 − a_4 = a_5 − a_2 = a_3 − a_6.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Řăśśňőšřĺň śşňňż űĺťř ćśěţ ůĺśěń őš 1 ďő 1 000 000 ćłń¿ůĺšěńĳŋő. Ş ŕőńşůěŋŋżţ ůĺśěń ćŋőćĳ řăśśňőšřĺň śşňňş űĺťř ĺ šăł ďăńěě, ŕőłă ŋě ŕőńşůĺň ňĺńńĺőŋ őďŋőğŋăůŋżţ ůĺśěń. Łăłĺţ ůĺśěń ąőńĳÿě śřěďĺ ŋĺţ | ěďĺŋĺű ĺńĺ ďćőěł?

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ ć ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńăţ śĺśšěňş:

x^y = z y^z = x z^x = y

Řěÿ 1. Ğ-ůă 2.

Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ŋě £ćń£ěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ŋĺłăłőčő űěńőčő ůĺśńă.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ĺğćěśšŋő, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň űěńőň K ≠ 27 ůĺśńő a − K^3 ďěńĺšś£ ąěğ őśšăšłă ŋă 27 − K. Ŋăľšĺ a. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 8 łńăśśă. Łřőňě šőčő, ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ďńĺŋż őšřěğłőć a_1, . . . , a_6 şďőćńěšćőř£¿š śőőšŋőÿěŋĺ£ň: a_1 − a_4 = a_5 − a_2 = a_3 − a_6, šő ĺğ ¡šĺţ őšřěğłőć ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ řăćŋőşčőńĳŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ůěšżřěţşčőńĳŋĺłě ABCD ĺğ ćěřÿĺŋ A ĺ C ŕřőćěďěŋż ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ŋă ďĺăčőŋăńĳ BD, ă ĺğ ćěřÿĺŋ B ĺ D ŕřőćěďěŋż ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ŋă ďĺăčőŋăńĳ AC. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůěšżřěţşčőńĳŋĺłĺ ABCD ĺ MNP Q ŕőďőąŋż. M, N, P , Q | őśŋőćăŋĺ£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řőć.

Řěÿ 5.

10-11 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Ůĺśńő N £ćń£ěšś£ šőůŋżň łćăďřăšőň ĺ ŋě ğăłăŋůĺćăěšś£ ŋşńěň. Ŕőśńě ğăůěřłĺćăŋĺ£ ş ¡šőčő ůĺśńă ďćşţ ŕőśńěďŋĺţ űĺťř śŋőćă ŕőńşůĺšś£ šőůŋżľ łćăďřăš. Ŋăľšĺ ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő N ś šăłĺň śćőľśšćőň.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ĺğćěśšŋő, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň űěńőň K ≠ 27 ůĺśńő a − K^{1964} ďěńĺšś£ ąěğ őśšăšłă ŋă 27 − K. Ŋăľšĺ a (śř. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă).

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ŋă łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ šěšřă¡ďřőć ňőęŋő řăğąĺšĳ łşą? Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă őšřěğłě AB ćżąřăŋă ŕřőĺğćőńĳŋő šőůłă C ĺ ŋă őšřěğłăţ AB, AC ĺ BC, łăł ŋă ďĺăňěšřăţ, ŕőśšřőěŋż őłřşęŋőśšĺ O_1, O_2 ĺ O_3. Ůěřěğ šőůłş C ŕřőćőďĺšś£ ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕř£ňă£, ŕěřěśěłă¿źă£ őłřşęŋőśšĳ O_1 ć šőůłăţ P ĺ Q, ă őłřşęŋőśšĺ O_2 ĺ O_3 ć šőůłăţ R ĺ S śőőšćěšśšćěŋŋő. Ďőłăğăšĳ, ůšő P R = QS. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śőąřăńĺśĳ 2n ůěńőćěł, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ğŋăłőň ŋě ňěŋěě ůěň ś n ŕřĺśşšśšćş¿źĺňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő ćżąřăšĳ ĺğ ŋĺţ ůěšżřěţ ůěńőćěł ĺ řăśśăďĺšĳ ĺţ ğă łřşčńżň śšőńőň šăł, ůšő ŕřĺ ¡šőň łăęďżľ ąşďěš śĺďěšĳ ř£ďőň śő śćőĺňĺ ğŋăłőňżňĺ (n ¿ 2).

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć łćăďřăšě śő śšőřőŋőľ ďńĺŋż 1 ćżąřăŋő 102 šőůłĺ, ĺğ łőšőřżţ ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďěšś£ šřěşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ, ŕńőźăďĳ łőšőřőčő ňěŋĳÿě, ůěň 1/100.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ůěřěğ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ćěřÿĺŋż A ĺ C ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ABCD ŕřőćěďěŋă őłřşęŋőśšĳ, ŕěřěśěłă¿źă£ śšőřőŋż AB, BC, CD ĺ AD śőőšćěšśšćěŋŋő ć šőůłăţ M, N, P ĺ Q. Ĺğćěśšŋő, ůšő BM = BN = DP = OQ, čďě R | řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ.

Ďőłăğăšĳ, ůšő ć šăłőň śńşůăě śşňňă şčńőć B ĺ D ďăŋŋőčő ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă řăćŋă 120^∘. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕřĺ łăłĺţ ŋăšşřăńĳŋżţ a śşźěśšćş¿š šăłĺě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă x ĺ y, ůšő (x+y)^2+3x+y = 2a? Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć n śšăłăŋăţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőľ ćňěśšĺšěńĳŋőśšĺ ŋăńĺšő ŕőřőćŋş ćőďż. Řăğřěÿăěšś£ ŕěřěńĺćăšĳ ĺğ ń¿ąőčő śšăłăŋă ć ń¿ąőľ ďřşčőľ śšőńĳłő ćőďż, śłőńĳłő ĺňěěšś£ ć ¡šőň ŕőśńěďŋěň. Ŕřĺ łăłĺţ n ňőęŋő ć łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć śńĺšĳ ćőďş ć őďĺŋ śšăłăŋ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋż šřĺ šőůłĺ A, B, C, ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ĺ šőůłă O ćŋě ¡šőľ ŕř£ňőľ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ O_1, O_2, O_3 űěŋšřż őłřşęŋőśšěľ, őŕĺśăŋŋżţ őłőńő šřěşčőńĳŋĺłőć OAB, OAC, OBC. Ďőłăğăšĳ, ůšő šőůłĺ O_1, O_2, O_3 ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă łćăďřăšŋőň ŕőńě řăğňěřăňĺ 99 × 99, řăğčřăťńěŋŋőň ŋă łńěšłĺ řăğňěřăňĺ 1 × 1, ĺčřă¿š ďćőě. Ŕěřćżľ ĺčřőł śšăćĺš łřěśšĺł ŋă űěŋšř ŕőń£; ćśńěď ğă ¡šĺň ćšőřőľ ĺčřőł ňőęěš ŕőśšăćĺšĳ ŋőńĺł ŋă ń¿ąş¿ ĺğ ćőśĳňĺ łńěšőł, őłřşęă¿źĺţ łřěśšĺł ŕěřćőčő ĺčřőłă, ĺ š.ď. Ŕěřćżľ ĺčřőł ćżĺčřżćăěš, ěśńĺ ěňş şďăśšś£ ŕőśšăćĺšĳ łřěśšĺł ŋă ń¿ąş¿ şčńőćş¿ łńěšłş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ń¿ąőľ ĺčřě ćšőřőčő ĺčřőłă ŕěřćżľ ćśěčďă ňőęěš ćżĺčřăšĳ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ćŋşšřĺ řăćŋőśšőřőŋŋěčő (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ŕřăćĺńĳŋőčő) śěňĺşčőńĳŋĺłă A_1A_2 . . . A_7 ćğ£šă ŕřőĺğćőńĳŋő šőůłă O. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ H_1, H_2, . . . , H_7 őśŋőćăŋĺ£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řőć, őŕşźěŋŋżţ ĺğ šőůłĺ O ŋă śšőřőŋż A_1A_2, A_2A_3, . . . , A_7A_1 śőőšćěšśšćěŋŋő. Ĺğćěśšŋő, ůšő šőůłĺ H_1, H_2, . . . , H_7 ńěęăš ŋă śăňĺţ śšőřőŋăţ, ă ŋě ŋă ĺţ ŕřőďőńęěŋĺ£ţ. Ďőłăğăšĳ, ůšő A_1H_1 +A_2H_2 +· · ·+A_7H_7 = H_1A_2 +H_2A_3 +· · ·+H_7A_1.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć łćăďřăšě śő śšőřőŋőľ 1 ćğ£šă ŕřőĺğćőńĳŋő 101 šőůłă, ŋě őą£ğăšěńĳŋő ńěęăźĺě ćŋşšřĺ łćăďřăšă. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš šřěşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ, ŕńőźăďĳ łőšőřőčő ŋě ąőńĳÿě 1/60.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě ůěšŋőě ůĺśńő 2n ¿ 0 ňőęěš ążšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě 2n = (x + y)^2 + 3x + y, čďě x ĺ y | űěńżě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ůĺśńă.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC śšőřőŋă BC řăćŋă ŕőńşśşňňě ďćşţ ďřşčĺţ śšőřőŋ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ąĺśśěłšřĺśă şčńă A ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă őšřěğłş, śőěďĺŋ£¿źěňş űěŋšřż ćŕĺśăŋŋőľ ĺ őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšěľ šřěşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ŋăůěřůěŋă ğăňłŋşšă£ ńőňăŋă£ ś ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ śěšłĺ, ćśě ğćěŋĳ£ łőšőřőľ řăćŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő ğćěŋĳěć šăłőľ ńőňăŋőľ ůěšŋő.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć n ňěŋğşřőł ŋăńĺšż n řăğŋżţ ęĺďłőśšěľ, łřőňě šőčő, ĺňěěšś£ őďŋă ŕşśšă£ ňěŋğşřłă. Ňőęŋő ńĺ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő őŕěřăűĺľ śőśšăćĺšĳ řăćŋőňěřŋżě śňěśĺ ć łăęďőľ ňěŋğşřłě, š.ě. śďěńăšĳ šăł, ůšőąż ć łăęďőľ ňěŋğşřłě ążńő řăćŋő^1_n őš ŋăůăńĳŋőčő łőńĺůěśšćă łăęďőľ ęĺďłőśšĺ, ĺ ŕřĺ ¡šőň őďŋă ňěŋğşřłă ążńă ąż ŕşśšőľ.

Ŕřĺňěůăŋĺě. Ňěŋğşřłă ŕőğćőń£ěš őšňěř£šĳ ń¿ąőľ őąžěň ęĺďłőśšĺ. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋă śĺśšěňă ĺğ n šőůěł ŋă ŕńőśłőśšĺ, ŕřĺůěň ĺğćěśšŋő, ůšő ďń£ ń¿ążţ ďćşţ šőůěł ďăŋŋőľ śĺśšěňż ňőęŋő şłăğăšĳ ďćĺęěŋĺě ŕńőśłőśšĺ, ŕřĺ łőšőřőň ŕěřćă£ šőůłă ŕěřěľďěš ćő ćšőřş¿, ă śĺśšěňă ŕěřěľďěš śăňă ć śěą£. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě šőůłĺ šăłőľ śĺśšěňż ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC, ŕřĺůěň śšőřőŋă BC řăćŋă ŕőńşśşňňě ďćşţ ďřşčĺţ śšőřőŋ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć šăłőň šřěşčőńĳŋĺłě ćěřÿĺŋă A, śěřěďĺŋż śšőřőŋ AB ĺ AC ĺ űěŋšřż ćŕĺśăŋŋőľ ĺ őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšěľ ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ (śř. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă).

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ĺňěěšś£ ąěśłőŋěůŋőě łőńĺůěśšćő łăřšőůěł, ŋă łăęďőľ ĺğ łőšőřżţ ŋăŕĺśăŋő łăłőě-šő ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő. Ĺğćěśšŋő, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă n śşźěśšćş¿š řőćŋő n łăřšőůěł, ŋă łőšőřżţ ŋăŕĺśăŋż ďěńĺšěńĺ ¡šőčő ůĺśńă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő ćśšřěůăěšś£ ţőš£ ąż ŋă őďŋőľ łăřšőůłě.

Řěÿ 5.

11 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺğ šőůłĺ O ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕřőćěďěŋő ŋěśłőńĳłő ćěłšőřőć, śşňňă ďńĺŋ łőšőřżţ řăćŋă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő ćżąřăšĳ ŋěśłőńĳłő ćěłšőřőć (ĺńĺ, ążšĳ ňőęěš, őďĺŋ ćěłšőř), ďńĺŋă śşňňż łőšőřżţ ąőńĳÿě 1. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC śšőřőŋă BC řăćŋă ŕőńşśşňňě ďćşţ ďřşčĺţ śšőřőŋ. Ůěřěğ šőůłş A ĺ śěřěďĺŋż śšőřőŋ AB ĺ AC ŕřőćěďěŋă őłřşęŋőśšĳ ĺ ł ŋěľ ĺğ űěŋšřă š£ęěśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ŕřőćěďěŋż łăśăšěńĳŋżě. Ďőłăğăšĳ, ůšő őďŋă ĺğ šőůěł łăśăŋĺ£ £ćń£ěšś£ űěŋšřőň ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕĺřőč ĺňěěš ťőřňş ŕřăćĺńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă, ćŕĺśăŋŋőčő ć őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă 1. Ĺğ śěřěďĺŋ śšőřőŋ ŕřőćěďěŋż ŕř£ňőńĺŋěľŋżě ŋăďřěğż ďńĺŋż 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ¡šőň őš ŕĺřőčă ąşďěš őšřěğăŋ łăłőľ-ŋĺąşďĳ łşśőł.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕřĺ ďćőřě łőřőń£ Ăřšşřă śőąřăńĺśĳ 2n řżűăřěľ, ŕřĺůěň łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ĺňěěš śřěďĺ ŕřĺśşšśšćş¿źĺţ ŋě ąőńěě n − 1 ćřăčă. Ďőłăğăšĳ, ůšő Ňěřńĺŋ, śőćěšŋĺł Ăřšşřă, ňőęěš šăł řăśśăďĺšĳ řżűăřěľ ğă łřşčńżň śšőńőň, ůšő ŋĺ őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŋě ąşďěš śĺďěšĳ ř£ďőň śő śćőĺň ćřăčőň.

Řěÿ 5.

XXVIII őńĺňŕĺăďă (1965)

Ćšőřőľ šşř 8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋż őłřşęŋőśšĳ O, ŕř£ňă£ a, ŕěřěśěłă¿źă£ ěě, ĺ šőůłă M. Ůěřěğ šőůłş M ŕřőćěśšĺ śěłşźş¿ b šăł, ůšőąż ěě ůăśšĳ, ğăłń¿ůěŋŋă£ ćŋşšřĺ őłřşęŋőśšĺ O, ďěńĺńăśĳ ŕőŕőńăň ć šőůłě ěě ŕěřěśěůěŋĺ£ ś ŕř£ňőľ a.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě śńěďş¿źĺľ ŕřĺğŋăł ďěńĺňőśšĺ ŋă 37. Ďń£ šőčő, ůšőąż şğŋăšĳ, ďěńĺšś£ ńĺ ůĺśńő ŋă 37, ŋăďő řăğąĺšĳ ěčő ŋă čřăŋĺ śŕřăćă ŋăńěćő ŕő šřĺ űĺťřż ć łăęďőľ čřăŋĺ. Ěśńĺ śşňňă ŕőńşůěŋŋżţ šřěţğŋăůŋżţ ůĺśěń ďěńĺšś£ ŋă 37, šő ĺ ďăŋŋőě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 37. (Śńőćő ÀšřěţğŋăůŋżěÁşŕőšřěąńěŋő şśńőćŋő: ŋěłőšőřżě ĺğ čřăŋěľ ňőčşš ŋăůĺŋăšĳś£ ś ŋşńěľ ĺ ążšĳ ŋă śăňőň ďěńě ďćşţğŋăůŋżňĺ ĺńĺ ňěŋĳÿě; ŋě šřěţğŋăůŋőľ ąşďěš ĺ śăňă£ ńěćă£ čřăŋĳ, ěśńĺ łőńĺůěśšćő űĺťř ŋăÿěčő ůĺśńă ŋě ďěńĺšś£ ŋă 3.)

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋă ŕř£ňă£ a ĺ ďćă ŋěŕăřăńńěńĳŋżţ őšřěğłă AB ĺ CD ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŋěě. Ŋăľšĺ ŋă ŕř£ňőľ a šăłş¿ šőůłş M, ůšőąż šřěşčőńĳŋĺłĺ ABM ĺ CDM ążńĺ řăćŋőćěńĺłĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. 30 łőňăŋď şůăśšćş¿š ć řőğżčřżÿě ŕěřćěŋśšćă ŕő ťşšąőńş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ń¿ąőľ ňőňěŋš śőśš£ğăŋĺľ ĺňě¿šś£ ďćě łőňăŋďż, śżčřăćÿĺě ł ¡šőňş ňőňěŋšş őďĺŋăłőćőě ůĺśńő ňăšůěľ.

Řěÿ 4.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ÿěśšĺğŋăůŋőě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 37. Ćśě ěčő űĺťřż řăğńĺůŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ šěţ ęě űĺťř ňőęŋő śőśšăćĺšĳ ĺ ďřşčőě ÿěśšĺğŋăůŋőě ůĺśńő, šőęě ďěń£źěěś£ ŋă 37.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ćŋşšřĺ ďăŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŋăľšĺ šăłş¿ šőůłş O, ůšőąż ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłőć AOB, BOC, COA őšŋőśĺńĺśĳ łăł 1 : 2 : 3.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC, ć łőšőřőň śšőřőŋă AB ąőńĳÿě BC. Ŕřőćěďěŋż ąĺśśěłšřĺśż AK ĺ CM (K ńěęĺš ŋă BC, M ńěęĺš ŋă AB). Ďőłăğăšĳ, ůšő őšřěğőł AM ąőńĳÿě MK, ă őšřěğőł MK ąőńĳÿě KC. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć śšřăŋě Ĺńńĺřĺĺ ŋěłőšőřżě ŕăřż čőřőďőć ść£ğăŋż ŕř£ňżň ćőğďşÿŋżň śőőąźěŋĺěň. Ďőłăęĺšě, ůšő šăň ěśšĳ ďćă čőřőďă, ść£ğăŋŋżě ś řăćŋżň łőńĺůěśšćőň ďřşčĺţ čőřőďőć.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ćďőńĳ łőřĺďőřă ŕőńőęěŋő ŋěśłőńĳłő łşśłőć łőćřőćőľ ďőřőęłĺ. Łşśłĺ ŕőłřżćă¿š ćěśĳ łőřĺďőř ĺğ łőŋűă ć łőŋěű ąěğ ŕřőŕşśłőć ĺ ďăęě ŋăńěčă¿š ďřşč ŋă ďřşčă, šăł ůšő ŋăď ŋěłőšőřżňĺ ňěśšăňĺ ŕőńă őŋĺ ńěęăš ć ŋěśłőńĳłő śńőěć. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő şąřăšĳ ŋěśłőńĳłő łşśłőć, ćőğňőęŋő, ďőśšăć ĺţ ĺğ-ŕőď ďřşčĺţ ĺ őśšăćĺć őśšăńĳŋżě ć šőůŋőśšĺ ŋă šěţ ęě ňěśšăţ, čďě őŋĺ ńěęăńĺ ŕřěęďě, šăł ůšő łőřĺďőř ŕőŕřěęŋěňş ąşďěš ŕőńŋőśšĳ¿ ŕőłřżš, ĺ őąźă£ ďńĺŋă őśšăćńěŋŋżţ łşśłőć ąşďěš ňěŋĳÿě şďćőěŋŋőľ ďńĺŋż łőřĺďőřă.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1.

Őłřşęŋőśšĺ O_1 ĺ O_2 ńěęăš ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă ĺ łăśă¿šś£ ďřşč ďřşčă ĺğćŋě, ŕřĺůěň őłřşęŋőśšĳ O_1 łăśăěšś£ ďćşţ śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă, ă őłřşęŋőśšĳ O_2 | šőęě łăśăěšś£ ďćşţ śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă, ŋő ŋě šěţ ęě, ůšő O_1. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă řăďĺşśőć ¡šĺţ őłřşęŋőśšěľ ąőńĳÿě řăďĺşśă őłřşęŋőśšĺ, ćŕĺśăŋŋőľ ć šřěşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ÿěśšĺğŋăůŋőě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 37 ĺ ĺňěěš ţőš£ ąż ďćě řăğńĺůŋżě űĺťřż. Ěčő ŕěřćă£ ĺ ůěšćěřšă£ űĺťřż | ŋě ŋşńĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő, ŕěřěśšăćĺć űĺťřż ć ďăŋŋőň ůĺśńě, ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ďřşčőě ůĺśńő, šőęě ďěń£źěěś£ ŋă 37 ĺ ŋě ŋăůĺŋă¿źěěś£ ś ŋşń£.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łőŋűż őšřěğłă ŕőśšő£ŋŋőľ ďńĺŋż śłőńĳğ£š ŕő śšőřőŋăň ďăŋŋőčő şčńă. Ĺğ śěřěďĺŋż ¡šőčő őšřěğłă ł ŋěňş ćőśśšăŋőćńěŋ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř. Ďőłăęĺšě, ůšő őšřěğőł ŕěřŕěŋďĺłşń£řă őš ěčő őśŋőćăŋĺ£ ďő šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ś ąĺśśěłšřĺśőľ şčńă ĺňěěš ŕőśšő£ŋŋş¿ ďńĺŋş.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. X | ůĺśńő, ąőńĳÿěě ďćşţ. Ŋěłšő ŕĺÿěš ŋă łăřšőůłăţ ůĺśńă: 1, X, X^2, X^3, X^4, . . . , X^k (łăęďőě ůĺśńő šőńĳłő ŋă őďŋőľ łăřšőůłě). Ŕőšőň ůăśšĳ łăřšőůěł őŋ łńăďěš śěąě ć ŕřăćżľ łăřňăŋ, ůăśšĳ ć ńěćżľ, őśšăńĳŋżě ćżąřăśżćăěš. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ůĺśěń ć ŕřăćőň łăřňăŋě ŋě ňőęěš ążšĳ řăćŋă śşňňě ůĺśěń ć ńěćőň.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ąşňăęŋżľ łćăďřăš ążń ŕřőłőńőš ć 1965 šőůłăţ. Ĺğ šőůěł-ŕřőłőńőć ĺ ćěřÿĺŋ łćăďřăšă ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ŕőšőň śďěńăńĺ ŋěśłőńĳłő ŕř£ňőńĺŋěľŋżţ ŋě ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ňěęďş śőąőľ řăğřěğőć, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ŋăůĺŋăńś£ ĺ łőŋůăńś£ šőńĳłő ć ŕřőłőńőšżţ šőůłăţ ĺńĺ ćěřÿĺŋăţ łćăďřăšă. Őłăğăńőśĳ, ůšő łćăďřăš řăğřěğăŋ ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ, ćŋşšřĺ łőšőřżţ ŕřőłőńőć ŋěš. Śłőńĳłő ążńő śďěńăŋő řăğřěğőć ĺ śłőńĳłő ŕőńşůĺńőśĳ šřěşčőńĳŋĺłőć?

Řěÿ 5.

11 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋă řăćŋż ěďĺŋĺűě, ŋşń¿ ĺńĺ ňĺŋşś ěďĺŋĺűě. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ěčő ďěľśšćĺšěńĳŋżě łőřŋĺ (ěśńĺ őŋĺ śşźěśšćş¿š) ğăłń¿ůěŋż ć őšřěğłě őš ňĺŋşś ďćşţ ďő ŕń¿ś ďćşţ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż šřĺ šőůłĺ. Ŕőśšřőĺšĳ šřĺ őłřşęŋőśšĺ, łăśă¿źĺěś£ ďřşč ďřşčă ć ¡šĺţ šőůłăţ. Řăğőąřăšĳ ćśě śńşůăĺ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć łćăďřăšŋőň şřăćŋěŋĺĺ x^2 + px + c łő¡ťťĺűĺěŋšż p, c ŋěğăćĺśĺňő ŕřőąěčă¿š ćśě ğŋăůěŋĺ£ őš ňĺŋşś ěďĺŋĺűż ďő ŕń¿ś ěďĺŋĺűż ćłń¿ůĺšěńĳŋő. Ŋăľšĺ ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ, łőšőřżě ŕřĺ ¡šőň ŕřĺŋĺňăěš ďěľśšćĺšěńĳŋżľ łőřěŋĳ ďăŋŋőčő şřăćŋěŋĺ£.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋż őłřşęŋőśšĳ O, šőůłă A, ńěęăźă£ ŋă ŋěľ, ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł ŕńőśłőśšĺ őłřşęŋőśšĺ O, ćőśśšăćńěŋŋżľ ĺğ šőůłĺ A, ĺ šőůłă B, ńěęăźă£ ŋă ¡šőň ŕěřŕěŋďĺłşń£řě. Ŋăľďĺšě čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő őśŋőćăŋĺľ ŕěřŕěŋďĺłşń£řőć, őŕşźěŋŋżţ ĺğ šőůłĺ A ŋă ŕř£ňżě, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ šőůłş B ĺ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş őłřşęŋőśšĺ O.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋż ďćăďűăšĳ łăřšőůěł. Łăęďă£ ĺğ űĺťř őš ŋşń£ ďő ďěć£šĺ ćłń¿ůĺšěńĳŋő ŋăŕĺśăŋă ŋă ďćşţ ĺğ ¡šĺţ łăřšőůěł (ŋă łăęďőľ łăřšőůłě | šőńĳłő őďŋă űĺťřă). Ňőęŋő ńĺ řăśŕőńőęĺšĳ ¡šĺ łăřšőůłĺ ć ř£ď šăł, ůšőąż ŋşńĺ śšő£ńĺ ř£ďőň, ňěęďş ěďĺŋĺűăňĺ ńěęăńă řőćŋő őďŋă łăřšőůłă, ňěęďş ďćőľłăňĺ | ďćě, ĺ šăł ďăńěě ďő ďěć£šőł, ňěęďş łőšőřżňĺ ďőńęŋő ążšĳ ďěć£šĳ łăřšőůěł?

Řěÿ 5.

Šřěšĺľ šşř 8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ . . . , a_{−n}, . . . , a_{−1}, a_0, a_1, . . . , a_n, . . . ąěśłőŋěůŋă£ ć őąě śšőřőŋż, ŕřĺůěň łăęďżľ ěě ůńěŋ řăćěŋ^1_4 śşňňż ďćşţ śőśěďŋĺţ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ łăłĺě-šő ďćă ěě ůńěŋă řăćŋż, šő ć ŋěľ ěśšĳ ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ŕăř řăćŋżţ ňěęďş śőąőľ ůĺśěń. (Ŕő£śŋěŋĺě: ďćă ůńěŋă, ŕřő łőšőřżě ĺğćěśšŋő, ůšő őŋĺ řăćŋż, ŋě őą£ğăšěńĳŋő śőśěďŋĺě).

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ ŕř£ňőşčőńĳŋżľ ąĺńńĺăřď řăğňěřőň 26 × 1965. Ĺğ ŋĺęŋěľ ńěćőľ ńşğż ŕőď şčńőň 45^∘ ł ąőřšăň ćżŕşśłăěšś£ ÿăř. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńě ŋěśłőńĳłĺţ őšřăęěŋĺľ őš ąőřšőć őŋ şŕăďěš ć ćěřţŋ¿¿ ńěćş¿ ńşğş. (Şčőń ŕăďěŋĺ£ řăćěŋ şčńş őšřăęěŋĺ£).

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďćă ŋěřăćŋżţ łăřšőŋŋżţ ďĺśłă řăğďěńěŋż ŋă 1965 řăćŋżţ śěłšőřőć. Ŋă łăęďőň ĺğ ďĺśłőć ŕřőĺğćőńĳŋő ćżąřăŋż 200 śěłšőřőć ĺ řăśłřăÿěŋż ć łřăśŋżľ űćěš. Ňěŋĳÿĺľ ďĺśł ŋăńőęěŋ ŋă ąőńĳÿĺľ, šăł ůšő ĺţ űěŋšřż śőćŕăďă¿š, ă śěłšőřż űěńĺłőň ńěęăš őďĺŋ ŕřőšĺć ďřşčőčő. Ňěŋĳÿĺľ ďĺśł ŕőćőřăůĺćă¿š ŋă ćśěćőğňőęŋżě şčńż, łřăšŋżě^1_{1965} ůăśšĺ őłřşęŋőśšĺ, őśšăćń££ ąőńĳÿĺľ ďĺśł ŋěŕőďćĺęŋżň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŕřĺ 60 ŕőńőęěŋĺ£ţ ŋă ďĺśłăţ śőćŕăďşš ŋě ąőńěě 20 łřăśŋżţ śěłšőřőć.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕőśěřěďĺŋě ňěęďş ďćşň£ ŕăřăńńěńĳŋżňĺ şńĺűăňĺ śšő£š ć őďĺŋ ř£ď őďĺŋăłőćżě ďőňă śő śšőřőŋőľ, řăćŋőľ a. Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş şńĺűăňĺ | 3a, ă řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ďćşň£ śőśěďŋĺňĺ ďőňăňĺ | 2a. Őďŋă şńĺűă ŕăšřşńĺřşěšś£ ŕőńĺűěľśłĺňĺ, łőšőřżě ďćĺęşšś£ ŋă řăśśšő£ŋĺĺ 9a ďřşč őš ďřşčă śő śłőřőśšĳ¿ v. Ł šőňş ćřěňěŋĺ, łăł ŕěřćżľ ŕőńĺűěľśłĺľ ŕřőţőďĺš ňĺňő śěřěďĺŋż ŋěłőšőřőčő ďőňă, šőůŋő ŋăŕřőšĺć ŋěčő ŋă ďřşčőľ şńĺűě ŕő£ćń£ěšś£ čăŋčśšěř. Ś łăłőľ ŕőśšő£ŋŋőľ śłőřőśšĳ¿ ĺ ć łăłş¿ śšőřőŋş ďőńęěŋ ďćĺčăšĳś£ ŕő ¡šőľ şńĺűě čăŋčśšěř, ůšőąż ŋĺ őďĺŋ ŕőńĺűěľśłĺľ ěčő ŋě ğăňěšĺń?

Řěÿ 4.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺňěěšś£ 11 ňěÿłőć ňőŋěš. Ć 10 ĺğ ŋĺţ ňőŋěšż ŋăśšő£źĺě, ă ć őďŋőň | ćśě ňőŋěšż ťăńĳÿĺćżě. Ćśě ŋăśšő£źĺě ňőŋěšż őďŋőčő ćěśă, ćśě ťăńĳÿĺćżě ňőŋěšż | šăłęě őďŋőčő, ŋő ďřşčőčő ćěśă. Ĺňě¿šś£ ćěśż, ś ŕőňőźĳ¿ łőšőřżţ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ, łăłőľ ĺğ ďćşţ čřşğőć š£ęěńěě ĺ ŋă śłőńĳłő. Ďćşň£ ćğćěÿĺćăŋĺ£ňĺ őŕřěďěńĺšĳ, ć łăłőň ňěÿłě ťăńĳÿĺćżě ňőŋěšż.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ ąĺńńĺăřď ŕř£ňőşčőńĳŋőľ ťőřňż. Ć ěčő şčńăţ ĺňě¿šś£ ńşğż, ŕőŕăďă£ ć łőšőřżě ÿăřĺł őśšăŋăćńĺćăěšś£. Ÿăřĺł ćżŕşśłă¿š ĺğ őďŋőčő şčńă ąĺńĳ£řďă ŕőď şčńőň 45^∘ ł śšőřőŋě. Ć łăłőľ-šő ňőňěŋš őŋ ŕőŕăń ć śěřěďĺŋş ŋěłőšőřőľ śšőřőŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć śěřěďĺŋě ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ śšőřőŋż őŋ ŕőążćăšĳ ŋě ňőč.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 8 łńăśśă. Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 10 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő űěŋšřőć řăćŋőśšőřőŋŋĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć, őŕĺśăŋŋżţ őłőńő ďăŋŋőčő ŕřőĺğćőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺňěěšś£ 11 ňěÿłőć ś ňőŋěšăňĺ ĺ ćěśż ś ďćşň£ ůăÿłăňĺ ĺ śšřěńłőľ, łőšőřżě ŕőłăğżćă¿š, ŋă łăłőľ ůăÿłě čřşğ š£ęěńěě ĺ ŋă śłőńĳłő ĺňěŋŋő. Ĺğćěśšŋő, ůšő ć őďŋőň ňěÿłě ćśě ňőŋěšż ťăńĳÿĺćżě, ă ć őśšăńĳŋżţ | ćśě ňőŋěšż ŋăśšő£źĺě. Ćśě ŋăśšő£źĺě ňőŋěšż ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ ćěś, ă ćśě ťăńĳÿĺćżě | šăłęě őďĺŋăłőćżľ, ŋő ďřşčőľ ćěś. Ğă łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ćğćěÿĺćăŋĺľ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ, ć łăłőň ňěÿłě ńěęăš ťăńĳÿĺćżě ňőŋěšż?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăğňěřőň n × n łńěšőł łńăďşšś£ ůěřŋżě ĺ ąěńżě łşąĺłĺ, ŕřĺůěň łăęďżľ łşąĺł ğăŋĺňăěš řőćŋő őďŋş łńěšłş. Ŕěřćżľ śńőľ łşąĺłőć ŕőńőęĺńĺ ŕřőĺğćőńĳŋő, ă ğăšěň ćśŕőňŋĺńĺ, ůšő łăęďżľ ůěřŋżľ łşąĺł ďőńęěŋ čřăŋĺůĺšĳ ś ůěšŋżň ůĺśńőň ąěńżţ, ă łăęďżľ ąěńżľ | ś ŋěůěšŋżň ůĺśńőň ůěřŋżţ. Łşąĺłĺ ćő ćšőřőľ śńőľ ŕőńőęĺńĺ šăł, ůšőąż ďń£ ćśěţ łşąĺłőć ŕěřćőčő śńő£ ćżŕőńŋ£ńőśĳ ¡šő şśńőćĺě. Ěśńĺ ďń£ ćśěţ łşąĺłőć ćšőřőčő śńő£ ¡šő şśńőćĺě şęě ćżŕőńŋ£ěšś£, šő ąőńĳÿě łşąĺłőć ŋě łńăďşš, ěśńĺ ęě ŋěš, šő łńăďşš šřěšĺľ śńőľ šăł, ůšőąż ůšőąż ďń£ ćśěţ łşąĺłőć ćšőřőčő śńő£ ćżŕőńŋ£ńőśĳ ¡šő şśńőćĺě, ĺ šăł ďăńěě. Śşźěśšćşěš ńĺ šăłőě řăśŕőńőęěŋĺě łşąĺłőć ŕěřćőčő śńő£, ůšő ¡šőš ŕřőűěśś ŋĺłőčďă ŋě łőŋůĺšś£?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć ŕř£ňőşčőńĳŋőň ąĺńńĺăřďě řăğňěřőň p × 2q, čďě p ĺ q | űěńżě ŋěůěšŋżě ůĺśńă, śďěńăŋż ńşğż ć łăęďőň şčńş ĺ ć śěřěďĺŋě łăęďőľ śšőřőŋż ďńĺŋőľ 2q. Ĺğ şčńă ćżŕşźěŋ ÿăřĺł ŕőď şčńőň 45^∘ ł śšőřőŋě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ÿăřĺł őą£ğăšěńĳŋő ŕőŕăďěš ć őďŋş ĺğ śřěďŋĺţ ńşğ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ćśě űěńżě ůĺśńă őš 1 ďő 2n ćżŕĺśăŋż ć śšřőůłş. Ğăšěň ł łăęďőňş ůĺśńş ŕřĺąăćĺńĺ ŋőňěř šőčő ňěśšă, ŋă łőšőřőň őŋő śšőĺš. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ŕőńşůěŋŋżţ śşňň ŋăľďşšś£ ţőš£ ąż ďćě, ďă¿źĺě ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 2n őďĺŋăłőćżľ őśšăšőł.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć £źĺłě ńěęăš ďćă £źĺłă ŕőňěŋĳÿě, ć łăęďőň ĺğ ŋĺţ ěźě ŕő ďćă £źĺłă ĺ š.ď. n řăğ. Ć łăęďőň ĺğ 2^n ňăńěŋĳłĺţ £źĺłőć ńěęĺš ŕő ňőŋěšě, ŕřĺůěň őďŋĺ ććěřţ čěřąőň, ă őśšăńĳŋżě | ććěřţ řěÿłőľ. Ğă őďĺŋ ţőď řăğřěÿăěšś£ ŕěřěćőřăůĺćăšĳ őďĺŋ ń¿ąőľ £źĺł ćňěśšě śő ćśěň, ůšő ć ŋěň ńěęĺš. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě ąőńĳÿě, ůěň ğă n ţőďőć ňőęŋő řăśŕőńőęĺšĳ £źĺłĺ šăł, ůšő ůĺśńő ňőŋěš, ńěęăźĺţ ććěřţ čěřąőň, ąşďěš řăćŋő ůĺśńş ňőŋěš, ńěęăźĺţ ććěřţ řěÿłőľ.

Řěÿ 5.

11 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľďĺšě ćśě ŕřőśšżě ůĺśńă ćĺďă P^P + 1 (P | ŋăšşřăńĳŋőě), śőďěřęăźĺě ŋě ąőńěě 19 űĺťř.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďŋĺě űĺťřż ůĺśěń n^n (n | ŋăšşřăńĳŋőě) őąřăğş¿š ŕěřĺőďĺůěśłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋă ŕńőśłőśšĳ P ĺ ďćě šőůłĺ ŕő řăğŋżě śšőřőŋż őš ŋěě. Ŕőśšřőĺšĳ śťěřş, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ¡šĺ šőůłĺ, ćżśěłă¿źş¿ ĺğ P ŋăĺňěŋĳÿĺľ łřşč.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋă ŕńőśłőśšĺ, ŋěćżŕşłńżľ ĺ ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źĺľś£. Ď | ňŋőęěśšćő šőůěł, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ šěň ďĺăčőŋăń£ň ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, łőšőřżě ŋě ćżńěğă¿š ğă ěčő ŕřěďěńż (šő ěśšĳ ńěęăš ńĺąő űěńĺłőň ćŋşšřĺ, ńĺąő ůăśšĳ¿ ćŋşšřĺ, ůăśšĳ¿ ŋă łőŋšşřě). Łőŋűż ¡šĺţ ďĺăčőŋăńěľ šőęě ćłń¿ůă¿šś£ ć Ď. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ążě ďćě šőůłĺ ĺğ Ď ňőęŋő śőěďĺŋĺšĳ ńőňăŋőľ, űěńĺłőň ŕřĺŋăďńěęăźěľ Ď. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć łăęďőľ łńěšłě łćăďřăšŋőľ šăąńĺűż M × M łńěšőł śšőĺš ńĺąő ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ńĺąő ŋőńĳ. Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ śšřőłĺ ĺ śšőńąűă śšőĺš ŋőńĳ, šő śşňňă ůĺśěń ć ¡šőľ śšřőłě ĺ ¡šőň śšőńąűě ŋě ňěŋĳÿě M. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ćśěţ ůĺśěń ć šăąńĺűě ŋě ňěŋĳÿě, ůěň^{M 2}_2 .

Řěÿ 5.

XXIX őńĺňŕĺăďă (1966)

Ćšőřőľ šşř 8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő űěŋšřőć ćŕĺśăŋŋżţ ć šřěşčőńĳŋĺł ABC ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć (őďŋă śšőřőŋă ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ńěęĺš ŋă AB).

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋăľšĺ ćśě ďćşğŋăůŋżě ůĺśńă šăłĺě, ůšő ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋă ŋěłőšőřőě űěńőě ůĺśńő ŕőńşůăěšś£ ůĺśńő, ŕřěďŕőśńěďŋ££ űĺťřă łőšőřőčő | 5.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 9 − 11 łńăśśőć. Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 − 11 łńăśśőć.

Ğ-ůă 5. Ĺğ 28 łőśšěľ ďőňĺŋő şąřăńĺ ćśě łőśšĺ ś ÿěśšěřłăňĺ. Ňőęŋő ńĺ őśšăńĳŋżě ćżńőęĺšĳ ć űěŕĳ? Řěÿ 5.

9-11 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ ć űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńăţ śĺśšěňş x + y = zt z + t = xy Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŕřĺ łăłőň ğŋăůěŋĺĺ K ćěńĺůĺŋă A_k =^{19k +66k}_{k!} ňăłśĺňăńĳŋă? Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ćŋşšřĺ őłřşęŋőśšĺ řăśŕőńőęěŋ ćżŕşłńżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł (ćěřÿĺŋż ňőčşš ńěęăšĳ łăł ćŋşšřĺ, šăł ĺ ŋă őłřşęŋőśšĺ). Ďőłăğăšĳ, ůšő ţőš£ ąż őďŋă ĺğ ěčő śšőřőŋ ŋě ąőńĳÿě śšőřőŋż ŕřăćĺńĳŋőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă, ćŕĺśăŋŋőčő ć ¡šş őłřşęŋőśšĳ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő šě ŋăšşřăńĳŋżě K, ďń£ łőšőřżţ K^K + 1 ďěńĺšś£ ŋă 30, őąřăğş¿š ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿. Ŋăľšĺ ěě.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Łăłőě ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ďăňőł ňőęŋő ŕőśšăćĺšĳ ŋă ůěřŋżţ ŕőń£ţ ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ řăğňěřőň 8 × 8 šăł, ůšőąż łăęďş¿ ďăňłş ąĺńă ţőš£ ąż őďŋă ĺğ őśšăńĳŋżţ? Ďőłăğăšĳ, ůšő ąőńĳÿě ŋěńĳğ£.

Řěÿ 5.

Šřěšĺľ šşř 8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řăğďěńĺšĳ űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ őšřěğőł ŋă 6 řăćŋżţ ůăśšěľ, ŕřőćěď£ ŋě ąőńěě 8 ńĺŋĺľ (ŕř£ňżţ, őłřşęŋőśšěľ).

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋő: a_1 = 1, a_k = [√ a_1 + a_2 + · · · + a_{k−1} ] . Ŋăľšĺ a_{1000}. Ŕřĺňěůăŋĺě: [A] | űěńă£ ůăśšĳ A.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ĺğ 19 ÿăřőć 2 řăďĺőăłšĺćŋż. Ŕřő ń¿ąş¿ łşůłş ÿăřőć ğă őďŋş ŕřőćěřłş ňőęŋő şğŋăšĳ, ĺňěěšś£ ńĺ ć ŋěľ ţőš£ ąż őďĺŋ řăďĺőăłšĺćŋżľ ÿăř (ŋő ŋěńĳğ£ şğŋăšĳ, śłőńĳłő ĺţ). Ďőłăğăšĳ, ůšő ğă 8 ŕřőćěřőł ćśěčďă ňőęŋő ćżďěńĺšĳ őąă řăďĺőăłšĺćŋżţ ÿăřă.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śěšĳ ňěšřő ĺňěěš ŋă łăęďőľ ńĺŋĺĺ ŋě ňěŋěě 4 śšăŋűĺľ, ĺğ ŋĺţ ŋě ąőńěě šřěţ ŕěřěśăďőůŋżţ. Ŋĺ ŋă łăłőľ ŕěřěśăďőůŋőľ śšăŋűĺĺ ŋě śłřěźĺćă¿šś£ ąőńěě ďćşţ ńĺŋĺľ. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ńĺŋĺľ ňőęěš ĺňěšĳ šăłă£ śěšĳ, ěśńĺ ś ń¿ąőľ śšăŋűĺĺ ŋă ń¿ąş¿ ňőęŋő ŕőŕăśšĳ, śďěńăć ŋě ąőńĳÿě ďćşţ ŕěřěśăďőł?

Řěÿ 4.

9-11 łńăśśż

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Ďăŋő: a_1 = 1966, a_k = [√ a_1 + a_2 + · · · + a_{k−1} ] . Ŋăľšĺ a_{1966}.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ĺğ 11 ÿăřőć ďćă řăďĺőăłšĺćŋż. Ŕřő ń¿ąş¿ łşůłş ÿăřőć ğă őďŋş ŕřőćěřłş ňőęŋő şğŋăšĳ, ĺňěěšś£ ńĺ ć ŋěľ ţőš£ ąż őďĺŋ řăďĺőăłšĺćŋżľ ÿăř (ŋő ŋěńĳğ£ şğŋăšĳ, śłőńĳłő ĺţ). Ďőłăğăšĳ, ůšő ňěŋěě ůěň ğă 7 ŕřőćěřőł ŋěńĳğ£ čăřăŋšĺřőćăšĳ ŋăţőęďěŋĺě őąőĺţ řăďĺőăłšĺćŋżţ ÿăřőć.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺğ ŋăąőřă čĺřĳ ćěśőň 1, 2 . . . 26 ćżďěńĺšĳ ÿěśšĳ čĺřĳ šăł, ůšőąż ĺğ ŋĺţ ŋěńĳğ£ ążńő ćżąřăšĳ ďćě łşůłĺ řăćŋőčő ćěśă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋěńĳğ£ ćżąřăšĳ śěňĳ čĺřĳ, őąńăďă¿źĺţ šěň ęě śćőľśšćőň.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă łńěšůăšőľ ďőśłě 11 × 11 őšňěůěŋő 22 łńěšłĺ šăł, ůšő ŋă łăęďőľ ćěřšĺłăńĺ ĺ ŋă łăęďőľ čőřĺğőŋšăńĺ őšňěůěŋő řőćŋő 2 łńěšłĺ. Ďćă řăśŕőńőęěŋĺ£ őšňěůěŋŋżţ łńěšőł ¡łćĺćăńěŋšŋż, ěśńĺ ňěŋ££ ń¿ąőě ůĺśńő řăğ ćěřšĺłăńĺ ňěęďş śőąőľ ĺ čőřĺğőŋšăńĺ ňěęďş śőąőľ, ňż ĺğ őďŋőčő řăśŕőńőęěŋĺ£ ňőęěň ŕőńşůĺšĳ ďřşčőě. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš ŋě¡łćĺćăńěŋšŋżţ řăśŕőńőęěŋĺľ őšňěůěŋŋżţ łńěšőł?

Řěÿ 5.

XXX őńĺňŕĺăďă (1967)

Ćšőřőľ šşř 8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śşźěśšćş¿š ńĺ ďćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńă šăłĺţ, ůšő śşňňă űĺťř łăęďőčő ĺğ ŋĺţ ďěńĺšś£ ŋă 125? Ŋăľšĺ ŋăĺňěŋĳÿş¿ ŕăřş šăłĺţ ůĺśěń, ĺńĺ ďőłăğăšĳ, ůšő ĺţ ŋě śşźěśšćşěš.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Ŋăľšĺ ŋă ŕř£ňőľ AB šőůłş M šăłş¿, ůšőąż śşňňă řăďĺşśőć őłřşęŋőśšěľ, őŕĺśăŋŋżţ ćőłřşč šřěşčőńĳŋĺłőć ACM ĺ BCM, ążńă ňĺŋĺňăńĳŋă.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďń£ ğăÿĺťřőćłĺ šěńěčřăťŋżţ śőőąźěŋĺľ šřěąşěšś£ řăğąĺšĳ ćśěćőğňőęŋżě ďěś£šĺğŋăůŋżě ÀśńőćăÁ | ŋăąőřż ĺğ ďěś£šĺ šőůěł ĺ šĺřě | ŋă ďćě čřşŕŕż šăł, ůšőąż ń¿ążě ďćă śńőćă őďŋőľ čřşŕŕż őšńĺůăńĺśĳ ŋě ňěŋěě ůěň ć šřěţ řăğř£ďăţ. Şłăğăšĳ śŕőśőą šăłőčő řăğąĺěŋĺ£ ĺńĺ ďőłăğăšĳ, ůšő ěčő ŋě śşźěśšćşěš.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł M šăłĺţ, ůšő šřěşčőńĳŋĺłĺ ABM ĺ BCM | řăćŋőąěďřěŋŋżě.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Őśšăŕ Ąěŋďěř őřčăŋĺğőćăń ć čőřőďě Ťşłśě řăğďăůş śńőŋőć ŋăśěńěŋĺ¿. Ŋă řăğďăůş £ćĺńĺśĳ 28 ůńěŋőć ŕřőťśő¿ğă ĺ 37 ŋě ůńěŋőć, ŕřĺůěň Őśšăŕ řăğďăćăń śńőŋőć ŕőřőćŋş ćśěň ůńěŋăň ŕřőťśő¿ğă ĺ ŕőřőćŋş | ŋě ůńěŋăň. Őłăğăńőśĳ, ůšő śşźěśšćşěš ńĺÿĳ őďĺŋ śŕőśőą šăłőľ řăğďăůĺ (šăł, ůšőąż řăğďăšĳ ćśěţ śńőŋőć). Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő śńőŋőć ňőčńő ążšĳ ş Ő. Ąěŋďěřă?

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺňěěšś£ ńăąĺřĺŋš, śőśšő£źĺľ ĺğ n őłřşęŋőśšěľ, łăśă¿źĺţś£ ŕř£ňőľ AB ć šőůłě M. Ćśě őłřşęŋőśšĺ řăśŕőńőęěŋż ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŕř£ňőľ, ă ĺţ ďńĺŋż śőśšăćń£¿š čěőňěšřĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿ śő ğŋăňěŋăšěńěň 2. Ďćă ůěńőćěłă ć řăğŋőě ćřěň£ ŋăůăńĺ ţőďĺšĳ ŕő ¡šőňş ńăąĺřĺŋšş. Ĺţ śłőřőśšĺ őďĺŋăłőćż, ă ŋăŕřăćńěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ řăğńĺůŋż. Łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ŕřőţőďĺš ćśě őłřşęŋőśšĺ ŕő ŕőř£ďłş, ĺ, ŕřőľď£ ŋăĺąőńĳÿş¿, śŋőćă ĺďěš ć ňěŋĳÿş¿. Ďőłăğăšĳ, ůšő őŋĺ ćśšřěš£šś£.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ňőęŋő ńĺ řăğřěğăšĳ łćăďřăšŋżľ ŕĺřőč ŋă 9 řăćŋőćěńĺłĺţ ůăśšěľ šăłĺň śŕőśőąőň: ćżąřăšĳ ćŋşšřĺ łćăďřăšă ďćě šőůłĺ ĺ śőěďĺŋĺšĳ łăęďş¿ ĺğ ŋĺţ ŕř£ňőńĺŋěľŋżňĺ řăğřěğăňĺ śő ćśěňĺ ůěšżřĳň£ ćěřÿĺŋăňĺ łćăďřăšă. Ěśńĺ ňőęŋő, šő łăłĺě ďćě šőůłĺ ŋşęŋő ćżąřăšĳ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ůěňş řăćŋă ňăłśĺňăńĳŋă£ řăğŋőśšĳ ňěęďş śőśěďŋĺňĺ ůĺśńăňĺ ĺğ ůĺśńă šěţ, śşňňă űĺťř łőšőřżţ ďěńĺšś£ ŋă 7?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ĺňěěšś£ 120-ğŋăůŋőě ůĺśńő. Ěčő ŕěřćżě 12 űĺťř ŕěřěśšăćń£¿šś£ ćśěňĺ ćőğňőęŋżňĺ śŕőśőąăňĺ. Ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ šăłĺň őąřăğőň 120-ğŋăůŋżţ ůĺśěń ŋăşčăď ćżąĺřă¿š 120 ůĺśěń. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺţ śşňňă ďěńĺšś£ ŋă 120.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć łćăďřăšě řăśŕőńőęěŋő K šőůěł (K > 2). Ŋă łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő šřěşčőńĳŋĺłőć ŋşęŋő řăğąĺšĳ łćăďřăš, ůšőąż ć łăęďőň šřěşčőńĳŋĺłě ŋăţőďĺńőśĳ ŋě ąőńěě őďŋőľ šőůłĺ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łřşčě řăďĺşśă 1 ŋěńĳğ£ ŋăľšĺ ąőńěě 5 šőůěł, ŕőŕăřŋżě řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş łőšőřżňĺ ćśě ąőńĳÿě 1.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő şřăćŋěŋĺě 19x^3 − 17y^3 = 50 ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ć űěńżţ ůĺśńăţ. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿőľ łăřăćăľ, ğăŋĺňă¿źĺľ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő, ć šőůłăţ ś űěńżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ćŕěůěŋż ĺğ¿ňĺŋłĺ ďĺăňěšřă 0, 1. Łăřăćăľ řăğřěğăńĺ ŋă ůăśšĺ ŋěśłőńĳłĺňĺ ŕńőśłőśš£ňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďěšś£ ŋěřăğřěğăŋŋă£ ĺğ¿ňĺŋłă.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ĺğ ŕěřćżţ k ŕřőśšżţ ůĺśěń 2, 3, 5 . . . p_k (k > 4) śőśšăćńěŋż ćśěćőğňőęŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ć łőšőřżě łăęďőě ĺğ ůĺśěń ćţőďĺš ŋě ąőńěě őďŋőčő řăğă (ŋăŕřĺňěř, 3 · 5, 3 · 7 · . . . · p_k, 11 ĺ š.ď.). Őąőğŋăůĺň śşňňş ćśěţ šăłĺţ ůĺśěń ůěřěğ S. Ďőłăğăšĳ, ůšő S + 1 řăğńăčăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ąőńěě 2k ŕřőśšżţ śőňŋőęĺšěńěľ.

Řěÿ 5.

Šřěšĺľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC ŕřőćěďěŋż ćżśőšż AE, BM ĺ CP . Ĺğćěśšŋő, ůšő EM ŕăřăńńěńĳŋă AB ĺ EP ŕăřăńńěńĳŋă AC. Ďőłăęĺšě, ůšő MP ŕăřăńńěńĳŋă BC.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋăď łćăďřăšŋżň łăšłőň ŋşęŋő ŕőćěśĺšĳ ůěšżřě ńăňŕż šăł, ůšőąż őŋĺ ěčő ŕőńŋőśšĳ¿ őśćěźăńĺ. Ŋă łăłőľ ŋăĺňěŋĳÿěľ ćżśőšě ŋşęŋő ŕőćěśĺšĳ ńăňŕż, ěśńĺ łăęďă£ ńăňŕă őśćěźăěš łřşč řăďĺşśă, řăćŋőčő ćżśőšě, ŋă łőšőřőľ őŋă ćĺśĺš?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ůĺśńő q šăłőě, ůšő ć ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ůĺśńă q ·2^{1000} ŋěš ŋĺ őďŋőčő ŋşń£.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ůĺśńő y ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă x ŋěłőšőřőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ ěčő űĺťř. Ďőłăęĺšě, ůšő łăłőćő ąż ŋĺ ążńő x, x + y ≠ 9999 . . . 99 (1967 ďěć£šőł).

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ůěšżřěţ ğăďăŋŋżţ šőůłăţ ŋă ŕńőśłőśšĺ řăśŕőńőęěŋż ŕřőęěłšőřż, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ňőęěš őśćěźăšĳ ŕř£ňőľ şčőń. Śšőřőŋż ¡šĺţ şčńőć ňőčşš ążšĳ ŋăŕřăćńěŋż ŋă śěćěř, ¿č, ğăŕăď ĺńĺ ćőśšőł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šĺ ŕřőęěłšőřż ňőęŋő ŋăŕřăćĺšĳ šăł, ůšő őŋĺ őśćěš£š ćś¿ ŕńőśłőśšĳ.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ůĺśńő q šăłőě, ůšő ć ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ůĺśńă q · 2^{1967} ŋěš ŋĺ őďŋőčő ŋşń£.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ d(N) ůĺśńő ďěńĺšěńěľ N. Ŋăľšĺ ćśě N šăłĺě, ůšő^N_{d(N)} = P | űěńőě ĺ ŕřőśšőě ůĺśńő (ůĺśńă 1 ĺ N šăłęě śůĺšă¿šś£ ďěńĺšěń£ňĺ).

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă łăęďőľ śšőřőŋě ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ŕőśšřőěŋő ŕő łćăďřăšş (ŕĺťăčőřőćż ÿšăŋż), ĺ ćś£ ťĺčşřă ćŕĺśăŋă ć łřşč. Ďń£ łăłĺţ ŕř£ňőşčőńĳŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć ¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă ÿăţňăšŋőľ ďőśłě řăğňěřă 1000×1000 ŋăţőďĺšś£ ůěřŋżľ łőřőńĳ ĺ 499 ąěńżţ ńăďěľ. Ůěřŋżě ĺ ąěńżě ţőď£š ŕő őůěřěďĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő łăł ąż ŋĺ ţőďĺńĺ ńăďĳĺ, łőřőńĳ ćśěčďă ňőęěš ğă ŋěśłőńĳłő ţőďőć ćśšăšĳ ŕőď ąőľ őďŋőľ ĺğ ŋĺţ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śěňĳ ÿłőńĳŋĺłőć řěÿĺńĺ ğă ćőśłřěśěŋĳě őąőľšĺ śěňĳ łĺŋőšěăšřőć. Ćő ćśěţ ŋĺţ śěăŋśż ŋăůĺŋă¿šś£ ć 9.00, 10.40, 12.20, 14.00, 15.40, 17.20, 19.00 ĺ 20.40. (8 śěăŋśőć). Ŋă łăęďżľ śěăŋś ÿěśšěřő ÿńĺ ćňěśšě, ă łšő-ŋĺąşďĳ őďĺŋ (ŋě őą£ğăšěńĳŋő őďĺŋ ĺ šőš ęě) ÿěń ć ďřşčőľ łĺŋőšěăšř. Ł ćěůěřş łăęďżľ ŕőążćăń ć łăęďőň łĺŋőšěăšřě. Ďőłăęĺšě, ůšő ć łăęďőň łĺŋőšěăšřě ążń śěăŋś, ŋă łőšőřőň ŋě ążń ŋĺ őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ ÿłőńĳŋĺłőć.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ůĺśńő Y ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă X ŋěłőšőřőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ ěčő űĺťř. Ĺğćěśšŋő, ůšő X + Y = 1000 . . . 00 (200 ŋşńěľ). Ďőłăğăšĳ, ůšő X ďěńĺšś£ ŋă 50.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń X_1, X_2 . . . X_n, ćśě ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ ŋě ŕřěćőśţőď£š ŋěłőšőřőčő ůĺśńă M. Ĺğćěśšŋő, ůšő ŕřĺ ćśěţ k > 2 X_k = |X_{k−1} − X_{k−2}|. Łăłőľ ňőęěš ążšĳ ňăłśĺňăńĳŋă£ ďńĺŋă ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă łăęďőľ śšőřőŋě šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŕőśšřőěŋő ŕő łćăďřăšş ćő ćŋěÿŋ¿¿ śšőřőŋş (ŕĺťăčőřőćż ÿšăŋż). Őłăğăńőśĳ, ůšő ćŋěÿŋĺě ćěřÿĺŋż ćśěţ łćăďřăšőć ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ABC | řăćŋőąěďřěŋŋżľ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ğăďăŋő ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő A šăłőě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő N, ďěń£źěčőś£ ŋă A, ůĺśńő ←−N šőęě ďěńĺšś£ ŋă A. (←−N | ůĺśńő, śőśšő£źěě ĺğ šěţ ęě űĺťř, ůšő ĺ N, ŋő ğăŕĺśăŋŋżţ ć őąřăšŋőň

ŕőř£ďłě). Ŋăŕřĺňěř, ←−−1967 = 7691, ←−450 = 54. Ďőłăğăšĳ, ůšő A £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ůĺśńă 99.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ĺśŕăŋśłĺľ łőřőńĳ řěÿĺń ŕěřěćěśĺšĳ ŕő-śćőěňş ŕőřšřěšż śćőĺţ ŕřěďÿěśšćěŋŋĺłőć ć łřşčńőľ ąăÿŋě ğăňłă. Őďŋăłő őŋ ţőůěš, ůšőąż ğă őďĺŋ řăğ ňěŋ£ńĺ ňěśšăňĺ šőńĳłő ďćă ŕőřšřěšă, ćĺś£źĺě ř£ďőň, ŕřĺůěň ¡šő ŋě ďőńęŋż ążšĳ ŕőřšřěšż ďćşţ łőřőńěľ, őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ űăřśšćőćăń śřăğş ŕőśńě ďřşčőčő. Łřőňě šőčő, ěňş ćăęŋő ńĺÿĳ ćğăĺňŋőě řăśŕőńőęěŋĺě ŕőřšřěšőć, ĺ ďćă řăśŕőńőęěŋĺ£, őšńĺůă¿źĺěś£ ŕőćőřőšőň łřşčă, őŋ śůĺšăěš őďĺŋăłőćżňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő łăł ąż śŋăůăńă ŋĺ ćĺśěńĺ ŕőřšřěšż, łőřőńĳ ňőęěš ŕő ¡šĺň ŕřăćĺńăň ďőąĺšĳś£ ń¿ąőčő ŋőćőčő ĺţ řăśŕőńőęěŋĺ£.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋă šăąńĺűă n × n łńěšőł. Šăąńĺűă ğăŕőńŋ£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřőľ śšřőůłě ğăŕĺśăŋż ůĺśńă a_1, . . . , a_k, a_{k+1}, . . . , a_m, a_{m+1}, . . . , a_n (m ĺ n−k ćğăĺňŋő ŕřőśšż). Šőčďă ć śńěďş¿źěľ śšřőůłě ğăŕĺśżćă¿šś£ šě ęě ůĺśńă, ŋő ć šăłőň ŕőř£ďłě: a_{m+1}, . . . a_n, a_{k+1}, . . . a_m, a_1 . . . a_k. Ć ŕěřćş¿ śšřőůłş ğăŕĺśżćă¿šś£ ůĺśńă 1, 2 . . . n. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńě ğăŕőńŋěŋĺ£ šăąńĺűż ć łăęďőň śšőńąűě ąşďşš ŋăŕĺśăŋż ćśě ůĺśńă őš 1 ďő n.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ňőęŋő ńĺ řăśśšăćĺšĳ ŋă őłřşęŋőśšĺ ůĺśńă 1, 2 . . . 12 šăł, ůšőąż řăğŋőśšĳ ňěęďş ďćşň£ ř£ďőň śšő£źĺňĺ ůĺśńăňĺ ążńă 3, 4 ĺńĺ 5?

Řěÿ 3. Ğ-ůă 4. Ć ćőśĳňĺ ďăŋŋżţ šőůłăţ ŕřőśšřăŋśšćă şśšăŋőćńěŋő ŕő ŕřőęěłšőřş, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ňőęěš őśćěšĺšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě őłšăŋš (šřěţčřăŋŋżľ şčőń śő ćğăĺňŋő-ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżňĺ śšőřőŋăňĺ). Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő ŕőćěřŋşšĳ ŕřőęěłšőřż šăł, ůšőąż őŋĺ őśćěšĺńĺ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Řăśśňăšřĺćă¿šś£ ćśěćőğňőęŋżě n-ğŋăůŋżě ůĺśńă, śőśšăćńěŋŋżě ĺğ űĺťř 1, 2 ĺ 3. Ć łőŋűě łăęďőčő ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń ŕřĺŕĺśżćăěšś£ űĺťřă 1, 2 ĺńĺ 3 šăł, ůšő ł ďćşň ůĺśńăň, ş łőšőřżţ ćő ćśěţ řăğř£ďăţ śšő£š řăğŋżě űĺťřż, ŕřĺŕĺśżćă¿šś£ řăğŋżě űĺťřż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďěšś£ n-ğŋăůŋőě ůĺśńő, ć ğăŕĺśĺ łőšőřőčő şůăśšćşěš ńĺÿĳ őďŋă ěďĺŋĺűă ĺ ł łőšőřőňş ŕřĺŕĺśżćăěšś£ ěďĺŋĺűă.

Řěÿ 5.

XXXI őńĺňŕĺăďă (1968)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ůĺśńő 4 őąńăďăěš šěň śćőľśšćőň, ůšő ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ěčő ŋă q^2 őśšăšőł ŕőńşůăěšś£ ňěŋĳÿě q^2/2, łăłőćő ąż ŋĺ ążńő q. Ŕěřěůĺśńĺšĳ ćśě ůĺśńă, őąńăďă¿źĺě ¡šĺň śćőľśšćőň.

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : 1 ĺ 4.

Ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ěśńĺ n | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, őšńĺůŋőě őš 1 ĺ 4, šő n < [ √ 2n]^2. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ůĺśěń n 6 7 ¡šő şšćěřęďěŋĺě ńěčłő ŕřőćěř£ěšś£, ă ěśńĺ n ¿ 8, šő n^2 ¿ 8n, ŕő¡šőňş n ¿ 2 √ 2n, ă ğŋăůĺš, [ √ 2n]^2 ¿ ( √ 2n − 1)^2 = 2n − 2 √ 2n + 1 > n.

Ŕşśšĳ n | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, őšńĺůŋőě őš 1 ĺ 4. Ŕőńőęĺň q = [ √ 2n]. Šőčďă n < q^2, ŕő¡šőňş őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ n ŋă q^2 řăćěŋ n. Ŋő q = [ √ 2n] 6^√2n, ŕő¡šőňş n^2 ¿ q/2.

Ğ-ůă 2. Řăśśšăćĺšĳ ć šăąńĺűě 4×4 16 ůĺśěń šăł, ůšőąż śşňňă ůĺśěń ŕő ń¿ąőľ ćěřšĺłăńĺ, čőřĺğőŋšăńĺ ĺ ďĺăčőŋăńĺ řăćŋ£ńăśĳ ŋşń¿. (Ŕřĺňěůăŋĺě. Łćăďřăš ĺňěěš 14 ďĺăčőŋăńěľ, ćłń¿ůă£ ćśě ňăńżě, śőśšő£źĺě ĺğ šř-ěţ, ďćşţ ĺ őďŋőľ łńěšőł.)

Řěÿ 2. Šăąńĺűă ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ğăŕőńŋ£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň:

0 a 0 -a 0 0 ; 0 a -a 0 -a a 0 0 ; 0 a -a 0 -a 0 a a 0 -a 0 ; 0 a -a 0 -a 0 0 a a 0 0 -a 0 -a a 0 .

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ šřěţ ůĺśěń, ňěŋĳÿĺţ 1 000 000, ŋăľďěšś£ ůĺśńő ňěŋĳÿěě 100, ćğăĺňŋő ŕřőśšőě ś łăęďżň ĺğ ŋĺţ.

Řěÿ 3. Śőśšăćĺň śŋăůăńă śŕĺśőł ŕřőśšżţ ůĺśěń, ňěŋĳÿĺţ 100. (Śőśšăćŋőě ůĺśńő, ňěŋĳÿěě 100, ĺňěěš ďěńĺšěńĳ, ňěŋĳÿĺľ √ 100 = 10, ŕő¡šőňş śřěďĺ ůĺśěń 1, 2, . . . , 99 ŋşęŋő ćżůěřłŋşšĳ ůĺśńă, ďěń£źĺěś£ ŋă 2, 3, 5 ĺ 7.) Śŕĺśőł ŕőńşůĺšś£ śńěďş¿źĺľ: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 78, 83, 89, 97. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋă łăęďőě ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń ďěńĺšś£ ţőš£ ąż őďŋő ĺğ šř-ěţ ďăŋŋżţ ůĺśěń a, b, c. Šőčďă abc ¿ 2 · 3 · 5 · · · · · 97 > 10^{18}. Ŋő a, b, c 6 10^6. Ŕő¡šőňş abc 6 10^{18}.

Ğ-ůă 4. Łăł śőěďĺŋĺšĳ 50 čőřőďőć ŋăĺňěŋĳÿĺň ůĺśńőň ăćĺăńĺŋĺľ šăł, ůšőąż ĺğ ń¿ąőčő čőřőďă ňőęŋő ążńő ŕőŕăśšĳ ć ń¿ąőľ, śďěńăć ŋě ąőńěě ďćşţ ŕěřěśăďőł?

Řěÿ 4. Ćżďěńĺň őďĺŋ čőřőď ĺ śőěďĺŋĺň ěčő ăćĺăńĺŋĺěľ ś łăęďżň ĺğ őśšăńĳŋżţ 49 čőřőďőć. Ďń£ ¡šőčő ŕőšřěąşěšś£ 49 ăćĺăńĺŋĺľ. Ŕőłăęěň, ůšő ňěŋĳÿĺň ůĺśńőň ăćĺăńĺŋĺľ őąőľšĺśĳ ŋěńĳğ£. Ă ĺňěŋŋő, ďőłăęěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő n, ůšő ść£ğŋżľ čřăť ś n ćěřÿĺŋăňĺ śőďěřęĺš ŋě ňěŋěě n − 1 ř-ěąěř. Ŕřĺ n 6 2 ¡šő şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Ćőğąň-ěň ść£ğŋżľ čřăť ś n ćěřÿĺŋăňĺ ĺ ąşďěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő şŋĺůšőęăšĳ ěčő ř-ěąřă ďő šěţ ŕőř, ŕőłă őŋ ŋě ŕěřěśšăŋěš ążšĳ ść£ğŋżň. Ŕşśšĳ ďő şŋĺůšőęěŋĺ£ k-čő ŕő śů-ěšş řěąřă

(k ¿ 1) čřăť ążń ść£ğŋżň, ă ŕőśńě ěčő şŋĺůšőęěŋĺ£ őŋ řăśŕăńś£ ŋă ďćă čřăťă ś n1 ĺ n2 ćěřÿĺŋăňĺ. İšĺ

čřăťż ść£ğŋż, ŕő¡šőňş ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ őŋĺ ĺňě¿š, śőšćěšśšćěŋŋő, ŋě ňěŋěě n_1 − 1 ĺ n_2 − 1 ř-ěąěř. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺśţőďŋżľ čřăť ĺňěěš ŋě ňěŋěě k + (n_1 − 1) + (n_2 − 1) = k + n − 2 ¿ n − 1 ř-ěąěř.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ÿăţňăšŋőň šşřŋĺřě şůăśšćőćăńő 12 ůěńőćěł. Ŕőśńě őłőŋůăŋĺ£ šşřŋĺřă łăęďżľ şůăśšŋĺł śőśšăćĺń 12 śŕĺśłőć. Ć ŕěřćżľ śŕĺśőł ćţőďĺš šőńĳłő őŋ śăň, ćő ćšőřőľ | őŋ ĺ šě, ş łőčő őŋ ćżĺčřăń, ć šřěšĺľ | ćśě ń¿ďĺ ĺğ ćšőřőčő śŕĺśłă ĺ šě, ş łőčő őŋĺ ćżĺčřăńĺ, ĺ š.ď. Ć 12 śŕĺśőł ćţőď£š ćśě ń¿ďĺ ĺğ őďĺŋŋăďűăšőčő śŕĺśłă ĺ šě, ş łőčő őŋĺ ćżĺčřăńĺ. Ĺğćěśšŋő, ůšő ďń£ ń¿ąőčő şůăśšŋĺłă šşřŋĺřă ć ěčő ďćěŋăďűăšżľ śŕĺśőł ŕőŕăń ůěńőćěł, łőšőřőčő ŋě ążńő ć ěčő őďĺŋŋăďűăšőň śŕĺśłě. Śłőńĳłő ŋĺůěľŋżţ ŕăřšĺľ ążńő śżčřăŋő ć šşřŋĺřě?

Řěÿ 1. Ő š ć ě š : 54. Ěśńĺ (k+1)-ľ śŕőśőł šăłőľ ęě, łăł k-ľ, šő śŕĺśłĺ ś ŋőňěřăňĺ k+2, . . . , 11, 12 šőęě ąşďşš šőůŋő šăłĺňĺ ęě. Ŋő ŕő şśńőćĺ¿ 11-ľ śŕĺśőł ĺ 12-ľ řăğŋżě. Śńěďőćăšěńĳŋő, ş łăęďőčő şůăśšŋĺłă kľ śŕĺśőł śőďěřęĺš řőćŋő k ůěńőćěł. Ć ůăśšŋőśšĺ, 2-ľ śŕĺśőł śőďěřęĺš řőćŋő ďćşţ ůěńőćěł. İšő őğŋăůăěš, ůšő łăęďżľ şůăśšŋĺł ćżĺčřăń řőćŋő őďŋş ŕăřšĺ¿. Ŕő¡šőňş ůĺśńő ŋĺůĳĺţ řăćŋő^{12·11}_2 − 12 = 54.

Ğ-ůă 2. Ďăŋż ůĺśńă: 4, 14, 24, . . . , 94, 104. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺğ ŋĺţ ŋěńĳğ£ ćżůěřłŋşšĳ śŕěřćă őďŋő ůĺśńő, ğăšěň ĺğ őśšăćÿĺţś£ ěźě ďćă, ğăšěň ěźě šřĺ ĺ ŋăłőŋěű, ěźě ůěšżřě ůĺśńă šăł, ůšőąż ŕőśńě łăęďőčő ćżůěřłĺćăŋĺ£ śşňňă őśšăćÿĺţś£ ůĺśěń ďěńĺńăśĳ ŋă őďĺŋŋăďűăšĳ.

Řěÿ 2. Ćśěčő ďăŋő 11 ůĺśěń, ă ŋşęŋő ćżůěřłŋşšĳ 10 ůĺśěń. Ŕő¡šőňş ć łőŋűě ďőńęŋő őśšăšĳś£ őďŋő ůĺśńő, ďěń£źěěś£ ŋă 11, š.ě. ůĺśńő 44. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ůĺśńő 44 ňż ďőńęŋż ćżůěřłŋşšĳ śăňżň ŕěřćżň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śşňňă ćśěţ ďăŋŋżţ ůĺśěń řăćŋă^{11·108}_2 , ŕő¡šőňş őŋă ďěńĺšś£ ŋă 11. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ ŕőśńě ćżů-ěřłĺćăŋĺ£ őďŋőčő ůĺśńă śşňňă őśšăćÿĺţś£ ůĺśěń ďěńĺšś£ ŋă 11, šő ćżůěřłŋşšőě ůĺśńő šőęě ďěńĺšś£ ŋă 11.

Ğ-ůă 3. Ňőęŋő ńĺ ćŕĺśăšĳ ć őłřşęŋőśšĳ ćżŕşłńżľ śěňĺşčőńĳŋĺł A_1A_2A_3A_4A_5A_6A_7 ś şčńăňĺ A_1 = 140^∘, A_2 = 120^∘, A_3 = 130^∘, A_4 = 120^∘, A_5 = 130^∘, A_6 = 110^∘, A_7 = 150^∘?

Řěÿ 3. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋěńĳğ£. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćżŕşłńżľ śěňĺşčőńĳŋĺł A_1A_2 . . . A_7 ćŕĺśăŋ ć őłřşęŋőśšĳ ś űěŋšřőň O. Šőčďă̸ A_1OA_3 ≠ A_3OA_5 = 2(180^∘ − 120^∘) = 120^∘ ĺ̸ A_5OA_7 = 2(180^∘ − 110^∘) = 140^∘, ŕő¡šőňş̸ A_1OA_3 +̸ A_3OA_5 +̸ A_5OA_7 > 360^∘. Ŋő ¡šă śşňňă şčńőć ďőńęŋă ążšĳ ňěŋĳÿě 360^∘.

Ğ-ůă 4. Ćżąřăšĳ 100 ůĺśěń, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ£ň

x_1 = 1 0 6 x_3 6 2x_2 0 6 x_{99} 6 2x_{98}

0 6 x2 6 2x1 . . . 0 6 x100 6 2x99

šăł, ůšőąż ćżřăęěŋĺě x_1 − x_2 + x_3 − x_4 + · · · + x_{99} − x_{100} ążńő ňăłśĺňăńĳŋő.

Řěÿ 4. Ő š ć ě š : x_1 = 1, x_2 = 2, x_3 = 4, . . . , x_{99} = 2^{98}, x_{100} = 0.

Ğăŕĺÿěň řăśśňăšřĺćăěňş¿ śşňňş ć ćĺďě S = x_1 + (x_3 − x_2) + · · · + (x_{99} − x_{98}) − x_{100}. Ŋěřăćěŋśšćő x_{k+1} 6 2x_k ŕőłăğżćăěš, ůšő x_{k+1} − x_k 6 x_k. Ŕő¡šőňş S 6 x_1 + x_2 + x_4 + · · · + x_{98}, ŕřĺů-ěň řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă x_3 = 2x_2, x_5 = 2x_4, . . . , x_{99} = 2x_{98} ĺ x_{100} = 0. Ŋăłőŋěű, ćżřăęěŋĺě x_1 + x_2 + x_4 + · · · + x_{98} ňăłśĺňăńĳŋő ć śńşůăě, łőčďă x_2 = 2x_1, x_4 = 2x_3, . . . , x_{98} = 2x_{97}.

Ğ-ůă 5. Ňőęŋő ńĺ řăśŕőńőęĺšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ 1000 őšřěğłőć šăł, ůšőąż łăęďżľ őšřěğőł őąőĺňĺ śćőĺňĺ łőŋűăňĺ şŕĺřăńś£ śšřőčő ćŋşšřĳ ďřşčĺţ őšřěğłőć?

Řěÿ 5. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋěńĳğ£. Ŕşśšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ řăśŕőńőęěŋő ŋěśłőńĳłő őšřěğłőć. Ćżąěřěň ŕř£ňş¿, łőšőřă£ ŋě ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ŋĺ őďŋőňş ĺğ ¡šĺţ őšřěğłőć, ĺ řăśśňőšřĺň ŕřőěłűĺĺ łőŋűőć őšřěğłőć ŋă ¡šş ŕř£ňş¿. Śřěďĺ ¡šĺţ ŕřőěłűĺľ ěśšĳ ďćě łřăľŋĺě, ňěęďş łőšőřżňĺ ğăłń¿ůěŋż ćśě őśšăńĳŋżě. Ěśńĺ ŕřőěłűĺ£ łőŋűă őšřěğłă £ćń£ěšś£ łřăľŋěľ, šő ¡šőš łőŋěű ŋě ňőęěš şŕĺřăšĳś£ śšřőčő ćŋşšřĳ ďřşčőčő őšřěğłă.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śşźěśšćşěš ńĺ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ABCD ŕńőźăďĺ 1 šăłőľ, ůšő ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ O ćŋşšřĺ ŋěčő ŕńőźăďĳ ţőš£ ąż őďŋőčő ĺğ šřěşčőńĳŋĺłőć OAB, OBC, OCD, OAD ěśšĳ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ňőęŋő ńĺ řăśŕőńőęĺšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ 1968 őšřěğłőć šăł, ůšőąż łăęďżľ ĺğ ŋĺţ őąőĺňĺ łőŋűăňĺ şŕĺřăńś£ śšřőčő ćŋşšřĳ ďřşčĺţ őšřěğłőć?

Řěÿ 2. Ő š ć ě š : ŋěš, ŋěńĳğ£. Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 5 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ć łőřĺďőřě ďńĺŋőľ 100 ňěšřőć ŕőśšěńěŋő 20 łőćřőćżţ ďőřőęěł őąźěľ ďńĺŋż 1000 ňěšřőć. Łăłőćő ňőęěš ążšĳ ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ŋěğăśšěńěŋŋżţ łşśłőć (ÿĺřĺŋă ďőřőęłĺ řăćŋă ÿĺřĺŋě łőřĺďőřă)?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ňőęŋő ńĺ ćżąřăšĳ 100 000 ŋőňěřőć šěńěťőŋőć ĺğ 6 űĺťř łăęďżľ šăł, ůšőąż ŕřĺ őďŋőćřěňěŋŋőň ćżůěřłĺćăŋĺĺ ĺğ ćśěţ ¡šĺţ ŋőňěřőć k-šőľ űĺťřż (k = 1, 2, . . . 6) ŕőńşůĺńĺ ćśě ŕ£šĺğŋăůŋżě ŋőňěřă őš 00000 ďő 99999?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ p ĺ q | ďćă ŕřőśšżţ ůĺśńă, ŕřĺůěň q = p + 2, šő p^q + q^p ďěńĺšś£ ŋă p + q. Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺğ ŕşŋłšă A őďŋőćřěňěŋŋő ćżńěšă¿š 100 śăňőńěšőć (ťńăčňăŋśłĺľ ĺ 99 ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ). Ś ŕőńŋżň ąăłőň čőř¿ůěčő śăňőńěš ňőęěš ŕřőńěšěšĳ 1000 łň. Ć ŕőńěšě śăňőńěšż ňőčşš ŕěřěďăćăšĳ ďřşč ďřşčş čőř¿ůěě. Śăňőńěš, őšďăćÿĺľ čőř¿ůěě ďřşčĺň, śőćěřÿăěš ŕńăŋĺřş¿źş¿ ŕőśăďłş. Łăłĺň őąřăğőň ŋăďő śőćěřÿăšĳ ŕěřěńěš, ůšőąż ťńăčňăŋ ŕřőńěšěń ćőğňőęŋő ďăńĳÿě?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďćőě ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş: ĺňěěšś£ ďćě łşůĺ łőŋťěš. Ĺčřă¿źĺě ďěńă¿š ţőď ŕő őůěřěďĺ. Ţőď śőśšőĺš ć šőň, ůšő ĺčřă¿źĺľ śžěďăěš őďŋş ĺğ łşů, ă ďřşčş¿ ďěńĺš ŋă ďćě (řăćŋżě ĺńĺ ŋěřăćŋżě) ůăśšĺ. Ěśńĺ őŋ ŋě ňőęěš řăğďěńĺšĳ łşůş, šăł łăł šăň ćśěčő őďŋă łőŋťěšă, šő őŋ ěě śžěďăěš ĺ ćżĺčřżćăěš.

Ćŋăůăńě ć łşůăţ ążńő 33 ĺ 35 łőŋťěš. Łšő ćżĺčřżćăěš, ŋăůĺŋă¿źĺľ ĺńĺ ěčő ŕăřšŋěř, ĺ łăł ďń£ ¡šőčő ŋăďő ĺčřăšĳ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ňőęŋő ńĺ řăğąĺšĳ ćśě űěńżě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ůĺśńă ŋă 1968 łńăśśőć šăł, ůšőąż ć łăęďőň łńăśśě ążńő ţőš£ ąż őďŋő ůĺśńő ĺ ćżŕőńŋ£ńőśĳ ąż śńěďş¿źěě şśńőćĺě: ěśńĺ ůĺśńő m ŕőńşůăěšś£ ĺğ ůĺśńă n ćżůěřłĺćăŋĺěň ďćşţ ř£ďőň śšő£źĺţ űĺťř ĺńĺ őďĺŋăłőćżţ čřşŕŕ űĺťř, šő ĺ m, ĺ n ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş łńăśśş (ŋăŕřĺňěř, ůĺśńă 7, 9339337, 9322393447, 932239447 | őą£ğăšěńĳŋő ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş łńăśśş)?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕő ğăďăŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń q_1, . . . q_n . . . śšřőĺšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňŋőčőůńěŋőć śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

f_0(x) = 1 f_1(x) = x . . . . . . . . . f_{n+1}(x) = (1 + q_n)xf_n(x) − q_nf_{n−1}(x)

Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ n-šőčő ňŋőčőůńěŋă ğăłń¿ůěŋż ňěęďş −1 ĺ +1.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ŕřőśšřăŋśšćő ććěďěŋż 4 ŕőŕăřŋő śłřěźĺćă¿źĺěś£ ŕř£ňżě, l_1, l_2, l_3, l_4, ŕřĺůěň ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ ŋĺţ ŋě ŕăřăńńěńĳŋż őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ. Ŕřőćěśšĺ ŕńőśłőśšĳ P šăł, ůšőąż šőůłĺ A_1, A_2, A_3, A_4 ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šĺţ ŕř£ňżţ ś P őąřăğőćżćăńĺ ŕăřăńńěńőčřăňň. Śłőńĳłő ěśšĳ řěÿěŋĺľ?

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ŕńőśłőśšĺ őšňěůěŋő 1968 šőůěł, £ćń£¿źĺţś£ ćěřÿĺŋăňĺ ŕřăćĺńĳŋőčő 1968-şčőńĳŋĺłă. Ďćőě ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş: łăęďżľ ŕő őůěřěďĺ śőěďĺŋ£ěš ďćě ćěřÿĺŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă őšřěğłőň, śőąń¿- ďă£ śńěďş¿źĺě ŕřăćĺńă: ŋěńĳğ£ śőěďĺŋ£šĳ ďćě šőůłĺ, ţőš£ ąż őďŋă ĺğ łőšőřżţ şęě śőěďĺŋěŋă ś ůěň-šő, ĺ ŋěńĳğ£ ŕěřěśěłăšĳ şęě ŕřőćěďěŋŋżě őšřěğłĺ. Ŕřőĺčřżćăěš šőš, łšő ŋě ňőęěš śďěńăšĳ őůěřěďŋőčő ţőďă śőčńăśŋő ¡šĺň ŕřăćĺńăň. Łăł ŋşęŋő ĺčřăšĳ, ůšőąż ćżĺčřăšĳ?

Łšő ćżĺčřżćăěš ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőľ ĺčřě? Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż šřĺ šőůłĺ. Ĺğ ŋĺţ ćżąĺřă¿šś£ ń¿ążě ďćě, śšřőĺšś£ śěřěďĺŋŋżľ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł őšřěğłş, ĺţ śőěďĺŋ£¿źěňş, ĺ ćśě šőůłĺ őšřăęă¿šś£ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ ŕř£ňőľ, ğăšěň ĺğ ćśěţ šőůěł (śšăřżţ ĺ ŋőćżţ) śŋőćă ćżąĺřă¿šś£ łăłĺě-šő ďćě šőůłĺ ĺ ćś£ ŕřőűěďşřă ŕőćšőř£ěšś£. Šăł ďěńăěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řăğ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕńőśłőśšĺ ŋăľďěšś£ šăłă£ ŕř£ňă£, ůšő ćśě ŕőńşůěŋŋżě šőůłĺ ąşďşš ńěęăšĳ ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŋěě.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďćă ňăń£řă łřăś£š ğăąőř, őčőřăęĺćă¿źĺľ ďăůŋżě şůăśšłĺ. Őŋĺ ŕřĺţőď£š ůěřěğ ďěŋĳ ĺ łřăś£š ŕő őďŋőňş şůăśšłş (şůăśšłőć 100 ÿšşł) ć łřăśŋżľ ĺńĺ ğěńěŋżľ űćěš. Ŕěřćżľ ňăń£ř ďăńĳšőŋĺł ĺ ŕşšăěš űćěšă, őŋ ŕőňŋĺš, ůšő ĺ ć łăłőľ űćěš őŋ śăň ŕőłřăśĺń, ĺ ćĺďĺš, ůšő ŕőłřăśĺń ćšőřőľ ňăń£ř, ŋő ŋě ğŋăěš, ć łăłőľ űćěš. Ŕěřćżľ ňăń£ř ďőąĺćăěšś£ šőčő, ůšőąż ć ŋăĺąőńĳÿěň ůĺśńě ňěśš ğěńěŋżľ şůăśšőł čřăŋĺůĺń ś łřăśŋżň. Łăłőčő ŋăĺąőńĳÿěčő ůĺśńă ŕěřěţőďőć őŋ ňőęěš ďőąĺšĳś£ (łăł ąż ŋĺ ďěľśšćőćăń ćšőřőľ ňăń£ř)?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďćşţśőšğŋăůŋőě ůĺśńő 89252525 . . . 2525 şňŋőęěŋő ŋă ůĺśńő 444x18y27 (x ĺ y ŋěĺğćěśšŋżě űĺťřż). Őłăğăńőśĳ, ůšő 53-£ űĺťřă ŕőńşůěŋŋőčő ğŋăłă (śůĺšă£ śŕřăćă) ěśšĳ 1, ă 54-£ | 0. Ŋăľšĺ x ĺ y.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Łőćąőľ Ďęĺňňĺ ŕőśŕőřĺń ś ďřşğĳ£ňĺ, ůšő śşňěěš őďŋĺň ćżśšřěńőň ŕřőąĺšĳ ćśě ůěšżřě ńőŕăśšĺ ćěřšĺń£šőřă. (Ćěřšĺń£šőř şśšřőěŋ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ŋă őśĺ, ćřăźă¿źěľś£ śő śłőřőśšĳ¿ 50 őą/śěł, řăśŕőńőęěŋż ŋă řăćŋżţ řăśśšő£ŋĺ£ţ ďřşč őš ďřşčă 4 ŕőńşďĺśłă, ŕőćěřŋşšżě ďřşč őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčă ŕőď łăłĺňĺ-šő şčńăňĺ). Ďęĺňňĺ ňőęěš śšřěń£šĳ ć ń¿ąőľ ňőňěŋš ĺ ďőąĺćăšĳś£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ śłőřőśšĺ ŕşńĳ. Ďőłăğăšĳ, ůšő Ďęĺňňĺ ćżĺčřăěš ŕăřĺ.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řăğőąĳěň ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă ŋă čřşŕŕż šăł, ůšőąż ć ŕěřćőľ čřşŕŕě ążńő őďŋő ůĺśńő, ćő ćšőřőľ | ďćă, ć šřěšĳěľ | šřĺ ĺ š.ď. Ňőęŋő ńĺ ¡šő śďěńăšĳ šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ĺğ śşňňż ůĺśěń ć łăęďőľ čřşŕŕě ŋăűěńő ĺğćńěłăńś£ łőřěŋĳ śěďĳňőľ śšěŕěŋĺ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďćě ŕř£ňżě ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ŕőď şčńőň α. Ŋă őďŋőľ ĺğ ŋĺţ śĺďĺš ąńőţă. Łăęďş¿ śěłşŋďş őŋă ŕřżčăěš ś őďŋőľ ŕř£ňőľ ŋă ďřşčş¿ (šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ śůĺšăěšś£ ŕřĺŋăďńěęăźěľ őąěĺň ŕř£ňżň). Ĺğćěśšŋő, ůšő ďńĺŋă łăęďőčő ěě ŕřżęłă řăćŋă 1 ĺ ůšő őŋă ŋĺłőčďă ŋě ćőğćřăźăěšś£ ŋă šő ňěśšő, čďě ążńă śěłşŋďş ŋăğăď. Ůěřěğ ŋěłőšőřőě ćřěň£ ąńőţă ćěřŋşńăśĳ ć ŕěřćőŋăůăńĳŋş¿ šőůłş. Ďőłăęĺšě, ůšő şčőń α ĺğňěř£ěšś£ řăűĺőŋăńĳŋżň ůĺśńőň čřăďşśőć.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łřşčńżľ ŕĺřőč řěęşš śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ćżřěğă¿š śěłšőř ś şčńőň α, ŕěřěćőřăůĺćă¿š ěčő ŋă ďřşčş¿ śšőřőŋş ĺ ćěśĳ ŕĺřőč ŕőćőřăůĺćă¿š ŋă şčőń β. Ďăŋő, ůšő β < α < 180^∘. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńě ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőčő ůĺśńă šăłĺţ őŕěřăűĺľ łăęďă£ šőůłă ŕĺřőčă ąşďěš ŋăţőďĺšĳś£ ŋă šőň ęě ňěśšě, ůšő ĺ ć ŋăůăńě.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă ąşňăęŋőľ ńěŋšě ŋăŕěůăšăŋż ăćšőąşśŋżě ąĺńěšż ś ŋőňěřăňĺ őš 000 000 ďő 999 999. Ğăšěň śĺŋěľ łřăśłőľ ŕőňěšĺńĺ šě ąĺńěšż, ş łőšőřżţ śşňňă űĺťř, śšő£źĺţ ŋă ůěšŋżţ ňěśšăţ, řăćŋă śşňňě űĺťř, śšő£źĺţ ŋă ŋěůěšŋżţ ňěśšăţ. Łăłă£ ąşďěš ŋăĺąőńĳÿă£ řăğŋőśšĳ ňěęďş ŋőňěřăňĺ ďćşţ śőśěďŋĺţ śĺŋĺţ ąĺńěšőć?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śšřăŋă Ťăřřă řăśŕőńőęěŋă ŋă 1 000 000 000 őśšřőćőć. Ňěęďş ŋěłőšőřżňĺ őśšřőćăňĺ łăęďżľ ďěŋĳ łşřśĺřş¿š ŕăřőţőďż. Ňăřÿřşšż ŕăřőţőďőć şśšřőěŋż šăł, ůšő ś łăęďőčő őśšřőćă ňőęŋő ŕőŕăśšĳ ŋă ń¿ąőľ ďřşčőľ (ćőğňőęŋő, ğă ŋěśłőńĳłő ďŋěľ). Ÿŕĺőŋ ĺ ňăľőř Ŕřőŋĺŋ ňőčşš śőćěřÿăšĳ ŋě ąőńěě őďŋőčő řěľśă ć ďěŋĳ ŋă ŕăřőţőďě ĺ ŋě ĺňě¿š ŋĺłăłőľ ďřşčőľ ćőğňőęŋőśšĺ ŕőŕăśšĳ ś őśšřőćă ŋă őśšřőć. Ÿŕĺőŋ ŋě ěğďĺš ŋă ŕăřőţőďě 13 ůĺśńă łăęďőčő ňěś£űă, ňăľőř Ŕřőŋĺŋ ŋě śşěćěřěŋ ĺ ćśěčďă ğŋăěš, čďě ŋăţőďĺšś£ ÿŕĺőŋ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňăľőř śňőęěš ŕőľňăšĳ ÿŕĺőŋă (š.ě. őłăğăšĳś£ ś ŋĺň ŋă őďŋőň őśšřőćě).

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ŋăřĺśőćăŋ ŕřăćĺńĳŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł A_1A_2A_3A_4A_5. Ňőęŋő ńĺ ćżąřăšĳ ć ŕńőśłőśšĺ ňŋőęěśšćő šőůěł, őąńăďă¿źěě śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ůěřěğ ń¿ąş¿ šőůłş, ŋě ńěęăźş¿ ćŋşšřĺ ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă, ňőęŋő ŕřőćěśšĺ őšřěğőł, łőŋűż łőšőřőčő £ćń£¿šś£ šőůłăňĺ ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă, ă ůěřěğ šőůłĺ, ńěęăźĺě ćŋşšřĺ ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă, šăłőčő őšřěğłă ŕřőćěśšĺ ŋěńĳğ£.

Ŕřĺňěůăŋĺě.

1. Őšřěğőł ŕřőţőďĺš ůěřěğ ń¿ąş¿ śćő¿ šőůłş, ć ůăśšŋőśšĺ, ůěřěğ śćőľ łőŋěű. 2. ÀĆŋşšřĺÁ | ğŋăůĺš śšřőčő ćŋşšřĺ. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă 1 őšňěůěŋă šőůłă O ĺ ĺğ ŋěě űĺřłşńěň ďěńăěšś£ ğăśěůłă ćŕřăćő řăďĺşśőň l. Ĺğ ŕőńşůěŋŋőľ šőůłĺ O_1 ć šş ęě śšőřőŋş šěň ęě řăďĺşśőň ďěńăěšś£ ćšőřă£ ğăśěůłă, ĺ šăł ďěńăěšś£ 1968 řăğ. Ŕőśńě ¡šőčő őłřşęŋőśšĳ řăğřěğăěšś£ ćő ćśěţ 1968 ğăśěůłăţ, ĺ ŕőńşůăěšś£ 1968 ďşč. Śłőńĳłő řăğńĺůŋżţ ďńĺŋ ďşč ňőęěš ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůĺšĳś£?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ąěńżě ĺ ůěřŋżě ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş. Ć şčńăţ ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ śšő£š ďćă łőřőń£: ąěńżľ ŋă a_1, ůěřŋżľ ŋă h8. Ĺčřă¿źĺě ďěńă¿š ţőď ŕő őůěřěďĺ. Ŋăůĺŋă¿š ąěńżě. Ĺčřă¿źĺľ ňőęěš śšăćĺšĳ śćőěčő łőřőń£ ŋă ń¿ąőě śőśěďŋěě ŕőńě (ěśńĺ šőńĳłő őŋő śćőąőďŋő), śőąń¿ďă£ śńěďş¿źĺě ŕřăćĺńă: ŋěńĳğ£ şćěńĺůĺćăšĳ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş łőřőń£ňĺ (řăśśšő£ŋĺěň ňěęďş ďćşň£ ŕőń£ňĺ ŋăğżćăěšś£ ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ÿăčőć łőřőń£, ğă łőšőřőě őŋ ňőęěš ŕřőľšĺ ś őďŋőčő ŕőń£ ŋă ďřşčőě: šăł, ć ŋăůăńě ĺčřż řăśśšő£ŋĺě ňěęďş łőřőń£ňĺ | 7 ţőďőć). Ćżĺčřżćăěš šőš, łšő ŕőśšăćĺš śćőěčő łőřőń£ ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ łřőňłş ďőśłĺ (ąěńőčő łőřőń£ ŋă ćěřšĺłăńĳ h ĺńĺ ćőśĳňş¿ čőřĺğőŋšăńĳ, ůěřŋőčő | ŋă ćěřšĺłăńĳ ÀaÁ ĺńĺ ŕěřćş¿ čőřĺğőŋšăńĳ). Łăł ŋşęŋő ĺčřăšĳ, ůšőąż ćżĺčřăšĳ? Łšő ćżĺčřżćăěš ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőľ ĺčřě?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺğćěśšŋő, ůšő a^n − b^n ďěńĺšś£ ŋă n (a, b, n | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă, a ≠ b). Ďőłăğăšĳ, ůšő^{an−bn}_{a−b} ďěńĺšś£ ŋă n.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋő ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő N. Ś ŋĺň ŕřőĺğćőďĺšś£ śńěďş¿źă£ őŕěřăűĺ£: łăęďă£ űĺťřă ¡šőčő ůĺśńă ğăŋőśĺšś£ ŋă őšďěńĳŋş¿ łăřšőůłş (ŕřĺ ¡šőň řăğřěÿăěšś£ ďőąăćń£šĳ ĺńĺ ćżąřăśżćăšĳ ń¿ąőě ůĺśńő łăřšőůěł, ŋă łőšőřżţ ŋăŕĺśăŋă űĺťřă 0), ĺ ğăšěň ¡šĺ łăřšőůłĺ řăğąĺćă¿š ŋă ďćě łşůĺ. Ć łăęďőľ ĺğ ŋĺţ łăřšőůłĺ řăśŕőńăčă¿šś£ ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕőř£ďłě, ĺ ŕőńşůěŋŋżě ďćă ůĺśńă śłńăďżćă¿šś£. Ś ŕőńşůěŋŋżň ůĺśńőň N_1 ŕřőďěńżćăěšś£ šăłă£ ęě őŕěřăűĺ£, ĺ š.ď. Ďőłăęĺšě, ůšő ğă ŕ£šŋăďűăšĳ ÿăčőć ĺğ N ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ őďŋőğŋăůŋőě ůĺśńő.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ćŋşšřĺ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M ŕőňěźěŋă őłřşęŋőśšĳ ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőčő řăďĺşśă R (¡šő ğŋăůĺš, ůšő ćŋşšřĺ M ŋěńĳğ£ ŕőňěśšĺšĳ őłřşęŋőśšĳ ąőńĳÿěčő řăďĺşśă). Ĺğćěśšŋő, ůšő ćŋşšřĺ ňőęŋő ŕřőćěřŋşšĳ őšřěğőł ďńĺŋż 1 ŋă ń¿ąőľ şčőń (š.ě. ňż ňőęěň ďćĺčăšĳ ěďĺŋĺůŋżľ őšřěğőł łăł šćěřďżľ śšěřęěŋĳ ŕő ŕńőśłőśšĺ šăł, ůšőąż őŋ ŋě ćżńěğăń ğă ŕřěďěńż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M ĺ ŕřĺ ¡šőň ŕőćěřŋşńś£ ŋă ń¿ąőľ ğăďăŋŋżľ şčőń). Ďőłăęĺšě, ůšő R ¿ 1/3.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć šăąńĺűě A řăğňěřőň 10 ŋă 10 ŋăŕĺśăŋż łăłĺě-šő ůĺśńă. Őąőğŋăůĺň śşňňş ćśěţ ůĺśěń ć ŕěřćőľ śšřőłě ůěřěğ S_1, ćő ćšőřőľ ůěřěğ S_2 ĺ š.ď. Ăŋăńőčĺůŋő, śşňňş ůĺśěń ć ŕěřćőň śšőńąűě őąőğŋăůĺň ůěřěğ t_1, ćő ćšőřőň | t_2 ĺ šăł ďăńěě. Śőśšăćńěŋă ŋőćă£ šăąńĺűă B řăğňěřőň 10 ŋă 10, ć ŋěě ćŕĺśăŋż ůĺśńă śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ć ŕěřćőľ łńěšłě ŕěřćőľ śšřőłĺ ŕĺÿěšś£ ŋăĺňěŋĳÿěě ĺğ ůĺśěń S_1 ĺ t_1, ć šřěšĳěľ łńěšłě ŕ£šőľ śšřőłĺ ŕĺÿěšś£ ŋăĺňěŋĳÿěě ĺğ ůĺśěń S_5 ĺ t_3, ăŋăńőčĺůŋő ğăŕĺśăŋă ćś£ šăąńĺűă. Őłăğăńőśĳ, ůšő ňőęŋő šăł ğăŋşňěřőćăšĳ łńěšłĺ šăąńĺűż B ůĺśńăňĺ őš 1 ďő 100, ůšő ć łńěšłě ś k-ň ŋőňěřőň ąşďěš śšő£šĳ ůĺśńő, ňěŋĳÿěě ĺńĺ řăćŋőě k. Łăłőě ňăłśĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ŕřĺ ¡šĺţ şśńőćĺ£ţ śşňňă ćśěţ ůĺśěń šăąńĺűż A?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Řăśśňăšřĺćăěšś£ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ:

x_1 + x_2 + · · · + x_k = 0 x^3_1 + x^3_2 + · · · + x^3_k = 0 . . . . . . . . . x^{19}_1 + x^{19}_2 + · · · + x^{19}_k = 0 x^{21}_1 + x^{21}_2 + · · · + x^{21}_k = 1

(ćśě x_i | ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă).

Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ŋěłőšőřżţ k šăłă£ śĺśšěňă ĺňěěš řěÿěŋĺě. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ABC řăğąĺš ŋă N ćżŕşłńżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć šăł, ůšő łăęďă£ ŕř£ňă£ ŕěřěśěłăěš ŋě ąőńěě 40 ĺğ ŋĺţ (ňż čőćőřĺň, ůšő ŕř£ňă£ ŕěřěśěłăěš ňŋőčőşčőńĳŋĺł, ěśńĺ őŋĺ ĺňě¿š őąźş¿ šőůłş, ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ŕř£ňă£ ŕřőţőďĺš ůěřěğ ćěřÿĺŋş ňŋőčőşčőńĳŋĺłă). Ňőęěš ńĺ ążšĳ N ąőńĳÿě ňĺńńĺőŋă?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ łşąĺłă ňěńőň őšňěůěŋő 100 řăğńĺůŋżţ šőůěł. Ďőłăęĺšě, ůšő ňőęŋő ďćşň£ řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ ŕőśšăćĺšĳ łşąĺł ŋă ůěřŋżľ śšőń (ŕřĺůěň ć šőůŋőśšĺ ŋă őďŋő ĺ šő ęě ňěśšő) šăł, ůšőąż őšŕěůăšłĺ őš ňěńă ŋă śšőńě ŕřĺ ¡šĺţ śŕőśőąăţ ążńĺ řăćŋżňĺ. (Ěśńĺ šőůłă őšňěůěŋă ŋă řěąřě ĺńĺ ć ćěřÿĺŋě, őŋă šőęě ďăěš őšŕěůăšőł).

Řěÿ 5.

XXXII őńĺňŕĺăďă (1969)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ąěńă£ ńăďĳ£ ŕřěśńěďşěš ůěřŋőčő śńőŋă ŋă ďőśłě 3×1969 łńěšőł (őŋĺ ţőď£š ŕő őůěřěďĺ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň). Łăł ďőńęŋă ĺčřăšĳ ńăďĳ£, ůšőąż ćğ£šĳ śńőŋă? Ŕěřćżľ ţőď ďěńă¿š ąěńżě.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śšăřĺŋŋżľ ğăňőł ążń őąŋěśěŋ šřěşčőńĳŋőľ śšěŋőľ. Łăęďă£ śšőřőŋă śšěŋż ążńă ŕőďěńěŋă ŋă šřĺ řăćŋżě ůăśšĺ, ĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ, ă šăłęě ć ćěřÿĺŋăţ ążńĺ ŕőśšřőěŋż ąăÿŋĺ. Ćśěčő ćďőńĳ śšěŋż ążńő 9 ąăÿěŋ: A, E, F , B, K, L, C, M, N. Śő ćřěňěŋěň ćśě śšěŋż ĺ ąăÿŋĺ, łřőňě ąăÿěŋ E, K, M, řăğřşÿĺńĺśĳ. Łăł ŕő őśšăćÿĺňś£ ąăÿŋ£ň őŕřěďěńĺšĳ, čďě ŋăţőďĺńĺśĳ ąăÿŋĺ A, B, C, ěśńĺ ĺğćěśšŋő, ůšő ąăÿŋĺ A, B, C śšő£ńĺ ć ćěřÿĺŋăţ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć Ůĺńĺ ć ťěćřăńě ŕřőţőďĺń ňěęďşŋăřőďŋżľ šşřŋĺř ŕő ťşšąőńş. Ŕěřćőě ňěśšő ś 8-¿ őůłăňĺ ğăŋ£ń ňěśšŋżľ łńşą ÀŁőńő-ŁőńőÁ. Ŋă őůłő őšśšăńő ňőśłőćśłőě ÀĎĺŋăňőÁ ĺ ğăŋ£ńő ćšőřőě ňěśšő. 3-ě ňěśšő ś 4-ň£ őůłăňĺ ğăŋ£ń ąřăğĺńĳśłĺľ łńşą ÀŁőřĺŋšĺăŋśÁ. 4-ě ňěśšő ğăŋ£ń ¿čőśńăćśłĺľ łńşą ÀŰřć«ěŋă Ğć«ěğďăÁ, šăłęě ŋăąřăćÿĺľ 4 őůłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕő ¡šĺň ďăŋŋżň ňőęŋő šőůŋő őŕřěďěńĺšĳ, śłőńĳłő ěźě łőňăŋď şůăśšćőćăńő ć šşřŋĺřě ĺ ŕő śłőńĳłő őůłőć őŋĺ ŋăąřăńĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋĺłăłă£ śšěŕěŋĳ ůĺśńă 2 ŋě őłăŋůĺćăěšś£ ůěšżřĳň£ őďĺŋăłőćżňĺ űĺťřăňĺ. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ĺňěěšś£ 1000 ďěřěć£ŋŋżţ ŕřăćĺńĳŋżţ 100-şčőńĳŋĺłőć, ŕřĺąĺšżţ ł ŕőńş. Ćś¿ ¡šş śĺśšěňş ňż őąš£čĺćăěň ćěřěćłőľ. Ŋăš£ŋşšă£ ćěřěćłă ąşďěš őčřăŋĺůĺćăšĳ ŋěłőšőřżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ş ŋěčő ąőńěě 99 ćěřÿĺŋ.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺňěěšś£ 57 ďěřěć£ŋŋżţ ŕřăćĺńĳŋżţ 57-şčőńĳŋĺłőć, ŕřĺąĺšżţ ł ŕőńş. Ćś¿ ¡šş śĺśšěňş ňż őąš£čĺćăěň ćěřěćłőľ. Ŋăš£ŋşšă£ ćěřěćłă ąşďěš őčřăŋĺůĺćăšĳ ŋěłőšőřżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ş ŋěčő ąőńěě 56 ćěřÿĺŋ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ąěńă£ ńăďĳ£ ŕřěśńěďşěš ůěřŋőčő łőŋ£ ŋă ďőśłě 3 × 1969 łńěšőł (őŋĺ ţőď£š ŕő őůěřěďĺ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň). Łăł ďőńęŋă ĺčřăšĳ ńăďĳ£, ůšőąż ćğ£šĳ łőŋ£? Ŕěřćżľ ţőď ďěńă¿š ąěńżě.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋ őšřěğőł AB. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő (ňŋőęěśšćő) šőůěł C šăłĺţ, ůšő ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC ňěďĺăŋă, ŕřőćěďěŋŋă£ ĺğ ćěřÿĺŋż B, řăćŋă ćżśőšě, ŕřőćěďěŋŋőľ ĺğ ćěřÿĺŋż A.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ňőęŋő ńĺ ğăŕĺśăšĳ ć śšřőłş 20 ůĺśěń šăł, ůšőąż śşňňă ń¿ążţ šřěţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ůĺśěń ążńă ŕőńőęĺšěńĳŋă, ă śşňňă ćśěţ 20 ůĺśěń ążńă őšřĺűăšěńĳŋă?

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă x, őąńăďă¿źĺě śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ĺğ łăęďőľ űĺťřż ůĺśńă x ňőęŋő ćżůěśšĳ őďŋş ĺ šş ęě űĺťřş a ≠ 0 (š.ě. ćśě űĺťřż ěčő ŋě ňěŋĳÿě a) ĺ ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůĺšś£ (x−a)^2.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Őśšřőć Šőńŕżčő ĺňěěš ťőřňş ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŋă ŋěň řăśŕőńőęěŋő ŋěśłőńĳłő śšřăŋ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ ĺňěěš ťőřňş šřěşčőńĳŋĺłă, ŕřĺůěň łăęďżě ďćě čřăŋĺůăźĺě śšřăŋż ĺňě¿š űěńş¿ őąźş¿ śšőřőŋş (š.ě. ćěřÿĺŋă őďŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ŋě ńěęĺš ŋă śšőřőŋě ďřşčőčő). Ďőłăğăšĳ, ůšő łăřšş ¡šőčő őśšřőćă ňőęŋő šăł řăśłřăśĺšĳ šřěň£ łřăśłăňĺ, ůšőąż łăęďă£ śšřăŋă ążńă ğăłřăÿěŋă őďŋĺň űćěšőň ĺ ń¿ążě ďćě čřăŋĺůăźĺě śšřăŋż ążńĺ ğăłřăÿěŋż ć řăğŋżě űćěšă.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ňőęŋő ńĺ ğăŕĺśăšĳ ć śšřőłş 50 ůĺśěń šăł, ůšőąż śşňňă ń¿ążţ 17 ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ůĺśěń ążńă ŕőńőęĺšěńĳŋă, ă śşňňă ń¿ążţ 10 ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ůĺśěń ążńă őšřĺűăšěńĳŋă? (Śř. ś ğăďăůěľ 5 ďń£ 8 łńăśśă).

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć čőśşďăřśšćě űăř£ Ďőďőŋă řăśŕőńőęěŋő 500 čőřőďőć, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ĺňěěš ťőřňş ŕřăćĺńĳŋőľ 37-şčőńĳŋőľ ğćěğďż, ć ćěřÿĺŋăţ łőšőřőľ ŋăţőď£šś£ ąăÿŋĺ. Ďőďőŋ řěÿĺń őąŋěśšĺ ĺţ ćżŕşłńőľ śšěŋőľ šăł, ůšőąż łăęďżľ őšřěğőł śšěŋż śőěďĺŋ£ń ďćě ąăÿŋĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śšěŋă ąşďěš śőśšő£šĳ ŋě ňěŋěě ůěň ĺğ 37 őšřěğłőć. (Ěśńĺ ŋěśłőńĳłő őšřěğłőć ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, šő őŋĺ śůĺšă¿šś£ ğă őďĺŋ. Śř. ś ğăďăůěľ 5 ďń£ 7 łńăśśă.)

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ćżţőďě ĺğ ąěšăšřőŋă şśšăŋőćńěŋż ďćă őďĺŋăłőćżţ šőŋłĺţ őąřşůă, řăśŕőńőęěŋŋżě ćő ćğăĺňŋő ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżţ ŕńőśłőśš£ţ, ŕřĺůěň łăęďżľ őąřşů ŕřőţőďĺš ůěřěğ űěŋšř ďřşčőčő. Ůăśšĺűż, ćżńěšă- ¿źĺě ĺğ ąěšăšřőŋă, ŕřőńěšă¿š ŕő ŕř£ňőľ śłćőğĳ őąă őąřşůă. Ŕő łăłőľ ŕř£ňőľ őŋĺ ďőńęŋż ďćĺčăšĳś£, ůšőąż ŋăţőďĺšĳś£ ŋă ŋăĺąőńĳÿěň řăśśšő£ŋĺĺ őš őąřşůěľ, š.ě. ůšőąż ŋăĺňěŋĳÿěě řăśśšő£ŋĺě, ŋă łőšőřőě ůăśšĺűż ŕřĺąńĺęă¿šś£ ł őąřşůş, ążńő łăł ňőęŋő ąőńĳÿě?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋă ąěśłőŋěůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń a_1, . . . , a_n, . . . . Őŋă ŕěřĺőďĺůŋă ś ŕěřĺőďőň 100, š.ě. a_1 = a_{101}, a_2 = a_{102}, . . . . Ĺğćěśšŋő, ůšő a_1 ¿ 0, a_1 + a_2 6 0, a_1 + a_2 + a_3 ¿ 0 ĺ, ćőőąźě, śşňňă a_1 + a_2 + · · · + a_n ŋěőšřĺűăšěńĳŋă ŕřĺ ŋěůěšŋőň n ĺ ŋěŕőńőęĺšěńĳŋă ŕřĺ ůěšŋőň n. Ďőłăğăšĳ, ůšő |a_{99}| 6 |a_{100}|.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łőńőďă ŕěřťőłăřš ůěšżřěţ űćěšőć řăğńőęěŋă ć őďĺŋ ř£ď. Ěśńĺ ďćě ŕěřťőłăřšż őďŋőčő űćěšă ńěęăš ř£ďőň ĺńĺ ůěřěğ őďŋş, šő ňőęŋő ćżąřăśżćăšĳ šş ĺğ ŋĺţ, łőšőřă£ ńěćěě. Łřőňě šőčő, ňőęŋő ŕőďłńăďżćăšĳ śŕřăćă ń¿ąőě łőńĺůěśšćő ŕěřťőłăřš ĺğ ďřşčĺţ łőńőď. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő ŕőďłńăďżćăšĳ ĺ ćżąřăśżćăšĳ ŕěřťőłăřšż šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ć łőŋűě łőŋűőć ĺţ őśšăńőśĳ šőńĳłő ůěšżřě.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śşźěśšćşěš ńĺ šăłőě ůĺśńő h, ůšő ŋĺ ďń£ łăłőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă n ůĺśńő [h · 1969^n] ŋě ďěńĺšś£ ŋă [h · 1969^{n−1}]?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋ łćăďřăš ABCD. Ŋăľšĺ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő (ňŋőęěśšćő) šăłĺţ šőůěł M, ůšő ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő̸ AMB ≠ CMD.

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋż ďćă űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńă m ĺ n. Ćżŕĺśżćă¿šś£ ćśě řăğńĺůŋżě ďěńĺšěńĺ ůĺśńă m | ůĺśńă a, b, . . . , k | ĺ ćśě řăğńĺůŋżě ďěńĺšěńĺ ůĺśńă n | ůĺśńă s, t, . . . , z. (Śăňő ůĺśńő ĺ 1 šőęě ćłń¿ůă¿šś£ ć ůĺśńő ďěńĺšěńěľ.) Őłăğăńőśĳ, ůšő

a + b + · · · + k = s + t + · · · + z ĺ 1 a + 1 b + · · · + 1 k = 1 s + 1 t + · · · + 1 z . Ďőłăğăšĳ, ůšő m = n. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ś ůĺśńőň 123456789101112 . . .9989991000 ŕřőĺğćőďĺšś£ śńěďş¿źă£ őŕěřăűĺ£: ğăůěřłĺćă¿šś£ ďćě śőśěďŋĺě űĺťřż a ĺ b (a śšőĺš ŕěřěď b) ĺ ŋă ĺţ ňěśšő ćśšăćń£ěšś£ ůĺśńő a + 2b (ňőęŋő ć łăůěśšćě a ćğ£šĳ ŋşńĳ, Àśšő£źĺľÁ ŕěřěď ůĺśńőň, ă ć łăůěśšćě b | ŕěřćş¿ űĺťřş ůĺśńă). Ś ŕőńşůěŋŋżň ůĺśńőň ŕřőĺğćőďĺšś£ šăłă£ ęě őŕěřăűĺ£ ĺ š.ď. (Ŋăŕřĺňěř, ĺğ ůĺśńă 118 307 ňőęŋő ŋă ŕěřćőň ÿăčě ŕőńşůĺšĳ ůĺśńă 218 307, 38 307, 117 307, 111 407, 11 837, 118 314.) Ďőłăğăšĳ, ůšő šăłĺň śŕőśőąőň ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ůĺśńő 1.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋěłĺľ ťěřňěř ŕřĺőąřěń łćăďřăšŋżľ şůăśšőł ğěňńĺ, őąŋěś ěčő ğăąőřőň ĺ ŕőńşůĺń ş ďőćěřůĺćőčő ăřěŋďăšőřă ďőłşňěŋš, ć łőšőřőň śłăğăŋő, ůšő őŋ ĺňěěš ŕřăćő ŋěśłőńĳłő řăğ ŕřőĺğćěśšĺ śńěďş¿źş¿ őŕěřăűĺ¿: ŕřőćěśšĺ ŕř£ňş¿ ůěřěğ ń¿ążě ďćě šőůłĺ ğăąőřă, őčőřăęĺćă¿źěčő ěčő şůăśšőł, śŋěśšĺ şůăśšőł ğăąőřă ňěęďş ¡šĺňĺ ďćşň£ šőůłăňĺ ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŕř£ňőľ ĺ ďőśšřőĺšĳ šăłőľ ęě łşśőł ğăąőřă ś ďřşčőľ śšőřőŋż śĺňňěšřĺůŋő śŋěśěŋŋőľ ůăśšĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ćżąřăŋŋőľ ŕř£ňőľ. Śňőęěš ńĺ őŋ šăłĺňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ şćěńĺůĺšĳ ŕńőźăďĳ śćőěčő şůăśšłă?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďćőě ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş. Łăęďżľ ĺčřőł ŕő őůěřěďĺ ćżůěřłĺćăěš 9 ůĺśěń (ŕő śćőěňş ćżąőřş) ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 1, 2, 3, . . . , 100, 101. Ŕőśńě őďĺŋŋăďűăšĺ šăłĺţ ćżůěřłĺćăŋĺľ őśšăŋşšś£ ďćă ůĺśńă. Ğăšěň ćšőřőľ ĺčřőł ŕřĺśşęďăěš ŕěřćőňş śšőńĳłő őůłőć, łăłőćă řăğŋĺűă ňěęďş ¡šĺňĺ őśšăćÿĺňĺś£ ůĺśńăňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕěřćżľ ĺčřőł ćśěčďă śňőęěš ŋăąřăšĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě 55 őůłőć, łăł ąż ŋĺ ĺčřăń ćšőřőľ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć łřşčńżľ ŕşďĺŋč řăďĺşśă 10 śň ğăŕěůěŋă ęěňůşęĺŋă řăďĺşśă 3 ňň. Ňż ţőšĺň ěě ŋăľšĺ. Ďń£ ¡šőčő řăğřěÿăěšś£ řăğřěğăšĳ ŕşďĺŋč őśšřżň ŋőęőň ŕő ŕř£ňőľ ŋă ďćě (őďĺŋăłőćżě ĺńĺ řăğŋżě) ůăśšĺ. Ěśńĺ ęěňůşęĺŋă ŋě ŕőŕăďěš ŕőď ŋőę, ňőęŋő őďŋş ĺğ ¡šĺţ ůăśšěľ śŋőćă řăğřěğăšĳ; ěśńĺ őŋă śŋőćă ŋě ąşďěš őąŋăřşęěŋă, ňőęŋő řăğřěğăšĳ őďŋş ĺğ šřěţ ŕőńşůĺćÿĺţś£ ůăśšěľ ĺ š.ď. Ďőłăğăšĳ, ůšő, łăł ąż ňż ŋĺ řěğăńĺ, ňőęěš śńşůĺšĳś£, ůšő ŕőśńě 32 řăğřěğőć ęěňůşęĺŋă ćśě ěźě ŋě ąşďěš őąŋăřşęěŋă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő šăł śďěńăšĳ 33 řăğřěğă, ůšő ęěňůşęĺŋă őą£ğăšěńĳŋő ąşďěš őąŋăřşęěŋă, čďě ąż őŋă ŋĺ ŋăţőďĺńăśĳ.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ÿăţňăšŋőľ ďőśłě ŋă ŕőńě a1 śšőĺš ąěńżľ łőŋĳ. Ďćőě ŕő őůěřěďĺ ğăňăğżćă¿š ŕő őďŋőľ łńěšłě ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ ąőłśĺšőćżň łńěěň. Ŕřĺ ¡šőň őŋĺ ďőńęŋż ğăňăğżćăšĳ šăł, ůšőąż łőŋĳ ňőč ŕřőľšĺ ć ń¿ąş¿ ŋěğăňăğăŋŋş¿ łńěšłş, ŋĺčďě ŋě ŕřĺłńěĺćÿĺśĳ (łőŋĳ ţőďĺš ŕő őążůŋżň ÿăţňăšŋżň ŕřăćĺńăň). Ŕřőĺčřżćăěš šőš, łšő ŋě ňőęěš śďěńăšĳ őůěřěďŋőčő ţőďă. Łšő ćżĺčřżćăěš ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőľ ĺčřě: śďěńăćÿĺľ ŕěřćżľ ţőď ĺńĺ ěčő ŕăřšŋěř?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ĺňěěšś£ ďćă ŕřăćĺńĳŋżţ ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă ś őďŋőľ őąźěľ ćěřÿĺŋőľ. Ćěřÿĺŋż łăęďőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă ŋşňěřş¿šś£ ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě űĺťřăňĺ őš 1 ďő 5, ŕřĺůěň ć őąźěľ ćěřÿĺŋě śšăćĺšś£ űĺťřă 1. Ćěřÿĺŋż ś őďĺŋăłőćżňĺ ŋőňěřăňĺ śőěďĺŋěŋż ŕř£ňżňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńşůěŋŋżě ůěšżřě ŕř£ňżě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺğ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń śőśšăćń£¿šś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ć łőšőřżţ łăęďőě ŕőśńěďş¿źěě ůĺśńő ąőńĳÿě łćăďřăšă ŕřěďżďşźěčő, ă ŕőśńěďŋěě ůĺśńő ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăćŋő 1969 (ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňőčşš ĺňěšĳ řăğŋş¿ ďńĺŋş). Ďőłăğăšĳ, ůšő řăğńĺůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ šăłőčő ćĺďă ňěŋĳÿě ůěň 1969.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ř£ď ŕőśšăćńěŋő 100 łşąĺłőć: 77 ůěřŋżţ ĺ 23 ąěńżţ. Őŋĺ řăśśšăćńěŋż ŕřĺąńĺğĺšěńĳŋő řăćŋőňěřŋő, š.ě. ěśńĺ ć ń¿ąőň ňěśšě őšňěšĺšĳ ŋěłőšőřőě łőńĺůěśšćő łşąĺłőć ŕőďř£ď ĺ ŕőšőň ć ďřşčőň ňěśšě őšňěšĺšĳ šăłőě ęě ůĺśńő łşąĺłőć ŕőďř£ď, šő ůĺśńő ůěřŋżţ łşąĺłőć ć ŕěřćőň ŋăąőřě őšńĺůăěšś£ őš ůĺśńă ůěřŋżţ łşąĺłőć ćő ćšőřőň ŋăąőřě ŋě ąőńěě ůěň ŋă 1; ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ ŕěřćżľ ŋăąőř śšőĺš ŋă ńěćőň łřă¿, šő ůĺśńő ůěřŋżţ łşąĺłőć ć ŋěň ŋě ąőńĳÿě, ůěň ćő ćšőřőň ŋăąőřě, ă ěśńĺ ŕěřćżľ ŋăąőř śšőĺš ŋă ŕřăćőň łřă¿, šő ůĺśńő ůěřŋżţ łşąĺłőć ć ŋěň ŋě ňěŋĳÿě, ůěň ćő ćšőřőň ŋăąőřě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ řăśśšăćĺšĳ ďřşčőľ ŋăąőř ĺğ 77 ůěřŋżţ ĺ 23 ąěńżţ łşąĺłőć šăł, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńĺśĳ šě ęě şśńőćĺ£, šő ąěńżě łşąĺłĺ ąşďşš śšő£šĳ ŋă šěţ ęě ňěśšăţ.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďćőě ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş. Łăęďżľ ĺčřőł ŕő őůěřěďĺ ćżůěřłĺćăěš őďŋő ůĺśńő ĺğ ř£ďă 1, 2, 3, . . . , 27 ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě őśšăŋěšś£ ďćă ůĺśńă. Ěśńĺ śşňňă ¡šĺţ ůĺśěń ďěńĺšś£ ŋă 5, šő ćżĺčřżćăěš ŕěřćżľ ĺčřőł, ěśńĺ ŋě ďěńĺšś£ | šő ćšőřőľ. Łšő ćżĺčřăěš ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőľ ĺčřě: ŕěřćżľ ĺńĺ ćšőřőľ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺňěěšś£ ŕ£šăł, ś ŕőňőźĳ¿ łőšőřőčő ňőęŋő ůěřšĺšĳ őłřşęŋőśšĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ (őąćőďĺšĳ ŕ£- šăł). Řăğřěÿăěšś£ ś ěčő ŕőňőźĳ¿ ŕřőćőďĺšĳ őłřşęŋőśšĳ ůěřěğ őďŋş ĺńĺ ďćě ďăŋŋżě šőůłĺ (řăśŕőńőęěŋŋżě ďőśšăšőůŋő ąńĺğłő ďřşč őš ďřşčă). Ŋă ŕńőśłőśšĺ ğăďăŋż šřĺ šőůłĺ, łőšőřżě ňőęŋő ğăłřżšĳ őďŋĺň ŕ£šăłőň ĺ łőšőřżě ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ ĺńĺ ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ, řăćŋőľ őłřşęŋőśšĺ ŕ£šăłă. Ŕőśšřőĺšĳ ůěšćěřšş¿ šőůłş šăł, ůšőąż ŕőńşůěŋŋżě ůěšżřě šőůłĺ ńěęăńĺ ć ćěřÿĺŋăţ ŕăřăńńěńőčřăňňă. Řăğřěÿăěšś£ ĺśŕőńĳğőćăšĳ šőńĳłő őďĺŋ ŕ£šăł.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Őďŋă ŕőď ďřşčőľ ćżŕĺśăŋż 2^{n−1} řăğńĺůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺğ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű ďńĺŋż n. Ĺğćěśšŋő, ůšő ďń£ ń¿ążţ šřěţ ĺğ ćżŕĺśăŋŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ŋăľďěšś£ šăłőľ ŋőňěř p, ůšő ć p-ň řăğř£ďě ş ŋĺţ śšőĺš 1 (ş ćśěţ šřěţ). Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŋěłőšőřőň řăğř£ďě ş ćśěţ ćżŕĺśăŋŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ śšőĺš 1 ĺ šăłőľ řăğř£ď šőńĳłő őďĺŋ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć śšřăŋě Ăŋůşřĺĺ, čďě ŕřăćĺš ŕřěğĺďěŋš Ňĺřăťńőřěś, ŕřĺąńĺğĺńőśĳ ćřěň£ ŋőćżţ ŕřěğĺďěŋšśłĺţ ćżąőřőć. Ć śšřăŋě řőćŋő 20 ňĺńńĺőŋőć ĺğąĺřăšěńěľ, ĺğ łőšőřżţ šőńĳłő őďĺŋ ŕřőűěŋš ŕőďďěřęĺćăěš Ňĺřăťńőřěśă (řěčşń£řŋă£ ăřňĺ£ Ăŋůşřĺĺ). Ňĺřăťńőřěś, ěśšěśšćěŋŋő, ţőůěš ążšĳ ĺğąřăŋŋżň, ŋő, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, őŋ ţőůěš, ůšőąż ćżąőřż ążńĺ ÀďěňőłřăšĺůěśłĺňĺÁ. ÀĎěňőłřăšĺůěśłĺň čőńőśőćăŋĺěň Á Ňĺřăťńőřěś ŋăğżćăěš ćőš ůšő: ćśě ĺğąĺřăšěńĺ řăğąĺćă¿šś£ ŋă řăćŋżě čřşŕŕż; łăęďă£ ĺğ ¡šĺţ čřşŕŕ ćŋőćĳ řăğąĺćăěšś£ ŋă ŋěłőšőřőě łőńĺůěśšćő řăćŋżţ čřşŕŕ, ŕřĺůěň ą«őńĳÿĺě čřşŕŕż ňőčşš řăğąĺćăšĳś£ ŋă řăğŋőě łőńĺůěśšćő ňěŋĳÿĺţ čřşŕŕ, ğăšěň ¡šĺ čřşŕŕż śŋőćă řăğąĺćă¿šś£ ĺ š.ď. Ć śăňżţ ňěńłĺţ čřşŕŕăţ ćżąĺřă¿š ŕřěďśšăćĺšěń£ čřşŕŕż | ćżąőřźĺłă | ďń£ čőńőśőćăŋĺ£ ć ąőńĳÿěľ čřşŕŕě: ćżąőřźĺłĺ ć ¡šőľ ąőńĳÿěľ čřşŕŕě ćżąĺřă¿š ćżąőřźĺłă ďń£ čőńőśőćăŋĺ£ ć ěźě ąőńĳÿěľ čřşŕŕě ĺ š.ď. Ŋăłőŋěű, ŕřěďśšăćĺšěńĺ śăňżţ ąőńĳÿĺţ čřşŕŕ ćżąĺřă¿š ŕřěğĺďěŋšă. Ňĺřăťńőřěś ďěńĺš ĺğąĺřăšěńěľ ŋă čřşŕŕż ŕő śćőěľ ćőńě ĺ ĺŋśšřşłšĺřşěš śćőĺţ śšőřőŋŋĺłőć, łăł ĺň čőńőśőćăšĳ. Śňőęěš ńĺ őŋ šăł őřčăŋĺğőćăšĳ ÀďěňőłřăšĺůěśłĺěÁ ćżąőřż, ůšőąż ěčő ćżąřăńĺ? (Ć łăęďőľ čřşŕŕě ćżąőřźĺłĺ ćżąĺřă¿š śćőěčő ŕřěďśšăćĺšěń£ ŕřőśšżň ąőńĳÿĺŋśšćőň. Ŕřĺ řăćěŋśšćě čőńőśőć ŕőąěęďăěš őŕŕőğĺűĺ£.)

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕřăćĺńĳŋżľ 1000-şčőńĳŋĺł řăğąĺš ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ďĺăčőŋăń£ňĺ ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ¡šĺţ ďĺăčőŋăńěľ ŋăľďěšś£ ŋě ňěŋěě 8 ďĺăčőŋăńěľ, ďńĺŋż łőšőřżţ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďćă ňşďřěűă ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş. Ćżŕĺśăŋż ůĺśńă 0, 1, 2, . . . , 1024. Ŕěřćżľ ňşďřěű ğăůěřłĺćăěš 512 ůĺśěń (ŕő śćőěňş ćżąőřş), ćšőřőľ ğăůěřłĺćăěš 256 ĺğ őśšăćÿĺţś£, ğăšěň śŋőćă ŕěřćżľ ğăůěřłĺćăěš 128 ůĺśěń ĺ š.ď. Ŋă ďěś£šőň ÿăčě ćšőřőľ ňşďřěű ğăůěřłĺćăěš őďŋő ůĺśńő; őśšă¿šś£ ďćă ůĺśńă. Ŕőśńě ¡šőčő ćšőřőľ ňşďřěű ŕńăšĺš ŕěřćőňş řăğŋĺűş ňěęďş ¡šĺňĺ ůĺśńăňĺ. Łăł ćżčőďŋěě ĺčřăšĳ ŕěřćőňş ňşďřěűş? Łăł ćšőřőňş? Śłőńĳłő şŕńăšĺš ćšőřőľ ňşďřěű ŕěřćőňş, ěśńĺ őąă ąşďşš ĺčřăšĳ ŋăĺńşůÿĺň őąřăğőň? (Śř. ś ğăďăůěľ 4 ďń£ 7 łńăśśă ĺ ś ğăďăůěľ 1 ďń£ 9 łńăśśă.)

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ęěśšłă£ ŕřőćőńőłă ćżčŋşšă ć ťőřňě ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ĺ łřă£ ěě ğăŕă£ŋż. Řăğřěÿăěšś£ ŕěřěčĺąăšĳ łşśőł ŕřőćőńőłĺ, ğăłń¿ůěŋŋżľ ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ ěě šőůłăňĺ šăł, ůšőąż őšőčŋşšżľ łşśőł ążń śĺňňěšřĺůěŋ ŕřěęŋěňş őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ¡šĺ šőůłĺ (ěśńĺ ¡šĺ šőůłĺ śőćŕăďă¿š, šő ŕř£ňş¿ ůěřěğ ŋĺţ ňőęŋő ŕřőćőďĺšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň). Šăł řăğřěÿăěšś£ ďěńăšĳ ŋěśłőńĳłő řăğ. Ňőęŋő ńĺ ŋěśłőńĳłĺňĺ šăłĺňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ ŕőńşůĺšĳ ŕřăćĺńĳŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł šőčő ęě ŕěřĺňěšřă? (Śř. ś ğăďăůěľ 3 ďń£ 7 łńăśśă).

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć ÿăřőőąřăğŋżľ ŕşďĺŋč řăďĺşśă 20 śň ğăŕěůěŋă ęěňůşęĺŋă řăďĺşśă 3 ňň. Ňż ţőšĺň ěě ŋăľšĺ. Ďń£ ¡šőčő řăğřěÿăěšś£ řăğřěğăšĳ ŕşďĺŋč őśšřżň ŋőęőň ŕő ŕř£ňőľ ŋă ďćě (őďĺŋăłőćżě ĺńĺ řăğŋżě) ůăśšĺ. Ěśńĺ ęěňůşęĺŋă ŋě ŕőŕăďěš ŕőď ŋőę, šő ňőęŋő őďŋş ĺğ ¡šĺţ ůăśšěľ śŋőćă řăğřěğăšĳ; ěśńĺ őŋă śŋőćă ŋě ąşďěš őąŋăřşęěŋă, ňőęŋő řăğřěğăšĳ őďŋş ĺğ šřěţ ŕőńşůĺćÿĺţś£ ůăśšěľ ĺ š.ď. Ďőłăğăšĳ, ůšő, łăł ąż ňż ŋĺ řěğăńĺ, ňőęěš śńşůĺšĳś£, ůšő ŕőśńě 65 řăğřěğőć ęěňůşęĺŋă ćśě ěźě ŋě ąşďěš őąŋăřşęěŋă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő šăł śďěńăšĳ 66 řăğřěğőć, ůšő ęěňůşęĺŋă őą£ğăšěńĳŋő ąşďěš őąŋăřşęěŋă, čďě ąż őŋă ŋĺ ŋăţőďĺńăśĳ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă łńěšłăţ ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ 8×8 ŋăŕĺśăŋż ůĺśńă, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă ŋşń¿. Ğăšěň łăęďş¿ łńěšłş řăğąĺńĺ ŋă 4 £ůěľłĺ (ćěřšĺłăńĳŋżňĺ ĺ čőřĺğőŋšăńĳŋżňĺ ńĺŋĺ£ňĺ). Ňőęŋő ńĺ šăł ćŕĺśăšĳ ůĺśńă ć £ůěľłĺ, ůšőąż őďŋőćřěňěŋŋő ćżŕőńŋ£ńĺśĳ şśńőćĺ£: ă) ć £ůěľłăţ ş łřă£ ďőśłĺ śšő£ńĺ ŋşńĺ; ą) ďń£ łăęďőľ łńěšłĺ śşňňż ůĺśěń, śšő£źĺţ ć ůěšżřěţ £ůěľłăţ ¡šőľ łńěšłĺ, řăćŋ£ńĺśĳ ůĺśńş, łőšőřőě řăŋĳÿě ążńő ć ŋěľ ŋăŕĺśăŋő; ć)ďń£ łăęďőčő şğńă ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ (šăň, čďě ćśšřěůă¿šś£ 4 łńěšłĺ) śşňňă ůĺśěń, śšő£źĺţ ć ŕřĺňżłă¿źĺţ ł ŋěňş ůěšżřěţ £ůěľłăţ, řăćŋ£ńăśĳ ŋşń¿?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Šřěąşěšś£ řăśśšăćĺšĳ 1969 łşąĺłőć ć ř£ď šăł, ůšőąż ůăśšĳ ĺğ ŋĺţ | ůĺśńő ňěęďş 0 ĺ 1969 | ążńĺ ąěńżňĺ, ă őśšăńĳŋżě | ůěřŋżňĺ, ŕřĺůěň űćěšă ďőńęŋż řăśŕřěďěń£šĳś£ ŕřĺąńĺğĺšěńĳŋő řăćŋőňěřŋő (śň. şśńőćĺě ğăďăůĺ 5 ďń£ 8 łńăśśă). Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ŕő łřăľŋěľ ňěřě 1970 řăğńĺůŋżţ śŕőśőąőć řăśśšăŋőćłĺ łşąĺłőć ć ř£ď šăł, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńĺśĳ ¡šĺ šřěąőćăŋĺ£.

Řěÿ 5.

XXXIII őńĺňŕĺăďă (1970)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ąěśłőŋěůŋőľ ÿăţňăšŋőľ ďőśłě ŋă ďćşţ śőśěďŋĺţ ŕő ďĺăčőŋăńĺ ůěřŋżţ ŕőń£ţ śšő£š ďćě ůěřŋżě ÿăÿłĺ. Ňőęŋő ńĺ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ŕőśšăćĺšĳ ŋă ¡šş ďőśłş ŋěłőšőřőě ůĺśńő ůěřŋżţ ÿăÿěł ĺ őďŋş ąěńş¿ šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ąěńă£ őďŋĺň ţőďőň ćğ£ńă ćśě ůěřŋżě ÿăÿłĺ, ćłń¿ůă£ ďćě ŕěřćőŋăůăńĳŋő śšő£ćÿĺě?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă 99 łăřšőůłăţ ŕĺÿşšś£ ůĺśńă 1, 2, 3, . . . , 99. Ğăšěň łăřšőůłĺ ŕěřěňěÿĺćă¿šś£, řăśłńăďżćă- ¿šś£ ůĺśšżňĺ śšőřőŋăňĺ ććěřţ ĺ ŋă ůĺśšżţ śšőřőŋăţ śŋőćă ŕĺÿşšś£ ůĺśńă 1, 2, 3, 4, . . . , 99. Ďń£ łăęďőľ łăřšőůłĺ ůĺśńă, śšő£źĺě ŋă ŋěľ, śłńăďżćă¿šś£ ĺ 99 ŕőńşůěŋŋżţ śşňň ŕěřěňŋőęă¿šś£. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺšś£ ů-ěšŋőě ůĺśńő.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ćŋşšřĺ ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC ńěęĺš šőůłă O. Ĺğćěśšŋő, ůšő̸ AOB = 113^∘, ̸BOC = 123^∘. Ŋăľšĺ şčńż šřěşčőńĳŋĺłă, śšőřőŋż łőšőřőčő řăćŋż őšřěğłăň OA, OB, OC.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ŋăąőřě ĺňěěšś£ 100 čĺřĳ, łăęďżě ďćě ĺğ łőšőřżţ őšńĺůă¿šś£ ŕő ňăśśě ŋě ąőńěě ůěň ŋă 20 č. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šĺ čĺřĺ ňőęŋő ŕőńőęĺšĳ ŋă ďćě ůăÿłĺ ćěśőć, ŕő 50 ÿšşł ŋă łăęďş¿, šăł, ůšőąż őďŋă ůăÿłă ćěśőć ążńă ńěčůě ďřşčőľ ŋě ąőńěě ůěň ŋă 20 č.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć čőřőďě X ĺňěěšś£ 1000 łőššěďęěľ, ć łăęďőň ĺğ łőšőřżţ ęĺćěš ŕő őďŋőňş ůěńőćěłş. Ć őďĺŋ ŕřěłřăśŋżľ ďěŋĳ łăęďżľ ůěńőćěł ŕěřěěğęăěš ĺğ śćőěčő ďőňă ć łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ (ŕěřěěğď őśşźěśšćń£- ěšś£ šăł, ůšő ŕőśńě ŋěčő ć łăęďőň ďőňě ęĺćěš őďĺŋ ęĺńěű). Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńě ŕěřěěğďă ňőęŋő šăł ŕőłřăśĺšĳ ćśě 1000 łőššěďęěľ śĺŋěľ, ğěńěŋőľ ĺ łřăśŋőľ łřăśłăňĺ, ůšőąż ş łăęďőčő ţőğ£ĺŋă űćěš ěčő ŋőćőčő ďőňă őšńĺůăńś£ őš űćěšă śšăřőčő ďőňă.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Őłőńő őłřşęŋőśšĺ őŕĺśăŋ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł ABCDE, śšőřőŋż łőšőřőčő | űěńżě ůĺśńă ĺ AB = CD = 1. Őłřşęŋőśšĳ łăśăěšś£ śšőřőŋż BC ć šőůłě K. Ŋăľšĺ ďńĺŋş őšřěğłă BK.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă ŕř£ňőşčőńĳŋőň ńĺśšě ąşňăčĺ řăśśšăćńěŋż 16 ůěřŋżţ šőůěł. Ďń£ łăęďőľ ŕăřż šőůěł ŕřőďěńżćăěšś£ śńěďş¿źă£ őŕěřăűĺ£: őŋĺ śőěďĺŋ£¿šś£ őšřěğłőň, ĺ ğăšěň ŕř£ňőşčőńĳŋĺł, ďĺăčőŋăńĳ¿ łőšőřőčő £ćń£ěšś£ ¡šőš őšřěğőł, ă śšőřőŋż ŕăřăńńěńĳŋż śšőřőŋăň ńĺśšă, ğăłřăÿĺćăěšś£ łřăśŋżň űćěšőň (ĺňěěšś£ ć ćĺďş, ůšő ůěřŋżě šőůłĺ ŕřőśćěůĺćă¿š ŋă łřăśŋőň ťőŋě). Śłőńĳłő śšőřőŋ ňőęěš ĺňěšĳ ğăłřăÿěŋŋă£ ťĺčşřă? (Şłăğăšĳ ćśě őšćěšż, łőšőřżě ňőčşš ŕőńşůĺšĳś£ ŕřĺ řăğńĺůŋżţ řăśŕőńőęěŋĺ£ţ šőůěł.)

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă łăęďş¿ ůăÿłş ćěśőć ŕőńőęĺńĺ k čĺřĳ, ğăŋşňěřőćăŋŋżţ ůĺśńăňĺ őš 1 ďő k, ŕřĺů-ěň ńěćă£ ůăÿłă ŕěřěćěśĺńă. Őłăğăńőśĳ, ůšő ěśńĺ ŕőňěŋ£šĳ ůăÿłăňĺ ń¿ążě ďćě čĺřĺ ś őďĺŋăłőćżňĺ ŋőňěřăňĺ, šő ćśěčďă ńĺąő ŕřăćă£ ůăÿłă ŋăůĺŋăěš ŕěřěćěÿĺćăšĳ, ńĺąő ůăÿłĺ ŕřĺţőď£š ć řăćŋőćěśĺě. Ŕřĺ łăłĺţ k ¡šő ćőğňőęŋő?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. 12 šěŋŋĺśĺśšőć şůăśšćőćăńĺ ć šşřŋĺřě. Ĺğćěśšŋő, ůšő łăęďżě ďćă šěŋŋĺśĺśšă śżčřăńĺ ňěęďş śőąőľ řőćŋő őďĺŋ řăğ ĺ ŋě ążńő ŋĺ őďŋőčő šěŋŋĺśĺśšă, ŕřőĺčřăćÿěčő ćśě ćśšřěůĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďşšś£ šěŋŋĺśĺśšż A, B, C šăłĺě, ůšő A ćżĺčřăń ş B, B ş C, C ş A. (Ć šěŋŋĺśě ŋĺůĳĺţ ŋě ążćăěš.)

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ćďőńĳ ŕř£ňőľ ďőřőčĺ řăśŕőńăčăńĺśĳ 113 ďćőřűőć, ć łăęďőň ĺğ łőšőřżţ ęĺń łőřőńĳ. Ěęěďŋěćŋő őďĺŋ ĺğ ŋĺţ şśšřăĺćăń ŕřĺěň, ŋă łőšőřżľ şšřőň śžěğęăńĺśĳ ćśě őśšăńĳŋżě, ă ćěůěřőň śńşčĺ řăğćőğĺńĺ ĺţ ŕő ďőňăň. Šăł őŋĺ ęĺńĺ čőď ĺ ŋĺłşďă ąőńĳÿě ŋě ćżěğęăńĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śăňżľ ąőńĳÿőľ ŕşšĳ ğă ¡šőš čőď ŕřőěţăń őďĺŋ ĺğ łőřőńěľ, ęĺćşźĺţ ć łřăľŋĺţ ďćőřűăţ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Łăłőě ňăłśĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ů-ěřŋżţ ÿăÿěł ňőęŋő řăśśšăćĺšĳ ŋă ÿăÿěůŋőľ ďőśłě 8 × 8 šăł, ůšőąż ŕřőśšă£ ąěńă£ ÿăÿłă ňőčńă ćğ£šĳ ĺţ ćśě ğă őďĺŋ ţőď, ŋě ŕőŕăďă£ ŕřĺ ¡šőň ć ďăňłĺ? Ÿăÿłĺ śšő£š ŋă ů-ěřŋżţ ŕőń£ţ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋő 999-ğŋăůŋőě ůĺśńő. Ĺğćěśšŋő, ůšő ěśńĺ ćğ£šĳ ĺğ ŋěčő ń¿ążě 50 ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ űĺťř ĺ ćżůěřłŋşšĳ ćśě őśšăńĳŋżě, šő ŕőńşůěŋŋőě ůĺśńő ąşďěš ďěńĺšĳś£ ŋă 2^{50}. (Őŋő ňőęěš ŋăůĺŋăšĳś£ ś ŋşńěľ ĺńĺ ŕřőśšő ążšĳ ŋşń-ěň.) Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺśţőďŋőě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 2^{999}.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕőśšřőĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł ŕő řăďĺşśş őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ ĺ ąĺśśěłšřĺśě şčńă A, ěśńĺ ĺğćěśšŋő, ůšő̸ B −̸ C = 90^∘.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ňşďřżľ šăřăłăŋ, łőšőřżľ ćĺďĺš ŋě ďăńĳÿě, ůěň ŋă 1 śň, řěÿĺń őšżśłăšĳ Ĺśšĺŋş. Ŋăţőďĺšś£ őŋă ć šőůłě, řăśśšő£ŋĺě ďő łőšőřőľ D śň. Šăřăłăŋ ňőęěš ďěńăšĳ ÿăčĺ, łăęďżľ ďńĺŋőľ ŋě ąőńěě 1 śň, ĺ ŕőśńě łăęďőčő ÿăčă ěňş čőćőř£š, ŕřĺąńĺğĺńś£ őŋ ł Ĺśšĺŋě ĺńĺ ŋěš. Šăřăłăŋ ňőęěš ŕőňŋĺšĳ ćś-ě, ć ůăśšŋőśšĺ ŋăŕřăćńěŋĺě śćőĺţ ÿăčőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő őŋ śňőęěš őšżśłăšĳ Ĺśšĺŋş, śďěńăć ŋě ąőńěě^3_2 D + 7 ÿăčőć.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ňăśśă łăęďőľ ĺğ 19 čĺřĳ ŋě ąőńĳÿě 70 č ĺ řăćŋă űěńőňş ůĺśńş čřăňňőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ¡šĺţ čĺřĳ ŋěńĳğ£ śőśšăćĺšĳ ąőńěě 1230 řăğńĺůŋżţ ŕő ňăśśě ŋăąőřőć.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć şčőń ABC ćŕĺśăŋż ďćě ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ őłřşęŋőśšĺ O_1 ĺ O_2. M | šőůłă łăśăŋĺ£ O_1 ś BA, P | šőůłă łăśăŋĺ£ O_2 ś BC. Ďőłăğăšĳ, ůšő őłřşęŋőśšĺ O_1 ĺ O_2 ćżśěłă¿š ŋă ŕř£ňőľ MP ţőřďż řăćŋőľ ďńĺŋż.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ş ůĺśńă 2^{1970} ğăůěřłŋşńĺ ěčő ŕěřćş¿ űĺťřş ĺ ŕřĺąăćĺńĺ ěě ł őśšăćÿěňşś£ ůĺśńş. Ś řěğşńĳšăšőň ŕřőďěńăńĺ šş ęě őŕěřăűĺ¿ ĺ š.ď., ďő šěţ ŕőř ŕőłă ŋě ŕőńşůĺńĺ 10-ğŋăůŋőě ůĺśńő. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň ůĺśńě ěśšĳ ďćě őďĺŋăłőćżě űĺťřż.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż 200 šőůěł, ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ łőšőřżţ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ňőęŋő ńĺ ğăŋşňěřőćăšĳ ¡šĺ šőůłĺ ŋőňěřăňĺ őš 1 ďő 200 šăł, ůšőąż ćśě śšő ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłĺ ś ŋőňěřăňĺ 1 ĺ 101, 2 ĺ 102, . . . , 100 ĺ 200, ŕőŕăřŋő ŕěřěśěłăńĺśĳ?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ŋěłőšőřżţ łńěšłăţ šăąńĺűż 100×100 śšő£š łřěśšĺłĺ. Ĺğćěśšŋő, ůšő ć łăęďőľ śšřőłě śšőĺš ţőš£ ąż őďĺŋ łřěśšĺł ĺ ć łăęďőň śšőńąűě šőęě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő őšňěšĺšĳ 10 śšřőł ĺ 10 śšőńąűőć šăł, ůšő ěśńĺ śšěřěšĳ ćśě łřěśšĺłĺ ć őšňěůěŋŋżţ śšőńąűăţ ĺ śšřőłăţ, šő ć łăęďőľ ŋěőšňěůěŋŋőľ śšřőłě őśšăŋěšś£ ţőš£ ąż őďĺŋ łřěśšĺł ĺ ć łăęďőň śšőńąűě šőęě.

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ űěńőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő k ďěńĺšś£ ŋă 999 999 999 (9 ďěć£šőł), šő ć ěčő ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ąőńěě 8 űĺťř őšńĺůŋż őš ŋşń£.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă 1 őšňěůěŋő 100 šőůěł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋă ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ ňőęŋő ŋăľšĺ šăłş¿ šőůłş, ůšőąż śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš ŋěě ďő ćśěţ őšňěůěŋŋżţ šőůěł ążńă ąőńĳÿě 100.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć ŕăřłě ÿěśšĳ şğłĺţ ăńńěľ őďĺŋăłőćőľ ďńĺŋż, ůěšżřě ĺğ łőšőřżţ ĺďşš ŕő śšőřőŋăň łćăďřăšă ĺ ďćě ŕő ěčő śřěďŋĺň ńĺŋĺ£ň. Ŕő ¡šĺň ăńńě£ň ňăńĳůĺł Łőń£ şąěčăěš őš ŕăŕż ĺ ňăňż. Śňőčşš ńĺ ŕăŕă ĺ ňăňă ŕőľňăšĳ Łőń¿, ěśńĺ őŋ ąěčăěš ćšřőě ążśšřěě ĺţ (ćśě šřőě ćś-ě ćřěň£ ćĺď£š ďřşč ďřşčă)?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Łćăďřăšŋżľ ńĺśš ąşňăčĺ řăğřěğă¿š ŕő ŕř£ňőľ ŋă ďćě ůăśšĺ. Őďĺŋ ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ šř-ěţ ńĺśšőć ąşňăčĺ śŋőćă řăğřěğă¿š ŕő ŕř£ňőľ ŋă ďćě ůăśšĺ ĺ š. ď. Łăłőě bfŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő řăğřěğőć ŋşęŋő śďěńăšĳ, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ 73 šřĺďűăšĺşčőńĳŋĺłă?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Łőřőńĳ Ń¿ďőćĺł ŋě ďőćěř£ěš ŋěłőšőřżň śćőĺň ŕřĺďćőřŋżň. Őŋ śőśšăćĺń ŕőńŋżľ śŕĺśőł ŕřĺďćőřŋżţ ĺ ŕřĺłăğăń łăęďőňş ĺğ ŋĺţ śńěďĺšĳ ğă őďŋĺň ĺğ őśšăńĳŋżţ. Ŕřĺ ¡šőň ŕěřćżľ ŕřĺďćőřŋżľ śńěďĺš ğă šěň, łšő śńěďĺš ğă ćšőřżň, ćšőřőľ śńěďĺš ğă šěň, łšő śńěďĺš ğă šřěšĳĺň, ĺ š.ď., ŕřěďŕőśńěďŋĺľ śńěďĺš ğă šěň, łšő śńěďĺš ğă ŕőśńěďŋĺň, ŕőśńěďŋĺľ śńěďĺš ğă šěň, łšő śńěďĺš ğă ŕěřćżň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ş Ń¿ďőćĺłă ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő ŕřĺďćőřŋżţ.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ćŋşšřĺ łřşčă řăďĺşśă 1 ň řăśŕőńőęěŋż n šőůěł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łřşčě ĺńĺ ŋă ěčő čřăŋĺűě śşźěśšćşěš šőůłă, śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš łőšőřőľ ďő ćśěţ šőůěł ŋě ňěŋĳÿě n ňěšřőć.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć ňăńěŋĳłőň ğőőŕăřłě ĺğ łńěšłĺ şąěęăńă őąěğĳ£ŋă. Ě-ě ńőć£š ďćă śšőřőęă. Ĺ śšőřőęă, ĺ őąěğĳ£ŋă ąěčă¿š šőńĳłő ŕő ďőřőęłăň. Ćśěčő ć ğőőŕăřłě 6 ŕř£ňőńĺŋěľŋżţ ďőřőęěł: 3 ďńĺŋŋżě őąřăğş¿š ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł, 3 łőřőšłĺě śőěďĺŋ£¿š śěřěďĺŋż ěčő śšőřőŋ. Ć łăęďżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ őąěğĳ£ŋă ĺ śšőřőęă ćĺď£š ďřşč ďřşčă. Śňőčşš ńĺ śšőřőęă ŕőľňăšĳ őąěğĳ£ŋş, ěśńĺ őąěğĳ£ŋă ąěčăěš ć šřĺ řăğă ążśšřěě śšőřőęěľ? (Ćŋăůăńě őąă śšőřőęă ŋăţőď£šś£ ć őďŋőľ ćěřÿĺŋě šřěşčőńĳŋĺłă, ă őąěğĳ£ŋă ć ďřşčőľ.)

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă şůăśšłě ğěňńĺ łćăďřăšŋő-čŋěğďőćżň śŕőśőąőň ŕőśăęěŋő 10 000 ďěřěćĳěć: 100 ř£ďőć ŕő 100 ďěřěćĳěć. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő ďěřěćĳěć ňőęŋő śřşąĺšĳ, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ śńěďş¿źěě şśńőćĺě: ěśńĺ ćśšăšĳ ŋă ń¿ąőľ ŕěŋĳ, šő ğă ďěřěćĳ£ňĺ ŋě ąşďěš ćĺďŋő ŋĺ őďŋőčő ďřşčőčő ŕŋ£? Ďěřěćĳ£ śůĺšăšĳ ďőśšăšőůŋő šőŋłĺňĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă ńěŋšě ğăŕĺśăŋż ŕőďř£ď 80 ŋěŋşńěćżţ űĺťř. Řăğřěğăěň ńěŋšş ŋă ŋěśłőńĳłő łşśłőć, ďńĺŋă łăęďőčő ĺğ łőšőřżţ ąőńĳÿě, ůěň őďŋă űĺťřă. Ůĺśńă, ŕőńşůĺćÿĺěś£ ŋă łşśłăţ, śłńăďżćăěň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺňěěšś£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćă řăğńĺůŋżţ śŕőśőąă řăğřěğăŋĺ£ ńěŋšż, ŕřĺ łőšőřżţ ŕőńşůă¿šś£ őďĺŋăłőćżě śşňňż.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕńőśłĺľ łőřĺďőř ÿĺřĺŋőľ 1 ň ĺňěěš ťőřňş ąşłćż ÀČÁ ĺ ąěśłőŋěůěŋ ć őąě śšőřőŋż. Ŋěőąţőďĺňő ĺğčőšőćĺšĳ ŕńőśłĺľ łşśőł ŋěśčĺąăěňőľ ŕřőćőńőłĺ | ŋě őą£ğăšěńĳŋő ŕř£ňőľ | šăłőľ, ůšőąż ěčő ňőęŋő ążńő ŕřőšăźĺšĳ ŕő ćśěňş łőřĺďőřş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ŕřőćőńőłă ĺňěěš ťőřňş ńőňăŋőľ ĺ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ě-ě łőŋűăňĺ ąőńĳÿě (2 + 2 √ 2) ň, šő ŕő ćśěňş łőřĺďőřş ě-ě ŕřőšăźĺšĳ ŋěńĳğ£.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. N ďěšăńěľ ŕőńőšŋă ĺčřşÿěůŋőľ ęěńěğŋőľ ďőřőčĺ ĺňě¿š ťőřňş ůěšćěřšĺ őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă 10 śň. Ďőłăğăšĳ, ůšő, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺśőěďĺŋ££ ĺţ łőŋűăňĺ šăł, ůšőąż őŋĺ ŕńăćŋő ŕěřěţőďĺńĺ ďřşč ć ďřşčă, ŋěńĳğ£ śőśšăćĺšĳ šăłőľ ŕşšĳ, ůšőąż ěčő ŋăůăńő śőćŕăďăńő ś łőŋűőň, ă ŕěřćőě ĺ ŕőśńěďŋěě ğćěŋĳ£ őąřăğőćżćăńĺ ąż ŋşńěćőľ şčőń (řĺś.???).

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŕńőśłĺľ łőřĺďőř ÿĺřĺŋőľ 1 ň ĺňěěš ťőřňş ąşłćż ÀČÁ ĺ ąěśłőŋěůěŋ ć őąě śšőřőŋż. Ŋěőąţőďĺňő ĺğčőšőćĺšĳ ŕńőśłĺľ łşśőł ŋěśčĺąăěňőľ ŕřőćőńőłĺ | ŋě őą£ğăšěńĳŋő ŕř£ňőľ | šăłőľ, ůšőąż ěčő ňőęŋő ążńő ŕřőšăźĺšĳ ŕő ćśěňş łőřĺďőřş. Łăłőćő ňăłśĺňăńĳŋőě ćőğňőęŋőě řăśśšő£ŋĺě ňěęďş łőŋűăňĺ ŕřőćőńőłĺ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ćő ćśěţ łńěšłăţ šăąńĺűż 100 × 100 śšő£š ŕń¿śż. Řăğřěÿăěšś£ őďŋőćřěňěŋŋő ňěŋ£šĳ ğŋăłĺ ćő ćśěţ łńěšłăţ őďŋőľ śšřőłĺ ĺńĺ ęě ćő ćśěţ łńěšłăţ őďŋőčő śšőńąűă. Ňőęŋő ńĺ, ŕőńĳğş£śĳ šőńĳłő ¡šĺňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ, ŕőńşůĺšĳ 1970 ňĺŋşśőć?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Łćăďřăšŋżľ ńĺśš ąşňăčĺ řăğřěğă¿š ŕő ŕř£ňőľ ŋă ďćě ůăśšĺ. Őďĺŋ ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ šř-ěţ ńĺśšőć ąşňăčĺ śŋőćă řăğřěğă¿š ŕő ŕř£ňőľ ŋă ďćě ůăśšĺ ĺ š. ď. Łăłőě bfŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő řăğřěğőć ŋşęŋő śďěńăšĳ, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ śšő 20-şčőńĳŋĺłőć?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕő ř-ěąřăň ŕřőğřăůŋőčő łşąă ŕőńğă¿š šřĺ ŕăşłă ĺ ňşţă. Ŋăĺąőńĳÿă£ śłőřőśšĳ ňşţĺ ć šřĺ řăğă ąőńĳÿě ŋăĺąőńĳÿěľ śłőřőśšĺ ŕăşłőć. Ćŋăůăńě ŕăşłĺ ŋăţőďĺńĺśĳ ć őďŋőľ ćěřÿĺŋě łşąă, ňşţă | ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ. Śňőčşš ńĺ ŕăşłĺ ŕőľňăšĳ ňşţş? (Ŕăşłĺ ĺ ňşţă ćś-ě ćřěň£ ćĺď£š ďřşč ďřşčă.)

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Őłőńő śťěřż řăďĺşśă 10 őŕĺśăŋ ŋěłőšőřżľ 19-čřăŋŋĺł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋă ěčő ŕőćěřţŋőśšĺ ŋăľďşšś£ ďćě šőůłĺ, řăśśšő£ŋĺě ňěęďş łőšőřżňĺ ąőńĳÿě 21.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ űěńőě ŕőńőęĺšěńĳŋő ůĺśńő k ďěńĺšś£ ŋă 10 101 010 101, šő ć ěčő ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ŕő łřăľŋěľ ňěřě 6 űĺťř őšńĺůŋż őš ŋşń£.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŕő ř-ěąřăň ŕřőğřăůŋőčő łşąă ŕőńğă¿š ďćă ŕăşłă ĺ ňşţă. Ňăłśĺňăńĳŋżě śłőřőśšĺ ŕăşłă ĺ ňşţĺ śőćŕăďă¿š. Ćŋăůăńě ŕăşłĺ ŋăţőďĺńĺśĳ ć őďŋőľ ćěřÿĺŋě łşąă, ňşţă | ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ. Śňőčşš ńĺ ŕăşłĺ ŕőľňăšĳ ňşţş? (Ŕăşłĺ ĺ ňşţă ćś-ě ćřěň£ ćĺď£š ďřşč ďřşčă.)

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺňěěšś£ ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n > 1970. Ćőğĳň-ěň őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ůĺśńă 2^n ŋă 2, 3, 4, . . . , n. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ¡šĺţ őśšăšłőć ąőńĳÿě 2n.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ş Ňěřńĺŋă ěśšĳ ďćě šăąńĺűż 100 × 100; őďŋă ĺğ ŋĺţ ŕşśšă£, ă ŋă ďřşčőľ, ćőńÿěąŋőľ, ŋăŕĺśăŋż łăłĺě-šő ůĺśńă. Ŕěřćă£ šăąńĺűă ŕřĺąĺšă ł śłăńě ş ćţőďă ć ŕěźěřş, ă ćšőřă£ | ł śšěŋě ćŋşšřĺ ŕěźěřż. Ćż ňőęěšě őąćěśšĺ ŋă ŕěřćőľ šăąńĺűě łăłőľ-ŋĺąşďĳ łćăďřăš (řăğňěřőň 1 × 1, 2 × 2, . . . ĺńĺ 100 × 100), řăśŕőńőęěŋŋőň ć ń¿ąőň ňěśšě šăąńĺűż, ĺ ğă ÿĺńńĺŋč şğŋăšĳ ş Ňěřńĺŋă śşňňş ůĺśěń, śšő£źĺţ ć łńěšłăţ śőőšćěšśšćş¿źěčő łćăďřăšă ŋă ćőńÿěąŋőľ šăąńĺűě. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő ďěŋěč ŕőšřěąşěšś£, ůšőąż şğŋăšĳ śşňňş ůĺśěń ŋă ďĺăčőŋăńĺ ćőńÿěąŋőľ šăąńĺűż?

Řěÿ 5.

Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ šşř. Ďěŋĳ Ŕĺťăčőřă 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ůĺśńő 1234567 . . . 1000 şňŋőęĺńĺ ŋă łăłőě-šő űěńőě ůĺśńő őš 1 ďő 9 ĺ ćżůěřłŋşńĺ ĺğ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćśě ěďĺŋĺűż. Őśšăćÿěěś£ ŕőśńě ¡šőčő ůĺśńő őŕ£šĳ şňŋőęĺńĺ ŋă őďŋőğŋăůŋőě ůĺśńő ĺ ćżůěřłŋşńĺ ćśě ěďĺŋĺűż ĺ šăł ŕřőďěńăńĺ ňŋőčő řăğ. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő şďăśšś£ šăłĺň őąřăğőň ŕőńşůĺšĳ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺňěěšś£ ğăń řăğňěřőň 13×13 ň, řăğąĺšżľ ŋă ňěšřőćżě łćăďřăšż. Řăğřěÿăěšś£ łńăśšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋżě łőćřż ŕřőĺğćőńĳŋżţ řăğňěřőć šăł, ůšőąż ĺţ śšőřőŋż ÿńĺ ŕő śšőřőŋăň řěÿ-ěšłĺ (ć ůăśšŋőśšĺ, ŕő čřăŋĺűě ğăńă). Ňőęŋő łńăśšĳ łőćřż šăł, ůšőąż őŋĺ ůăśšĺůŋő ŕěřěłřżćăńĺśĳ ĺ ďăęě ůšőąż ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ ŕőńŋőśšĳ¿ ŕěřěłřżćăńĺśĳ őśšăńĳŋżňĺ, ŋő ŋě ďőŕşśłăěšś£, ůšőąż őďĺŋ łőć-ěř ŕőńŋőśšĳ¿ ńěęăń ŋă ďřşčőň ĺńĺ ŕőď ďřşčĺň (ďăęě ěśńĺ ňěęďş ŋĺňĺ ĺňě¿šś£ ěź-ě łőćřż). Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě łőńĺůěśšćő łőćřőć ćż ňőęěšě ŕőńőęĺšĳ, ůšőąż ¡šĺ şśńőćĺ£ ćżŕőńŋ£ńĺśĳ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŕřĺ őążůŋőľ ĺčřě ć ďőňĺŋő łőśšĺ ćżłńăďżćă¿šś£ šăł, ůšőąż řăğŋőśšĳ ňěęďş ůĺśńăňĺ ŋă śőśěďŋĺţ łőśš£ţ řăćŋ£ńăśĳ 0. Ňőęŋő ńĺ ćżńőęĺšĳ ćśě 28 łőśšěľ ć ğăňłŋşšş¿ űěŕĳ šăł, ůšőąż ćśě ¡šĺ řăğŋőśšĺ řăćŋ£ńĺśĳ ±1?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ňőęŋő ńĺ řăğąĺšĳ ůĺśńă 1, 2, 3, . . . , 33 ŋă 11 čřşŕŕ, ŕő 3 ůĺśńă ć łăęďőľ, šăł, ůšőąż ć łăęďőľ čřşŕŕě őďŋő ĺğ ůĺśěń řăćŋ£ńőśĳ śşňňě ďćşţ ďřşčĺţ?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ăńĺ-Ąăąă ŕżšăěšś£ ŕřőŋĺłŋşšĳ ć ŕěźěřş. Ş ćţőďă ć ŋě-ě śšőĺš ąăřăąăŋ ś ůěšżřĳň£ őšćěřśšĺ£ňĺ ŕő ąőłăň. Őłőńő łăęďőčő őšćěřśšĺ£ ćŋşšřĺ ŕőśšăćńěŋ ŕěřěłń¿ůăšěńĳ, ĺňě¿źĺľ ďćă ŕőńőęěŋĺ£: ÀćěřţÁ, ÀŋĺğÁ. Řăğřěÿăěšś£ ğăśşŋşšĳ řşłĺ ć łăłĺě-ńĺąő 2 őšćěřśšĺ£, ŕőźşŕăšĳ, łăł śšő£š ŕěřěłń¿ůăšěńĺ, ĺ ŕěřěłń¿ůĺšĳ ĺţ ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň (ć ůăśšŋőśšĺ, ňőęŋő ŋě ŕěřěłń¿ůăšĳ). Ŕőśńě ¡šőčő ąăřăąăŋ ŕřĺţőďĺš ć ążśšřőě ćřăźěŋĺě, šăł ůšő ŕőśńě ěčő őśšăŋőćłĺ şęě ŋěńĳğ£ şśšăŋőćĺšĳ, łăłĺě ĺňěŋŋő ŕěřěłń¿ůăšěńĺ šřőčăńĺ ć ŕřőÿńżľ řăğ. Řăğřěÿăěšś£ ŕőćšőřĺšĳ ¡šş őŕěřăűĺ¿ ďő 10 řăğ. Ďćěřĳ ć ŕěźěřş őšłřżćăěšś£ ć šőš ňőňěŋš, łőčďă ćśě ŕěřěłń¿ůăšěńĺ śšő£š őďĺŋăłőćő. Ďőłăğăšĳ, ůšő Ăńĺ-Ąăąă śşňěěš ŕőŕăśšĳ ć ŕěźěřş.

Řěÿ 5.

Ğ-ůă 6. Ĺğćěśšŋő, ůšő ć łăďř ťőšőăŕŕăřăšă, řăśŕőńőęěŋŋőčő ć šőůłě O, ŋě ňőčşš ŕőŕăśšĳ ŕřěďňěšż A ĺ B šăłĺě, ůšő şčőń AOB ąőńĳÿě 179^∘. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕőśšăćńěŋő 1000 šăłĺţ ťőšőăŕŕăřăšőć. Őďŋőćřěňěŋŋő łăęďżň ťőšőăŕŕăřăšőň ďěńă¿š ŕő őďŋőňş śŋĺňłş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľď-ěšś£ śŋĺňőł, ŋă łőšőřőň śťőšőčřăťĺřőćăŋő ŋě ąőńĳÿě 998 ťőšőăŕŕăřăšőć.

Řěÿ 6.

XXXIV őńĺňŕĺăďă (1971)

Ŕěřćżľ šşř 8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Čőřőď őąŋěś-ěŋ śšěŋőľ, ĺňě¿źěľ ťőřňş 1000-şčőńĳŋĺłă (ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źěčőś£, ŋő ŋě őą£ğăšěńĳŋő ćżŕşłńőčő). Ŋă łăęďőň şčńş ś ćŋěÿŋěľ śšőřőŋż śšőĺš ůăśőćőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľď-ěšś£ ůăśőćőľ, łőšőřżľ ćĺďĺš ňěŋěě ŕ£šĺśőš ďřşčĺţ ůăśőćżţ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Őłřşęŋőśšĳ ŕěřěśěłăěšś£ ś ćżŕşłńżň ŕ£šĺşčőńĳŋĺłőň ABCDE ć šőůłăţ A_1, A_2, B_1, B_2, . . . , E_1, E_2 (řĺś.???). Ĺğćěśšŋő, ůšő AA_1 = AA_2, BB_1 = BB_2, CC_1 = CC_2, DD_1 = DD_2. Ďőłăğăšĳ, ůšő EE_1 = EE_2.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ćő ćśěśő¿ğŋőň ťşšąőńĳŋőň šşřŋĺřě şůăśšćőćăńő 25 łőňăŋď. Ŕőśńě őłőŋůăŋĺ£ šşřŋĺřă őłăğăńőśĳ, ůšő ŋĺ ć őďŋőľ ćśšřěůě ŋĺ őďŋă ĺğ łőňăŋď ŋě ğăąĺńă ć ćőřőšă ŕřőšĺćŋĺłă ąőńěě ůěšżř-ěţ ň£ůěľ. Łăłőě śăňőě ŋĺğłőě ňěśšő ć šşřŋĺřŋőľ šăąńĺűě ňőčńă ğăŋ£šĳ łőňăŋďă čőřőďă Šąĺńĺśĺ, ğăąĺćÿă£ ň£ůěľ ąőńĳÿě, ůěň ń¿ąă£ ďřşčă£ łőňăŋďă, ĺ ŕřőŕşśšĺćÿă£ ňěŋĳÿě ń¿ąőľ ďřşčőľ łőňăŋďż?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ŋăřĺśőćăŋ łćăďřăš 100 × 100 łńěšőł. Ćŋşšřĺ łăęďőľ łńěšłĺ ŕőśšăćĺńĺ łřăśŋş¿ ĺńĺ śĺŋ¿¿ šőůłş, šăł ůšő ć łăęďőň śšőńąűě őłăğăńőśĳ 50 śĺŋĺţ ĺ 50 łřăśŋżţ šőůěł ĺ ć łăęďőľ śšřőłě őłăğăńőśĳ 50 śĺŋĺţ ĺ 50 łřăśŋżţ šőůěł. Śőěďĺŋĺň łăęďżě ďćě łřăśŋżě šőůłĺ, řăśŕőńőęěŋŋżě ć śőśěďŋĺţ łćăďřăšăţ (ĺňě¿źĺţ őąźş¿ śšőřőŋş), łřăśŋżň őšřěğłőň, ă łăęďżě ďćě śĺŋĺě šőůłĺ ć śőśěďŋĺţ łćăďřăšăţ | śĺŋĺň őšřěğłőň. Ďőłăğăšĳ, ůšő łřăśŋżţ őšřěğłőć ŕőńşůĺšś£ śšőńĳłő ęě, śłőńĳłő ĺ śĺŋĺţ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Őąőğŋăůĺň łőńĺůěśšćő űĺťř ć ůĺśńě A ůěřěğ k(A). Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő k(5^{1090701})−k(2^{1090701}) ďěńĺšś£ ŋă 2.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ćěřÿĺŋăţ ŕřăćĺńĳŋőčő 25-şčőńĳŋĺłă řăśŕőńőęěŋż ůĺśńă a_1, a_2, a_3, . . . , a_{25}, ŕřĺů-ěň a_1 = a_2 = · · · = a_{13} = 1, a_{14} = a_{15} = · · · = a_{25} = −1. Ŋăď ¡šĺňĺ ůĺśńăňĺ ŕřőĺğćěńĺ śńěďş¿źş¿ őŕěřăűĺ¿: ł łăęďőňş ůĺśńş ŕřĺąăćĺńĺ ąńĺęăľÿěě ł ŋěňş ůĺśńő ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě. Ŋăŕřĺňěř, ł a_7 ŕřĺąăćĺńĺ a_8, ł a_{25} ŕřĺąăćĺńĺ a_1. Ŕőńşůěŋŋżě ůĺśńă b_1, b_2, . . . , b_{25} řăśśšăćĺńĺ ć ćěřÿĺŋăţ ćňěśšő ůĺśěń a_1, a_2, a_3, . . . , a_{25} ć šőň ęě ŕőř£ďłě ĺ ŕřőĺğćěńĺ ŋăď ŋĺňĺ šş ęě őŕěřăűĺ¿ ĺ š.ď. Ćśěčő ¡šş őŕěřăűĺ¿ ŕřőďěńăńĺ 100 řăğ. Ďőłăğăšĳ, ůšő őďŋő ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ůĺśěń ąşďěš ąőńĳÿě 10^{20}.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŕşśšĳ ğăďăŋ ćżŕşłńżľ k-şčőńĳŋĺł P (k > 6), ŕěřĺňěšř łőšőřőčő řăćěŋ 2. Ŕőśšřőĺň ŋőćżľ ćżŕşłńżľ k-şčőńĳŋĺł M, ćěřÿĺŋż łőšőřőčő £ćń£¿šś£ śěřěďĺŋăňĺ śšőřőŋ k-şčőńĳŋĺłă P . Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕěřĺňěšř ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M ąőńĳÿě 1.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕřőćěďěŋő n ŕř£ňżţ (n > 2), ŕřĺů-ěň ŋĺłăłĺě ďćě ĺğ ŋĺţ ŋě ŕăřăńńěńĳŋż ĺ ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ĺğćěśšŋő, ůšő ňőęŋő ŕőćěřŋşšĳ ŕńőśłőśšĳ ćőłřşč ŋěłőšőřőľ šőůłĺ O ŋă ŋěłőšőřżľ şčőń α < 180^∘ šăł, ůšő łăęďă£ ĺğ ŕřőćěď-ěŋŋżţ ŕř£ňżţ śőćňěśšĺšś£ ś łăłőľ-ŋĺąşďĳ ďřşčőľ ŕřőćěď-ěŋŋőľ ŕř£ňőľ. Şłăğăšĳ ćśě ůĺśńă n, ďń£ łőšőřżţ ¡šő ćőğňőęŋő.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋő ůĺśńő 2^k, čďě k | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ąőńĳÿěě 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋĺłăłőě ůĺśńő, ŕőńşůěŋŋőě ĺğ ďăŋŋőčő ŕěřěśšăŋőćłőľ ěčő űĺťř, ŋě řăćŋő 2^n, čďě n | ń¿ąőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ąőńĳÿěě k.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ůĺśěń [2^k · √ 2] ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő śőśšăćŋżţ.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋă ğăňłŋşšă£ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋă£ ńőňăŋă£ ś ćěřÿĺŋăňĺ A_1, A_2, . . . , A_n, ŕřĺů-ěň łăęďőě ğćěŋő ŕěřěśěłăěš ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ śťěřş ć ďćşţ šőůłăţ, ă ćśě ćěřÿĺŋż ńőňăŋőľ ńěęăš ćŋě śťěřż. İšĺ šőůłĺ ďěń£š ńőňăŋş¿ ŋă 3n őšřěğłőć. Ĺğćěśšŋő, ůšő őšřěğłĺ, ŕřĺńěčă¿źĺě ł ćěřÿĺŋě A_1, řăćŋż ňěęďş śőąőľ.

Šő ęě śăňőě ćěřŋő ĺ ďń£ ćěřÿĺŋ A_2, A_3, . . . , A_{n−1}. Ďőłăğăšĳ, ůšő őšřěğłĺ, ŕřĺńěčă¿źĺě ł ćěřÿĺŋě A_n, šăłęě řăćŋż ňěęďş śőąőľ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ş Ŕěšĺ ĺňěěšś£ ŋăąőř Àđŋżľ ŕăřłěšůĺłÁ, łőšőřżľ śőśšőĺš ĺğ ďőźěůěł, şńőęěŋŋżţ ć őďĺŋ śńőľ ć ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ łőřőąłş šăł, ůšő őŋĺ ŕőłřżćă¿š ćś¿ ě-ě ŕńőźăďĳ. Łăęďă£ ďőźěůłă ĺňěěš ŕńőźăďĳ 3 śň^2 ĺ ĺňěěš ťőřňş ńĺąő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, ńĺąő şčőńłă (řĺś.???). Ŕěš£ śłăğăń, ůšő őŋ ŕőšěř£ń ďőźěůłş ć ťőřňě şčőńłă, śďěńăń ćňěśšő ŋě-ě ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ ďőźěůłş ĺ şńőęĺń ŕőśńě ¡šőčő ćśě ďőźěůłĺ ćňěśšě ś ŋőćőľ ć őďĺŋ śńőľ ć łőřőąłş. Ňőęŋő ńĺ şšćěřęďăšĳ, ůšő őŋ ńę-ěš?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŕřő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_1, x_2, . . . , x_n, . . . ĺğćěśšŋő, ůšő ďń£ ń¿ąőčő n > 1 ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő 3x_n − x_{n−1} = n. Łřőňě šőčő, ĺğćěśšŋő, ůšő |x_1| < 1971. Ćżůĺśńĺšĳ x_{1971} ś šőůŋőśšĳ¿ ďő 0, 000001.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. n šőůěł řăśŕőńőęěŋż ć ćěřÿĺŋăţ ćżŕşłńőčő n-şčőńĳŋĺłă. Ćŋşšřĺ ¡šőčő n-şčőńĳŋĺłă őšňěšĺńĺ k šőůěł. Őłăğăńőśĳ, ůšő ń¿ążě šřĺ ĺğ n + k šőůěł ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ ĺ £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ řăćŋőąěďřěŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ůěňş ňőęěš ążšĳ řăćŋő ůĺśńő k?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ńěęĺš łşůłă ć 10 ňĺńńĺőŋőć śŕĺůěł. Ďćőě ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş. Ţőď£š ŕő őůěřěďĺ. Ğă őďĺŋ ţőď ĺčřă¿źĺľ ňőęěš ćğ£šĳ ĺğ łşůłĺ śŕĺůłĺ ć łőńĺůěśšćě p^n, čďě p | ŕřőśšőě ůĺśńő, n = 0, 1, 2, 3, . . . (ŋăŕřĺňěř, ŕěřćżľ ąěř-ěš 25 śŕĺůěł, ćšőřőľ | 8, ŕěřćżľ | 1, ćšőřőľ | 5, ŕěřćżľ | 49 ĺ š.ď.). Ćżĺčřżćăěš šőš, łšő ąěř-ěš ŕőśńěďŋ¿¿ śŕĺůłş. Łšő ćżĺčřżćăěš ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőľ ĺčřě?

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śşźěśšćşěš ńĺ ůĺśńő, łćăďřăš łőšőřőčő ŋăůĺŋăěšś£ ś űĺťř 123456789 ĺ łőŋůăěšś£ űĺťřăňĺ 987654321?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ łćăďřăš ABCD ĺ šőůłă O ćŋşšřĺ. Ĺğ šőůěł A, B, C, D őŕşśłă¿šś£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řż AH_1, BH_2, CH_3, DH_4 śőőšćěšśšćěŋŋő ŋă ŕř£ňżě BO, CO, DO, AO. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕř£ňżě, ŋă łőšőřżţ ńěęăš ¡šĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£řż, ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć łőńąě ŋăţőďĺšś£ łőńőŋĺ£ ĺğ n ąăłšěřĺľ. Ć łăłőľ-šő ňőňěŋš ćŋşšřĳ łőńąż ŕőŕăďăěš ćĺřşś. Ć ŕěřćş¿ ňĺŋşšş ćĺřşś şŋĺůšőęăěš őďŋş ąăłšěřĺ¿, ĺ śřăğş ęě ŕőśńě ¡šőčő ĺ ćĺřşś, ĺ őśšăćÿĺěś£ ąăłšěřĺĺ ďěń£šś£ ŕőŕőńăň. Ćő ćšőřş¿ ňĺŋşšş ŋőćżě ďćă ćĺřşśă şŋĺůšőęă¿š ďćě ąăłšěřĺĺ, ă ğăšěň ĺ ćĺřşśż, ĺ őśšăćÿĺěś£ ąăłšěřĺĺ śŋőćă ďěń£šś£ ŕőŕőńăň, ĺ š.ď. Ŋăśšşŕĺš ńĺ šăłőľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ, łőčďă ŋě őśšăŋěšś£ ŋĺ őďŋőľ ąăłšěřĺĺ?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺňěěšś£ śěšłă, śőśšő£źă£ ĺğ łćăďřăšőć řăğňěřőň 1 × 1. Łăęďżľ ě-ě şğěń ŕőłřăÿěŋ ć őďĺŋ ĺğ ůěšżř-ěţ ďăŋŋżţ űćěšőć šăł, ůšő ćěřÿĺŋż ń¿ąőčő łćăďřăšă 1 × 1 ŕőłřăÿěŋż ć řăğŋżě űćěšă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľď-ěšś£ ŕř£ňă£, ŕřĺŋăďńěęăźă£ śěšłě, šăłă£, ůšő şğńż, ńěęăźĺě ŋă ŋěľ, ŕőłřăÿěŋż ć ďćă űćěšă.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ŕńőśłőśšĺ řăśŕőńőęěŋż 7 šőůěůŋżţ ŕřőęěłšőřőć. Łăęďżľ ŕřőęěłšőř őśćěźăěš şčőń ć 90^∘. Ěśńĺ ć łćăďřăŋšě, őśćěź-ěŋŋőň łăłĺň-ńĺąő ŕřőęěłšőřőň, őłăęěšś£ ďřşčőľ ŕřőęěłšőř, šő őš ŕőśńěďŋěčő şŕăď-ěš šěŋĳ | š-ěňŋżľ ąěśłőŋěůŋżľ ńşů. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šĺ 7 ŕřőęěłšőřőć ňőęŋő řăśŕőńőęĺšĳ šăł, ůšő őš łăęďőčő ĺğ ŋĺţ ąşďěš ŕăďăšĳ šěŋĳ ďńĺŋőľ 7 łň.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋő 29-ğŋăůŋőě ůĺśńő X = a_1a_2a_3 . . . a_{28}a_{29} (0 6 a_k 6 9, a_1 ≠ 0). Ĺğćěśšŋő, ůšő ďń£ ćś£łőčő k űĺťřă a_k ćśšřěůăěšś£ ć ğăŕĺśĺ ďăŋŋőčő ůĺśńă a_{30−k} řăğ (ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ a_{10} = 7, šő űĺťřă a_{20} ćśšřěůăěšś£ 7 řăğ). Ŋăľšĺ śşňňş űĺťř ůĺśńă X.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺňěěšś£ łăřšőŋŋżľ 1000-şčőńĳŋĺł (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ćżŕşłńżľ). İšőš ňŋőčőşčőńĳŋĺł řăğřěğăńĺ ŕő ŕř£ňőľ ńĺŋĺĺ őďĺŋ řăğ. Őŋ řăśŕăńś£ ŕřĺ ¡šőň ŋă ŋěśłőńĳłő ŋőćżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő šřěşčőńĳŋĺłőć ňőčńő ŕőńşůĺšĳś£ śřěďĺ ¡šĺţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă űĺťř ůĺśńă K ŋě ąőńěě ůěň ć 8 řăğ ŕřěćőśţőďĺš śşňňş űĺťř ůĺśńă 8K. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Řăğřěÿăěšś£ ćğ£šĳ ń¿ąőě ůĺśńő, śőśšő£źěě ĺğ ŋşńěľ ĺ ůěšć-ěřőł, ĺ ŕřőďěńăšĳ ś ŋĺň śńěďş¿źĺě őŕěřăűĺĺ: ŕőďěńĺšĳ ŋă 2, ŋă 3 ĺńĺ ŋă 5, ěśńĺ ¡šő ďěńěŋĺě ćőğňőęŋő ŋăűěńő, ĺńĺ ęě ćśšăćĺšĳ 0 ĺńĺ 4 ňěęďş űĺťřăňĺ ¡šőčő ůĺśńă, ĺńĺ ŕřĺŕĺśăšĳ 0 ĺńĺ 4 ł ůĺśńş ś ń¿ąőľ śšőřőŋż (śŕřăćă ĺńĺ śńěćă). Ś ŕőńşůěŋŋżň ůĺśńőň ňőęŋő ŕřőďěńżćăšĳ šě ęě őŕěřăűĺĺ ĺ š.ď. Ňőęŋő ńĺ šăłĺň śŕőśőąőň ŕőńşůĺšĳ ń¿ąőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋ ćżŕşłńżľ 1971-şčőńĳŋĺł. Ĺğ łăęďőľ ěčő ćěřÿĺŋż A_n łăęďă£ ěčő śšőřőŋă, ŋě ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ A_n, ćĺďŋă ŕőď őďŋĺň ĺ šěň ęě şčńőň α_n. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŕřăćĺńĳŋżľ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 8 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ňőęŋő ńĺ łăęďş¿ śšőřőŋş łćăďřăšă šăł řăğďěńĺšĳ ŋă 100 ůăśšěľ, ůšőąż ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ 400 őšřěğłőć ŋěńĳğ£ ążńő ąż śőśšăćĺšĳ łőŋšşřă ŋĺłăłőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, őšńĺůŋőčő őš ĺśţőďŋőčő łćăďřă- šă? Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Őłřşęŋőśšĳ řăğďěńěŋă ŋă n řăćŋżţ ůăśšěľ, ĺ ć šőůłăţ ďěńěŋĺ£ ŋăŕĺśăŋż ůĺśńă x_1, x_2, . . . , x_n, řăćŋżě +1 ĺńĺ −1. Ěśńĺ ŕőćěřŋşšĳ őłřşęŋőśšĳ ŋă şčőń k ·^{360∘}_n , ŕěřěňŋőęĺšĳ ůĺśńă ć śőćňěśšĺćÿĺţś£ šőůłăţ ĺ śńőęĺšĳ ŕőńşůěŋŋżě n ŕřőĺğćěďěŋĺľ, šő ďń£ ćś£łőčő k = 0, 1, . . . , n − 1 ¡šă śşňňă ąşďěš řăćŋőľ 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő n £ćń£ěšś£ šőůŋżň łćăďřăšőň űěńőčő ůĺśńă.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňőęŋő řăśśšăćĺšĳ ć ćěřÿĺŋăţ ŕřăćĺńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă x_1, x_2, . . . , x_n, ćśě őšńĺůŋżě őš 0, šăł, ůšőąż ďń£ ń¿ąőčő ŕřăćĺńĳŋőčő k-şčőńĳŋĺłă, ćśě ćěřÿĺŋż łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ ĺśţőďŋőčő n-şčőńĳŋĺłă, śşňňă ůĺśěń, śšő£źĺţ ć ěčő ćěřÿĺŋăţ, řăćŋ£ńăśĳ 0.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Őłřşęŋőśšĳ řăğďěńěŋă ŋă n řăćŋżţ ůăśšěľ, ĺ ć šőůłăţ ďěńěŋĺ£ ŋăŕĺśăŋż ůĺśńă x_1, x_2, . . . , x_n, řăćŋżě +1 ĺńĺ −1. Ěśńĺ ŕőćěřŋşšĳ őłřşęŋőśšĳ ŋă şčőń k ·^{360∘}_n , ŕěřěňŋőęĺšĳ ůĺśńă ć śőćňěśšĺćÿĺţś£ šőůłăţ ĺ śńőęĺšĳ ŕőńşůěŋŋżě n ŕřőĺğćěďěŋĺľ, šő ďń£ ćś£łőčő k = 0, 1, . . . , n − 1 ¡šă śşňňă ąşďěš řăćŋőľ 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő n £ćń£ěšś£ šőůŋżň łćăďřăšőň űěńőčő ůĺśńă. Ůěňş ňőęěš řăćŋ£šĳś£ ůĺśńő n?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋż ďćă ŋăąőřă ůĺśěń: a_1, . . . , a_n ĺ b_1, . . . , b_n. Řăśŕőńőęĺň ůĺśńă a_k ć ćőğřăśšă¿źěň ŕőř£ďłě, ă ůĺśńă b_k | ć şążćă¿źěň ŕőř£ďłě. Ŕőńşůăšś£ ŋăąőřż a^∗_1 6 . . . 6 a^∗_n, b^∗_1 ¿ . . . ¿ b^∗_n. Ďőłăğăšĳ, ůšő max(a_1 + b_1, a_2 + b_2, . . . , a_n + b_n) ¿ max(a^∗_1 + b^∗_1, . . . , a^∗_n + b^∗_n).

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ąăŋłĺř ĺ Ĺčřőł ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş. Ąăŋłĺř ŋăğżćăěš 1000-ğŋăůŋőě ůĺśńő A_1. Ĺčřőł, şğŋăć ¡šő ůĺśńő, ŕřěďńăčăěš Ąăŋłĺřş ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő B_1. Ŕőśńě ¡šőčő Ąăŋłĺř ŕő śćőěňş şśňőšřěŋĺ¿ ćżůĺšăěš ĺğ ąőńĳÿěčő ůĺśńă ňěŋĳÿěě ĺńĺ śłńăďżćăěš ĺţ, ă řěğşńĳšăš śőőąźăěš Ĺčřőłş | ¡šő ůĺśńő A_2. Ğăšěň Ĺčřőł ŕřěďńăčăěš Ąăŋłĺřş śńěďş¿źěě ůĺśńő B_2. Ąăŋłĺř ŕőćšőř£ěš šş ęě őŕěřăűĺ¿ ś ůĺśńăňĺ A_2 ĺ B_2 ĺ š.ď. Ĺčřă łőŋůăěšś£, ěśńĺ ş Ąăŋłĺřă őłăğżćăěšś£ őďŋő ĺğ śńěďş¿źĺţ ůĺśěń: 1, 10, 100, 1000, . . . . Ďőłăğăšĳ, ůšő Ĺčřőł ćśěčďă ňőęěš ğăłőŋůĺšĳ ĺčřş, ŕřěďńőęĺć Ąăŋłĺřş ŋě ąőńěě 20 śćőĺţ ůĺśěń.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ďăŋż šőůłă O ĺ n ŕőŕăřŋő ŋěŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ. Šőůłă O őřšőčőŋăńĳŋő ŕřőěłšĺřşěšś£ ŋă ćśě ďăŋŋżě ŕř£ňżě. Łăęďă£ ĺğ ŕőńşůĺćÿĺţś£ šőůěł śŋőćă ŕřőěłšĺřşěšś£ ŋă ćśě ďăŋŋżě ŕř£ňżě ĺ š.ď. Śşźěśšćşěš ńĺ ÿăř, śőďěřęăźĺľ ćśě šőůłĺ, łőšőřżě ňőčşš ążšĳ ŕőńşůěŋż šăłĺň őąřăğőň?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă űĺťř ůĺśńă N ŕřěćőśţőďĺš śşňňş űĺťř ůĺśńă 5^5 · N ŋě ąőńěě ůěň ć 5 řăğ.

Řěÿ 5.

XXXV őńĺňŕĺăďă (1972)

Ŕěřćżľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋő 17 ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń: a_1, a_2, . . . , a_{17}. Ĺğćěśšŋő, ůšő a^{a2}_1 = a^{a3}_2 = · · · = a^{a17}_{16} = a^{a1}_{17}. Ďőłăğăšĳ, ůšő a_1 = a_2 = · · · = a_{17}.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă łőŋčřěśś ŕřĺěţăńĺ 1000 ďěńěčăšőć ĺğ řăğŋżţ śšřăŋ. Łăęďżľ ďěńěčăš ğŋăěš ŋěśłőńĳłő £ğżłőć. Ĺğćěśšŋő, ůšő ń¿ążě šřőě ňőčşš řăğčőćăřĺćăšĳ ňěęďş śőąőľ ąěğ ŕőňőźĺ őśšăńĳŋżţ. (Ŕřĺ ¡šőň, ćőğňőęŋő, őďŋőňş ĺğ ŋĺţ ŕřĺď-ěšś£ ŕěřěćőďĺšĳ řăğčőćőř ďćşţ ďřşčĺţ.) Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśěţ ďěńěčăšőć ňőęŋő řăśśěńĺšĳ ć 500 łőňŋăšăţ šăł, ůšőąż ć łăęďőľ łőňŋăšě řăśŕőńăčăńĺśĳ 2 ďěńěčăšă ĺ ŕřĺ ¡šőň őŋĺ ňőčńĺ ąż ŕőčőćőřĺšĳ ňěęďş śőąőľ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łăęďă£ ćěřÿĺŋă ŕřăćĺńĳŋőčő 13-şčőńĳŋĺłă ŕőłřăÿěŋă ńĺąő ć ů-ěřŋżľ, ńĺąő ć ąěńżľ űćěš. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćş¿š šřĺ šőůłĺ őďŋőčő űćěšă, ńěęăźĺě ć ćěřÿĺŋăţ řăćŋőąěďřěŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC ŕřőćěďěŋż ňěďĺăŋż AD ĺ BE. Şčńż CAD ĺ CBE řăćŋż 30^∘. Ďőłăğăšĳ, ůšő AB = BC. Řěÿ 4.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ŋěłőšőřżţ łńěšłăţ łćăďřăšŋőľ šăąńĺűż n × n śšő£š ğć-ěğďőůłĺ. Ĺğćěśšŋő, ůšő ěśńĺ ćżůěřłŋşšĳ ń¿ąőľ ŋăąőř śšřőł (šőńĳłő ŋě ćśě), šő ŋăľď-ěšś£ śšőńąěű řőćŋő ś őďŋőľ ŋěćżůěřłŋşšőľ ğć-ěğďőůłőľ. (Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ śšřőłĺ śőćśěň ŋě ćżů-ěřłĺćăšĳ, šő śšőńąěű řőćŋő ś őďŋőľ ğć-ěğďőůłőľ śşźěśšćşěš.) Ďőłăğăšĳ, ůšő ćżůěřłŋşšĳ ń¿ąőľ ŋăąőř śšőńąűőć (šőńĳłő ŋě ćśě), šő ŋăľď-ěšś£ śšřőłă řőćŋő ś őďŋőľ ŋěćżůěřłŋşšőľ ğć-ěğďőůłőľ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ńěęăš ďćě őďĺŋăłőćżě ťĺčşřż, ĺňě¿źĺě ťőřňş ąşłćż ÀČÁ. Łőŋűż łőřőšłĺţ ŕăńőůěł ş ąşłć ÀČÁ őąőğŋăůĺň ůěřěğ A ĺ A^′. Ďńĺŋŋżě ŕăńőůłĺ řăğďěńěŋż ŋă n řăćŋżţ ůăśšěľ šőůłăňĺ a_1, . . . , a_{n−1}; a^′_1, . . . , a^′_{n−1} (šőůłĺ ďěńěŋĺ£ ŋşňěřş¿šś£ őš łőŋűőć ďńĺŋŋżţ ŕăńőůěł). Ŕřőćőď£šś£ ŕř£ňżě Aa_1, Aa_2, . . . , Aa_{n−1}; A^′a^′_1, A^′a^′_2, . . . , A^′a^′_{n−1}. Šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ Aa_1 ĺ A^′a^′_1 őąőğŋăůĺň ůěřěğ X_1, ŕř£ňżţ Aa_2 ĺ A^′a^′_2 | ůěřěğ X_2 ĺ š.ď. Ďőłăğăšĳ, ůšő šőůłĺ X_1, X_2, . . . , X_{n−1} őąřăğş¿š ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ĺňěěšś£ 1000 ňőŋěš, śřěďĺ ŋĺţ 0, 1 ĺńĺ 2 ťăńĳÿĺćżě. Ĺğćěśšŋő, ůšő ťăńĳÿĺćżě ňőŋěšż ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ ňăśśş, őšńĺůŋş¿ őš ňăśśż ŋěťăńĳÿĺćżţ ňőŋěš. Ňőęŋő ńĺ ğă šřĺ ćğćěÿĺćăŋĺ£ ŋă ůăÿěůŋżţ ćěśăţ ąěğ čĺřĳ őŕřěďěńĺšĳ, ěśšĳ ńĺ ťăńĳÿĺćżě ňőŋěšż ĺ ńěčůě őŋĺ ĺńĺ š£ęěńěě ŋőřňăńĳŋżţ? (Łőńĺůěśšćő ňőŋěš őŕřěďěń£šĳ ŋě ŋăďő.)

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺňěěšś£ ŋăąőř ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ŕřĺů-ěň śşňňă ń¿ążţ śěňĺ ĺğ ŋĺţ ňěŋĳÿě 15, ă śşňňă ćśěţ ůĺśěń ĺğ ŋăąőřă řăćŋă 100. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő ůĺśěń ňőęěš ążšĳ ć ŋăąőřě?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC ŕřőćěďěŋż ňěďĺăŋż AD ĺ BE. Şčńż CAD ĺ CBE řăćŋż 30^∘. Ďőłăğăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ABC ŕřăćĺńĳŋżľ.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC şčőń C šşŕőľ. Ŋă śšőřőŋě AB őšňěůěŋż šőůłĺ E ĺ H, ŋă śšőřőŋăţ AC ĺ BC | šőůłĺ K ĺ M śőőšćěšśšćěŋŋő. Őłăğăńőśĳ, ůšő AH = AC, EB = BC, AE = AK, BH = BM. Ďőłăğăšĳ, ůšő šőůłĺ E, H, K, M ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć łńěšłăţ ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ řăğňěřőň n × n řăśśšăćńěŋż ůĺśńă: ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ k-ľ śšřőłĺ ĺ m-čő śšőńąűă śšőĺš ůĺśńő a_{km}. Ŕřĺ ń¿ąőľ řăśśšăŋőćłě ŋă ¡šőľ ďőśłě n ńăďěľ, ŕřĺ łőšőřőľ ŋĺłăłĺě ďćě ĺğ ŋĺţ ŋě ąĳ¿š ďřşč ďřşčă, śşňňă ğăłřżšżţ ůĺśěń řăćŋă 1972. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ďćă ŋăąőřă ůĺśěń x_1, x_2, . . . , x_n ĺ y_1, . . . , y_n, ůšő ŕřĺ ćśěţ k ĺ m ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő a_{km} = x_k + y_m.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć ŋěłőšőřőň ńěśş řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ ďěřěćĳ£ňĺ ŋě ŕřěćőśţőďĺš řăğŋőśšĺ ĺţ ćżśőš. Ćśě ďěřěćĳ£ ĺňě¿š ćżśőšş ŋě ąőńěě 100 ň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ńěś ňőęŋő őąŋěśšĺ ğăąőřőň ďńĺŋőľ 200 ň. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă m ĺ n ćğăĺňŋő ŕřőśšż ĺ n < m. Łăłőě ůĺśńő ąőńĳÿě: [ 1 ·^m_n ] + [ 2 ·^m_n ] + · · · + [ n ·^m_n ] ĺńĺ [ 1 ·^n_m ] + [ 2 ·^n_m ] + · · · + [ m ·^n_m ] ? Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Čőřőď X śőśšőĺš ĺğ 10 ąěśłőŋěůŋżţ ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕřőśŕěłšőć, ŕěřěśěłă¿źĺţ ůěřěğ řăćŋżě ĺŋšěřćăńż ŕőŕěřěůŋżě şńĺűż. Ďćă ŕőńĺűěľśłĺţ, ďćĺčă£śĳ ćďőńĳ ŕřőśŕěłšőć ĺ şńĺű, ŕżšă¿šś£ őąŋăřşęĺšĳ čăŋčśšěřă, łőšőřżľ ňőęěš ŕř£šăšĳś£ ğă ďőňăňĺ. Ěśńĺ čăŋčśšěř őłăęěšś£ ŋă őďŋőň ŕřőśŕěłšě ĺńĺ ŋă őďŋőľ şńĺűě ś łăłĺň-ńĺąő ŕőńĺűěľśłĺň, őŋ ąşďěš őąŋăřşęěŋ. Śłőřőśšĳ čăŋčśšěřă ŋě ąőńěě ůěň ć 10 řăğ ŕřěćżÿăěš śłőřőśšĳ ŕőńĺűěľśłĺţ, ŕřĺů-ěň ŕőńĺűěľśłĺň ĺğćěśšŋő, ůšő őŋ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ŋăţőďĺńś£ őš ŋĺţ ŋă řăśśšő£ŋĺĺ ŋě ąőńěě 100 łćăřšăńőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńĺűěľśłĺě śňőčşš őąŋăřşęĺšĳ čăŋčśšěřă.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć čőřőďě ÀŇŋőčőőąřăğĺěÁ ęĺćşš n ęĺšěńěľ, ń¿ążě ďćă ĺğ łőšőřżţ ńĺąő ďřşęăš, ńĺąő ćřăęďş¿š ňěęďş śőąőľ. Łăęďżľ ďěŋĳ ŋě ąőńěě ůěň őďĺŋ ęĺšěńĳ ňőęěš ŋăůăšĳ ŋőćş¿ ęĺğŋĳ: ŕěřěśśőřĺšĳś£ śő ćśěňĺ śćőĺňĺ ďřşğĳ£ňĺ ĺ ŕőďřşęĺšĳś£ śő ćśěňĺ śćőĺňĺ ćřăčăňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě ęĺšěńĺ ňőčşš ŕőďřşęĺšĳś£. (Ŕřĺňěůăŋĺě. Ěśńĺ A | ďřşč B, ă B | ďřşč C, šő A | šăłęě ďřşč C.)

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋă ąěśłőŋěůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń a_1, a_2, . . . , a_n, . . . , ŕřĺů-ěň łăęďőě śńěďş¿źěě ůĺśńő ŕőńşůěŋő ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřĺŕĺśżćăŋĺěň śŕřăćă ń¿ąőľ űĺťřż, łřőňě 9. Ĺğćěśšŋő, ůšő a_1 | ŕřőĺğćőńĳŋőě ďěś£šĺğŋăůŋőě ůĺśńő. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋě ňěŋěě ďćşţ śőśšăćŋżţ ůĺśěń.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ş šěšřă¡ďřă ABCD ćśě ďćşčřăŋŋżě şčńż őśšřżě, ă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ř-ěąřă ŕőŕăřŋő řăćŋż. Ŋăľšĺ śşňňş łőśĺŋşśőć ćśěţ ďćşčřăŋŋżţ şčńőć šěšřă¡ďřă.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺňěěšś£ ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źĺľś£ ŋěćżŕşłńżľ n-şčőńĳŋĺł P . Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő T ěčő ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł, ĺğ łőšőřżţ ćĺďŋż ćśě ćěřÿĺŋż P . Ďőłăğăšĳ, ůšő T | ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, ůĺśńő śšőřőŋ łőšőřőčő ŋě ąőńĳÿě n.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 łńăśśă. Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋ ćżŕşłńżľ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł ABCD. Šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ďĺăčőŋăńěľ őąőğŋăůěŋă ůěřěğ O. Ĺğćěśšŋő, ůšő ŕěřĺňěšřż šřěşčőńĳŋĺłőć ABO, BCO, CDO, ADO řăćŋż ňěęďş śőąőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ABCD | řőňą. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕřőćěďěŋż ůěšżřě ŕř£ňżě a, b, c, d. Ŋĺłăłĺě ďćě ĺğ ŋĺţ ŋě ŕăřăńńěńĳŋż ĺ ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ĺğćěśšŋő, ůšő ŕř£ňă£ a ŕăřăńńěńĳŋă őďŋőľ ĺğ ňěďĺăŋ šřěşčőńĳŋĺłă, őąřăğőćăŋŋőčő ŕř£ňżňĺ b, c, d. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕř£ňă£ b ŕăřăńńěńĳŋă ŋěłőšőřőľ ňěďĺăŋě šřěşčőńĳŋĺłă, őąřăğőćăŋŋőčő ŕř£ňżňĺ a, c ĺ d.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋż 12 ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń. Ďőłăğăšĳ, ůšő ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ŋĺţ ňěŋĳÿě śşňňż śćőĺţ ďěńĺšěńěľ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć śšřăŋě Ňăřă řăśŕőńőęěŋő ŋěśłőńĳłő ğăňłőć. Ĺğ łăęďőčő ğăňłă ćěďşš šřĺ ďőřőčĺ. Ĺğ łăłőčő-šő ğăňłă ćżěţăń řżűăřĳ. Śšřăŋśšćş£ ŕő ďőřőčăň, őŋ ĺğ łăęďőčő ğăňłă, śšő£źěčő ŋă ěčő ŕşšĺ, ŕőćőřăůĺćăěš ńĺąő ŋăŕřăćő, ńĺąő ŋăńěćő ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ďőřőčě, ŕő łőšőřőľ ŕřĺěţăń. Řżűăřĳ ŋĺłőčďă ŋě śćőřăůĺćăěš ć šş śšőřőŋş, ć łőšőřş¿ őŋ śćěřŋşń ŕěřěď ¡šĺň. Ďőłăğăšĳ, ůšő łőčďă-ŋĺąşďĳ őŋ ćěřŋ-ěšś£ ć ĺśţőďŋżľ ğăňőł.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕř£ňă£ ŕěřěśěłăěš śšőřőŋż AB ĺ BC šřěşčőńĳŋĺłă ABC ć šőůłăţ M ĺ K. Ĺğćěśšŋő, ůšő ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă MBK řăćŋă ŕńőźăďĺ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă AMKC. Ďőłăğăšĳ, ůšő MB + BK AM + CA + KC ¿ 1 3 . Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 7 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ůĺśńă a, b, c, d, e ĺ f | ŋăšşřăńĳŋżě. Ĺğćěśšŋő, ůšő^a_b >^c_d >^e_f >, af − be = 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő

d ¿ b + f._{Řěÿ 2.}

Ğ-ůă 3. Ć čőřőďě Ŋĺłĺšőćłă ďćşśšőřőŋŋěě ďćĺęěŋĺě. Ć šěůěŋĺě ďćşţ ńěš ć čőřőďě ŕřőţőďĺń řěňőŋš ćśěţ ďőřőč. Ćśńěďśšćĺě ¡šőčő ć ŕěřćżľ čőď ŋă ŋěłőšőřżţ ďőřőčăţ ążńő ććěďěŋő őďŋőśšőřőŋŋěě ďćĺęěŋĺě. Ŋă śńěďş¿źĺľ čőď ŋă ¡šĺţ ďőřőčăţ ążńő ćőśśšăŋőćńěŋő ďćşśšőřőŋŋěě ďćĺęěŋĺě, ă ŋă őśšăńĳŋżţ ďőřőčăţ ććěďěŋő őďŋőśšőřőŋŋěě ďćĺęěŋĺě. Ĺğćěśšŋő, ůšő ć ń¿ąőľ ňőňěŋš řěňőŋšă ňőęŋő ŕřőěţăšĳ ĺğ ń¿ąőľ šőůłĺ čőřőďă ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć Ŋĺłĺšőćłě ňőęŋő ććěśšĺ őďŋőśšőřőŋŋěě ďćĺęěŋĺě šăł, ůšő ĺğ ń¿ąőľ šőůłĺ čőřőďă şďăśšś£ ŕřőěţăšĳ ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿ šőůłş.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕşśšĳ K(x) řăćŋő ůĺśńş ŋěśőłřăšĺňżţ ďřőąěľ^a_b šăłĺţ, ůšő a < x ĺ b < x (a ĺ b | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă). Ŋăŕřĺňěř, K(^5_2 ) = 3 (ďřőąĺ 1; 2;^1_2 ). Ćżůĺśńĺšĳ śşňňş

K(100) + K( 100 2 ) + K( 100 3 ) + · · · + K( 100 99 ) + K( 100 100 ). Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕřőćěďěŋő 300 ŕř£ňżţ, ŕřĺů-ěň ŋĺłăłĺě ďćě ĺğ ŋĺţ ŋě ŕăřăńńěńĳŋż ĺ ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ŕő ¡šĺň ŕř£ňżň ŕńőśłőśšĳ řăğřěğăŋă ŋă łşśłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ łşśłőć ŋăľď-ěšś£ ŋě ňěŋěě 100 šřěşčőńĳŋĺłőć.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ŕ£šĺşčőńĳŋĺłě ďńĺŋż ćśěţ śšőřőŋ řăćŋż ňěęďş śőąőľ, ă ćěńĺůĺŋż ćśěţ şčńőć ňěŋĳÿě 120^∘. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě şčńż ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă šşŕżě.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň ğăďăůş 2 ďń£ 8 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Şńĺűż čőřőďă ÀŇÁ ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ŕřăćĺńĳŋş¿ łćăďřăšŋş¿ śěšłş řăğňěřőň 20 × 20 łćăřšăńőć. Ŋă ŋěłőšőřżţ ŕěřěłř-ěśšłăţ ĺňě¿šś£ śšăŋűĺĺ ňěšřő. Ĺğćěśšŋő, ůšő, ćżľď£ ŋă şńĺűş ć ń¿ąőň ňěśšě, ňőęŋő ďőąřăšĳś£ ďő ňěšřő, ŕřőľď£ ŋě ąőńěě ďćşţ łćăřšăńőć ŕő şńĺűě. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő śšăŋűĺľ ňőčńő ążšĳ ć čőřőďě ÀŇÁ?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śşźěśšćş¿š ńĺ řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă a, b, c, d, şďőćńěšćőř£¿źĺě řăćěŋśšćş (a + b √ 2)^{2n} + (c + d √ 2)^{2n} = 5 + 4 √ 2 (čďě n | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő)?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕřőćěďěŋő 3000 ŕř£ňżţ, ŕřĺů-ěň ŋĺłăłĺě ďćě ĺğ ŋĺţ ŋě ŕăřăńńěńĳŋż ĺ ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ŕő ¡šĺň ŕř£ňżň ŕńőśłőśšĳ řăğřěğăŋă ŋă łşśłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ łşśłőć ŋăľď-ěšś£ ŋě ňěŋěě: ă) 1000 šřěşčőńĳŋĺłőć, ą) 2000 šřěşčőńĳŋĺłőć.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ŕřőśšřăŋśšćě řăśŕőńőęěŋż ŕńőśłőśšĳ Ŕ ĺ šřěşčőńĳŋĺł ABC, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺľ ¡šőľ ŕńőśłőśšĺ. Šřěşčőńĳŋĺł A_1B_1C_1 £ćń£ěšś£ ŕř£ňőşčőńĳŋőľ ŕřőěłűĺěľ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŋă ŕńőśłőśšĳ Ŕ. Ďőłăğăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł A_1B_1C_1 ňőęěš ążšĳ ŋăłřżš ŕőńŋőśšĳ¿ šřěşčőńĳŋĺłőň, řăćŋżň šřěşčőńĳŋĺłş ABC. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋż ďćă ŋăąőřă ůĺśěń: x_1, x_2, . . . , x_n ĺ y_1, y_2, . . . , y_n. Ĺğćěśšŋő, ůšő: ă) x_1 > x_2 > · · · > x_n > 0, y_1 > y_2 > · · · > y_n > 0; ą) x_1 > y_1, x_1 + x_2 > y_1 + y_2, . . . , x_1 + x_2 + · · · + x_n > y_1 + y_2 + · · · + y_n.

Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő k śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő x^k_1 +x^k_2 +· · ·+x^k_n > y^k_1 +y^k_2 +· · ·+y^k_n. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă ůěšżř-ěţśšăţ łăřšőůłăţ ŋăŕĺśăŋż ůĺśńă 1, 2, 3, . . . , 400. Ĺčřőłĺ A ĺ B ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş: ŕěřćżň ţőďőň A ąěř-ěš śěąě ń¿ążě 200 łăřšőůěł, ă őśšăńĳŋżě őšďă-ěš B. Ğăšěň B ąěř-ěš 100 łăřšőůěł ĺğ łăęďőčő ŋăąőřă, ă őśšăńĳŋżě őšďă-ěš A; šăłĺň őąřăğőň, ş őąőĺţ ĺčřőłőć őłăğăńőśĳ ŕő 200 łăřšőůěł. Śńěďş¿źĺň ţőďőň A śŋőćă ąěř-ěš ŕő 100 łăřšőůěł ĺğ łăęďőčő ŋăąőřă, ă őśšăńĳŋżě őšďă-ěš B ĺ š.ď. Ŕőśńě 200-čő ţőďă ĺčřőłă B őąă ŕőďśůĺšżćă¿š śşňňş ůĺśěń ŋă śćőĺţ łăřšőůłăţ: C_A ĺ C_B | ĺ A ćżŕńăůĺćăěš ĺčřőłş B řăğŋőśšĳ C_B − C_A. Łăłş¿ ňăłśĺňăńĳŋş¿ śşňňş ňőęěš ŕőńşůĺšĳ ĺčřőł B ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőľ ĺčřě őąőĺţ?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Řăśśňőšřĺň ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă ňěęďş ŋşń-ěň ĺ ěďĺŋĺűěľ, ğŋăňěŋăšěńĺ łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőď£š n. Řăśŕőńőęĺň ĺţ ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£. Ŕşśšĳ^a_b ĺ^a_c | łăłĺě-šő ďćă śőśěďŋĺţ ůĺśńă (ďřőąĺ ŋěśőłřăšĺňż). Ďőłăğăšĳ, ůšő |bc − ad| = 1.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ćśěţ łńěšłăţ ÿăţňăšŋőľ ďőśłĺ 8×8 řăśśšăćńěŋż ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Řăğřěÿăěšś£ ćżďěńĺšĳ ń¿ąőľ łćăďřăš řăğňěřőň 3 × 3 ĺńĺ 4 × 4 ĺ şćěńĺůĺšĳ ćśě ůĺśńă ć ŋ-ěň ŋă 1. Ňż ţőšĺň ć řěğşńĳšăšě ŋěśłőńĳłĺţ šăłĺţ őŕěřăűĺľ ďőąĺšĳś£, ůšőąż ůĺśńă ćő ćśěţ łńěšłăţ ďěńĺńĺśĳ ŋă 10. Ćśěčďă ńĺ ¡šő şďăśšś£ śďěńăšĳ?

Řěÿ 5.

XXXVI őńĺňŕĺăďă (1973)

Ŕěřćżľ šşř 8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă łćăďřăšŋőň őśšřőćě řăśŕőńőęěŋő ŋěśłőńĳłő śšřăŋ. Ňőęŋő ńĺ řăğąĺšĳ ¡šĺ śšřăŋż ŋă ňěŋĳÿĺě šăł, ůšőąż ŋě ŕő£ćĺńőśĳ ŋőćżţ šőůěł, čďě ŕěřěśěłă¿šś£ čřăŋĺűż, ĺ ůšőąż ňőęŋő ążńő řăśłřăśĺšĳ łăřšş ¡šőčő őśšřőćă ć ďćă űćěšă (śšřăŋż, ĺňě¿źĺě őąźĺľ şůăśšőł čřăŋĺűż, ďőńęŋż ążšĳ řăśłřăÿěŋż ć řăğŋżě űćěšă).

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ňőęěš ńĺ ůĺśńő, śőśšő£źěě ĺğ ÿěśšĺśőš ÿěśšěřőł ĺ ŋěłőšőřőčő łőńĺůěśšćă ŋşńěľ, ążšĳ łćăďřăšőň űěńőčő ůĺśńă?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŕşśšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ ěśšĳ ŕ£šĳ šőůěł őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, šő ěśšĳ ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ ŋĺţ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ ĺ ŋĺłăłĺě ůěšżřě | ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő śřěďĺ ¡šĺţ šőůěł ěśšĳ ďćě šăłĺě, ůšő őŋĺ ńěęăš ŕő řăğŋżě śšőřőŋż őš őłřşęŋőśšĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ őśšăćÿĺěś£ šřĺ šőůłĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Řăśśňăšřĺćă¿šś£ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£^1_x +^1_y =^1_p (p > 1), čďě x, y ĺ p | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă (řěÿěŋĺěň ŋăğżćăěšś£ ŕăřă ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń x ĺ y, őąřăźă¿źă£ ¡šő şřăćŋěŋĺě ć ćěřŋőě řăćěŋśšćő). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ p | ŕřőśšőě ůĺśńő, šő şřăćŋěŋĺě ĺňěěš řőćŋő šřĺ řěÿěŋĺ£; ěśńĺ p | śőśšăćŋőě, šő řěÿěŋĺľ ąőńĳÿě šřěţ (x = a, y = b ĺ x = b, y = a | řăğńĺůŋżě řěÿěŋĺ£, ěśńĺ a ≠ b).

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. ÀŮěţăřďăÁ. Ć šřěţ ćěřÿĺŋăţ łćăďřăšă ŋăţőď£šś£ šřĺ łşğŋěůĺłă. Őŋĺ ĺčřă¿š ć ůěţăřďş, š.ě. ŕřżčă¿š ďřşč ůěřěğ ďřşčă. Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ łşğŋěůĺł A ŕřżčăěš ůěřěğ łşğŋěůĺłă B, šő ŕőśńě ŕřżęłă őŋ őłăğżćăěšś£ őš B ŋă šőň ęě řăśśšő£ŋĺĺ, ůšő ĺ ďő ŕřżęłă, ĺ, ěśšěśšćěŋŋő, ŋă šőľ ęě ŕř£ňőľ. Ňőęěš ńĺ őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŕőŕăśšĳ ć ůěšćěřšş¿ ćěřÿĺŋş łćăďřăšă?

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă łăęďőľ śšőřőŋě ŕăřăńńěńőčřăňňă ćğ£šő ŕő šőůłě. Ŕńőźăďĳ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ řăćŋă ŕőńőćĺŋě ŕńőźăďĺ ŕăřăńńěńőčřăňňă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ţőš£ ąż őďŋă ĺğ ďĺăčőŋăńěľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ŕăřăńńěńĳŋă śšőřőŋě ŕăřăńńěńőčřăňňă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Łćăďřăš řăğąĺš ŋă ćżŕşłńżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺţ ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă ňěŋĳÿĺě ćżŕşłńżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ šăł, ůšőąż ć ŋőćőň řăğąĺěŋĺĺ łćăďřăšă łăęďżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł čřăŋĺůĺń ś ŋěůěšŋżň ůĺśńőň śőśěďěľ. (Śőśěďĺ | ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ ś őąźěľ śšőřőŋőľ).

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋ ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ć šřěţ űěńżţ šőůłăţ őŋ ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě ďćă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋĺ ć łăłőľ űěńőľ šőůłě őŋ ŋě ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě šřĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć čőřőďě N ś ń¿ąőľ śšăŋűĺĺ ňěšřő ŋă ń¿ąş¿ ďřşčş¿ ňőęŋő ŕřőěţăšĳ. Ďőłăğăšĳ, ůšő őďŋş ĺğ śšăŋűĺľ ňőęŋő ğăłřżšĳ ŋă řěňőŋš ąěğ ŕřăćă ŕřőěğďă ůěřěğ ŋěě šăł, ůšőąż ś ń¿ąőľ ĺğ őśšăćÿĺţś£ śšăŋűĺľ ňőęŋő ążńő ŕő-ŕřěęŋěňş ŕřőěţăšĳ ŋă ń¿ąş¿ ďřşčş¿.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Čřăŋĺ łşąĺłă ğăŋşňěřőćăŋż 1, 2, 3, 4, 5, 6, šăł, ůšő śşňňă ŋőňěřőć ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ čřăŋ£ţ łşąĺłă řăćŋă 7. Ďăŋă ÿăţňăšŋă£ ďőśłă 50 × 50 łńěšőł, łăęďă£ łńěšłă řăćŋă čřăŋĺ łşąĺłă. Łşąĺł ŕěřěłăšżćăěšś£ ĺğ ńěćőčő ŋĺęŋěčő şčńă ďőśłĺ ć ŕřăćżľ ćěřţŋĺľ. Ŕřĺ ŕěřěłăšżćăŋĺĺ őŋ łăęďżľ řăğ ŕěřěćăńĺćăěšś£ ůěřěğ śćőě řěąřő ŋă śőśěďŋ¿¿ łńěšłş, ŕřĺ ¡šőň řăğřěÿăěšś£ ďćĺčăšĳś£ šőńĳłő ćŕřăćő ĺńĺ ććěřţ (ŋěńĳğ£ ďćĺčăšĳś£ ćńěćő ĺńĺ ćŋĺğ). Ŋă łăęďőľ ĺğ łńěšőł ŋă ŕşšĺ łşąĺłă ĺňěěšś£ ŋőňěř čřăŋĺ, łőšőřă£ őŕĺřăńăśĳ ŋă ¡šş łńěšłş. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ğŋăůěŋĺě ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ śşňňă ćśěţ ŋăŕĺśăŋŋżţ ůĺśěń? Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ğŋăůěŋĺě őŋă ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ?

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ś ŋăšşřăńĳŋżň ůĺśńőň K ŕřőĺğćőďĺšś£ śńěďş¿źă£ őŕěřăűĺ£: őŋő ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕřőśšżţ śőňŋőęĺšěńěľ K = p_1 · p_2 · . . . p_n; ğăšěň ćżůĺśń£ěšś£ śşňňă p_1 + p_2 + · · · + p_n + 1.

Ś ŕőńşůěŋŋżň ůĺśńőň ŕřőĺğćőďĺšś£ šő ęě śăňőě, ĺ š.ď. Ďőłăğăšĳ, ůšő őąřăğş¿źă£ś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ŋőňěřă, ąşďěš ŕěřĺőďĺůěśłőľ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 9 łńăśśă Ğ-ůă 3. Ňŋőčőůńěŋ P (x) ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ŕřĺ ŋěłőšőřżţ űěńżţ x ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺ£ 1, 2 ĺ 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ŋě ąőńěě őďŋőčő űěńőčő x, ŕřĺ łőšőřőň ğŋăůěŋĺě ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă řăćŋő 5. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ş ćś£łőčő ćżŕşłńőčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă ŋăľďşšś£ ďćě čřăŋĺ ś őďĺŋăłőćżň ůĺśńőň śšőřőŋ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ůěřŋőň £źĺłě ŋăţőďĺšś£ šăąńő ś K ńăňŕőůłăňĺ ĺ ŕşńĳš ĺğ K ŕěřěłń¿ůăšěńěľ ŋă ďćă ŕőńőęěŋĺ£ (šşňąńěřőć). Ŕřĺ ŕěřěąőřě ćőğňőęŋżţ śőśšő£ŋĺľ ŕşńĳšă ŋă šăąńő ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ğăčőřă¿šś£ ćśě ćőğňőęŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ńăňŕőůěł. Śőśšő£ŋĺě šăąńő őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěš śőśšő£ŋĺě ŕşńĳšă. Ĺğćěśšŋő, ůšő ćśěčďă ŕřĺ ŕěřěłń¿ůěŋĺĺ őďŋőčő šşňąńěřă čăśŋěš ĺńĺ ğăčőřăěšś£ řőćŋő őďŋă ńăňŕőůłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő śőśšő£ŋĺě łăęďőľ ńăňŕőůłĺ ğăćĺśĺš őš ŕőńőęěŋĺ£ řőćŋő őďŋőčő ŕěřěłń¿ůăšěń£ (ďń£ łăęďőľ ńăňŕőůłĺ śćőěčő).

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺğ ŋěłőšőřőčő ůěšżřěţğŋăůŋőčő ůĺśńă ćżůńĺ ďřşčőě, ůĺśńă śőśšăćńěŋŋőě ĺğ šěţ ęě űĺťř, ŋő řăśŕőńőęěŋŋżţ ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě. Ňőęěš ńĺ ŕőńşůĺšĳś£ ůĺśńő 1008?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ őśšřőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Ěčő ŕőłřżćă¿š šřěň£ łřşčăňĺ, űěŋšřż łőšőřżţ ńěęăš ć ćěřÿĺŋăţ, ă řăďĺşśż řăćŋż ćżśőšăň, ŕřőćěďěŋŋżň ĺğ ¡šĺţ ćěřÿĺŋ. Ďőłăğăšĳ, ůšő łăęďă£ šőůłă šřěşčőńĳŋĺłă ŕőłřżšă ţőš£ ąż őďŋĺň ĺğ łřşčőć.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăğňěřőň 100 × 100 řăśłřăśĺńĺ ć 100 űćěšőć. (Łăęďş¿ łńěšőůłş ğăłřăśĺńĺ őďŋĺň ĺğ 100 űćěšőć ĺńĺ ŋě ğăłřăśĺńĺ ćőőąźě). ÀŔřăćĺńĳŋőľÁ řăśłřăśłőľ ŋăğżćăěšś£ šăłă£, ůšő ć łăęďőň śšőńąűě ĺ ć łăęďőľ śšřőłě ŋěš ďćşţ łńěšőůěł őďĺŋăłőćőčő űćěšă. Ňőęŋő ńĺ ďőłřăśĺšĳ ńĺśš ÀŕřăćĺńĳŋżňÁ śŕőśőąőň, ěśńĺ ŕěřćőŋăůăńĳŋő ążńĺ ÀŕřăćĺńĳŋőÁ ğăłřăÿěŋż

ă) 100^2 − 1 łńěšőł? ą) 100^2 − 2 łńěšőł? ć) 100 łńěšőł? Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć űěŋšřě łćăďřăšă ŋăţőďĺšś£ ŕőńĺűěľśłĺľ, ă ć őďŋőľ ĺğ ěčő ćěřÿĺŋ | čăŋčśšěř. Ŕőńĺűěľśłĺľ ňőęěš ąěčăšĳ ŕő ćśěňş łćăďřăšş, ă čăŋčśšěř | šőńĳłő ŕő ěčő śšőřőŋăň. Ĺğćěśšŋő, ůšő ňăłśĺňăńĳŋă£ śłőřőśšĳ ŕőńĺűěľśłőčő ćďćőě ňěŋĳÿě ňăłśĺňăńĳŋőľ śłőřőśšĺ čăŋčśšěřă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńĺűěľśłĺľ ňőęěš ąěęăšĳ šăł, ůšő ć łăłőľ-šő ňőňěŋš őłăęěšś£ ŋă őďŋőľ śšőřőŋě ś čăŋčśšěřőň.

Řěÿ 4.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ąşňăčş ŕőśšăćĺńĺ łń£łśş. Ďń£ łăęďőľ šőůłĺ łń£łśż őŕřěďěńĺńĺ ŋăĺňěŋĳÿěě ĺ ŋăĺąőńĳÿěě řăśśšő£ŋĺě ďő čřăŋĺűż łń£łśż. Śřěďĺ ćśěţ ŋăĺňěŋĳÿĺţ řăśśšő£ŋĺľ ćżąřăńĺ ŋăĺąőńĳÿěě, ă śřěďĺ ŋăĺąőńĳÿĺţ ćżąřăńĺ ŋăĺňěŋĳÿěě ĺ śřăćŋĺńĺ ŕőńşůěŋŋżě ďćă ůĺśńă. Łăłş¿ ťőřňş ĺňěěš łń£łśă, ěśńĺ ¡šĺ ďćă ůĺśńă řăćŋż ňěęďş śőąőľ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăğňěřőň N ×N řăśłřăśĺńĺ ć N űćěšőć. (Łăęďş¿ łńěšőůłş ğăłřăśĺńĺ őďŋĺň ĺğ ¡šĺţ N űćěšőć ĺńĺ ŋě ğăłřăśĺńĺ ćőőąźě). ÀŔřăćĺńĳŋőľÁ řăśłřăśłőľ ŋăğżćăěšś£ šăłă£, ůšő ć łăęďőň śšőńąűě ĺ ć łăęďőľ śšřőłě ŋěš ďćşţ łńěšőůěł őďĺŋăłőćőčő űćěšă. Ňőęŋő ńĺ ďőłřăśĺšĳ ńĺśš ÀŕřăćĺńĳŋżňÁ śŕőśőąőň, ěśńĺ śŋăůăńă ążńő ÀŕřăćĺńĳŋőÁ ğăłřăÿěŋő

ă) N^2 − 1 łńěšłă? ą) N^2 − 2 łńěšłĺ? ć) N łńěšőł? Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć űěŋšřě łćăďřăšă ŋăţőďĺšś£ ŕőńĺűěľśłĺľ, ă ć őďŋőľ ĺğ ěčő ćěřÿĺŋ | čăŋčśšěř. Ŕőńĺűěľśłĺľ ňőęěš ąěčăšĳ ŕő ćśěňş łćăďřăšş, ă čăŋčśšěř | šőńĳłő ŕő ěčő śšőřőŋăň. Ĺğćěśšŋő, ůšő őšŋőÿěŋĺě ňăłśĺňăńĳŋőľ śłőřőśšĺ ŕőńĺűěľśłőčő ĺ ňăłśĺňăńĳŋőľ śłőřőśšĺ čăŋčśšěřă řăćŋő: a) 0, 5; b) 0, 49; c)0, 34; c)^1_3 . Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńĺűěľśłĺľ ňőęěš ąěęăšĳ šăł, ůšő ć łăłőľ-šő ňőňěŋš őłăęěšś£ ŋă őďŋőľ śšőřőŋě ś čăŋčśšěřőň.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ćżŕşłńżľ řăćŋőśšőřőŋĺĺľ (ŋő ŋě őą£ğăšěńĳŋő ŕřăćĺńĳŋżľ) ŕ£šĺşčőńĳŋĺł ňőęŋő ŕőňěśšĺšĳ ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł šăł, ůšő őďŋă ĺğ ěčő śšőřőŋ ąşďěš śőćŕăďăšĳ śő śšőřőŋőľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă, ă ćěśĳ šřěşčőńĳŋĺł ąşďěš ńěęăšĳ ćŋşšřĺ ¡šőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 4.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺňěěšś£ 100-ğŋăůŋőě ůĺśńő, śőśšő£źěě ĺğ ěďĺŋĺű ĺ ďćőěł. Řăğřěÿăěšś£ ć ń¿ążţ ďěś£šĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ űĺťřăţ ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ ŕěřćżě ŕ£šĳ ś ŕ£šĳ¿ śńěďş¿źĺňĺ. Ďćă šăłĺţ ůĺśńă ŋăğżćă¿šś£ ŕőţőęĺňĺ, ěśńĺ őďŋő ĺğ ŋĺţ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ďřşčőčő ŋěśłőńĳłĺňĺ šăłĺňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě łőńĺůěśšćő ŕőŕăřŋő ŋěŕőţőęĺţ ůĺśěń ňőęŋő ćżąřăšĳ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ąěśłőŋěůŋőľ ÿăţňăšŋőľ ďőśłě ŕřőćěďěŋă ğăňłŋşšă£ ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źă£ś£ ńőňăŋă£, ŕřőţőď£źă£ ŕő śšőřőŋăň łńěšőł. Ćŋşšřĺ ńőňăŋőľ őłăğăńőśĳ K ůěřŋżţ łńěšőł. Łăłş¿ ŋăĺąőńĳÿş¿ ŕńőźăďĳ ňőęěš ĺňěšĳ ťĺčşřă, őŋčřăŋĺůěŋŋă£ ¡šőľ ńőňăŋőľ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďăŋő ůĺśńő A = (_{M+√M 2−4} 2 )_5 , čďě M | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő ąőńĳÿěě 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďěšś£ šăłőě ŋăšşřăńĳŋőě k, ůšő A = k + √ k^2 − 4 2 . Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă łőŋűăţ őšřěğłă śšő£š ŕő ěďĺŋĺűě. Ŕěřćżň ÿăčőň ňěęďş ¡šĺňĺ ěďĺŋĺűăňĺ śšăćĺšś£ ĺţ śşňňă | ůĺśńő 2. Śńěďş¿źĺň ÿăčőň ňěęďş łăęďżňĺ ďćşň£ śőśěďŋĺňĺ ůĺśńăňĺ śšăćĺšś£ ĺţ śşňňă ĺ š.ď. 1 000 000 řăğ. (Ŋă ćšőřőň ÿăčě ŕőńşůăěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 1 3 2 3 1) Śłőńĳłő řăğ ąşďěš ŋăŕĺśăŋő ůĺśńő 1973?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć űěŋšřě łćăďřăšă ŋăţőďĺšś£ ŕőńĺűěľśłĺľ, ă ć őďŋőľ ĺğ ěčő ćěřÿĺŋ | čăŋčśšěř. Ŕőńĺűěľśłĺľ ňőęěš ąěčăšĳ ŕő ćśěňş łćăďřăšş, ă čăŋčśšěř | šőńĳłő ŕő ěčő śšőřőŋăň. Ĺğćěśšŋő, ůšő ňăłśĺňăńĳŋă£ śłőřőśšĳ čăŋčśšěřă řăćŋă 2, 9 ňăłśĺňăńĳŋőľ śłőřőśšĺ ŕőńĺűěľśłőčő.Ŕőńĺűěľśłĺľ ţőůěš őłăğăšĳś£ ćňěśšě ś čăŋčśšěřőň ŋă őďŋőľ śšőřőŋě łćăďřăšă. Ćśěčďă ńĺ őŋ śňőęěš ¡šőčő ďőąĺšĳś£?

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋő ůĺśńő A = (_{n+√n2−4} 2 )_m , čďě n ĺ m | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš šăłőě ŋăšşřăńĳŋőě k, ůšő A = k + √ k^2 − 4 2 . Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ş šřěţčřăŋŋőčő şčńă ŕřőćěďěŋż ąĺśěłšřĺśż ŕńőśłĺţ şčńőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőŕăřŋżě şčńż ňěęďş ąĺśśěłšřĺśăňĺ ńĺąő őďŋőćřěňěŋŋő šşŕżě, ńĺąő őďŋőćřěňěŋŋő ŕř£ňżě, ńĺąő őďŋőćřěňěŋŋő őśšřżě.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. 12 ňăń£řőć ęĺćşš ć 12 łřăśŋżţ ĺ ąěńżţ ďőňăţ, řăśŕőńőęěŋŋżţ ŕő łőńĳűěćőľ ďőřőčě. Łăęďżľ ňěś£ű őďĺŋ ĺğ ňăń£řőć, ćğ£ć ś śőąőľ ďőśšăšőůŋőě łőńĺůěśšćő ąěńőľ ĺ łřăśŋőľ łřăśłĺ, ćżţőďĺš ĺğ ďőňă ĺ ĺďěš ćďőńĳ łőńĳűěćőľ ďőřőčĺ ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě. Şćĺďěć łřăśŋżľ ďőň, őŋ łřăśĺš ěčő ć ąěńżľ űćěš ĺ ĺďěš ďăńĳÿě, ă şćĺďěć ąěńżľ ďőň, őŋ ŕěřěłřăÿĺćăěš ěčő ć łřăśŋżľ ĺ ĺďěš ďőňőľ ňżšĳ łĺśšĺ. Ć šěůěŋĺě čőďă łăęďżľ ňăń£ř řőćŋő őďĺŋ řăğ ŕřőďěńżćăěš šăłőě ŕşšěÿěśšćĺě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łőŋűě čőďă łăęďżľ ďőň ąşďěš ŕőłřăÿěŋ ć ŕěřćőŋăůăńĳŋżľ űćěš, ěśńĺ ć ŋăůăńě čőďă ţőš£ ąż őďĺŋ ďőň ążń łřăśŋżň.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, śőśšő£źěľ ĺğ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű, řăğřěÿăěšś£ ŕěřěśšăćń£šĳ ŕřőĺğćőńĳŋżě ďćă ř£ďőň śšő£źĺě łşśłă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďńĺŋż 5 łăęďżľ. Ďćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ąşďşš ŋăğżćăšĳś£ ŕőďőąŋżňĺ, ěśńĺ ĺğ őďŋőľ ĺğ ŋĺţ łőŋěůŋżň ůĺśńőň šăłĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ďřşčş¿. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš ŋěŕőďőąŋżţ ňěęďş śőąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ďńĺŋż 100?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ăřěŋě łřşčńőčő űĺřłă řăďĺşśă 10 ňěšřőć ąěčăěš ńěć. Ďćĺčă£śĳ ŕő ńőňăŋőľ ńĺŋĺĺ, őŋ ŕřőąěęăń 30 łĺńőňěšřőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ćśěţ şčńőć, ŋă łőšőřżě ńěć ŕőćőřăůĺćăń, ŋě ňěŋĳÿě 2998 řăďĺăŋ.

Řěÿ 5.

XXXVII őńĺňŕĺăďă (1974)

Ŕěřćżľ šşř 9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő 100 . . . 001, ć łőšőřőň 2^{1974} + 2^{1000} − 1 ŋşńěľ, śőśšăćŋőě.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łřşč řăďĺşśă 1 ŋěńĳğ£ ŕőňěśšĺšĳ ąěğ ŋăńőęěŋĺľ ďćă šřěşčőńĳŋĺłă, ŕńőźăďĳ łăęďőčő ĺğ łőšőřżţ ąőńĳÿě 1.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďćě őďĺŋăłőćżě ÿěśšěř-ěŋłĺ ĺňě¿š ŕő 32 ğşąűă. Ĺţ śőćňěśšĺńĺ ĺ śŕĺńĺńĺ őďŋőćřěňěŋŋő 6 ŕăř ğşąűőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő őďŋş ÿěśšěř-ěŋłş ňőęŋő ŕőćěřŋşšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčőľ šăł, ůšő ć ňěśšăţ śńőňăŋŋżţ ğşąűőć őďŋőľ ÿěśšěř-ěŋłĺ őłăęşšś£ űěńżě ğşąűż ćšőřőľ ÿěśšěř-ěŋłĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺğ őšřěğłőć, ĺňě¿źĺţ ďńĺŋż a, b ĺ c, ňőęŋő śőśšăćĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ őšřěğłőć ś ďńĺŋăňĺ^1_{a+c} ,^1_{b+c} ,^1_{a+b} šăłęě ňőęŋő śőśšăćĺšĳ šřěşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł őąńăďăěš śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ěśńĺ ćśě ŕř£ňżě, ŋă łőšőřżţ ńěęăš ěčő śšőřőŋż, ŕăřăńńěńĳŋő ŕěřěŋěśšĺ ŋă řăśśšő£ŋĺě 1 ćő ćŋěÿŋ¿¿ śšőřőŋş, šő ŕőńşůěŋŋżě ŕř£ňżě őąřăğş- ¿š ňŋőčőşčőńĳŋĺł, ŕőďőąŋżľ ĺśţőďŋőňş, ŕřĺů-ěň ŕăřăńńěńĳŋżě śšőřőŋż őłăęşšś£ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ďăŋŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ňőęŋő ćŕĺśăšĳ őłřşęŋőśšĳ.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő 13-şčőńĳŋĺłă ŋăľď-ěšś£ ŕř£ňă£, śőďěřęăźă£ řőćŋő őďŋş ěčő śšőřőŋş, őďŋăłő ŕřĺ ń¿ąőň n > 13 śşźěśšćşěš n-şčőńĳŋĺł, ďń£ łőšőřőčő ¡šő ŋěćěřŋő.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďćě őďĺŋăłőćżě ÿěśšěř-ěŋłĺ ĺňě¿š ŕő 92 ğşąűă. Ĺţ śőćňěśšĺńĺ ĺ śŕĺńĺńĺ őďŋőćřěňěŋŋő 10 ŕăř ğşąűőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő őďŋş ÿěśšěř-ěŋłş ňőęŋő ŕőćěřŋşšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčőľ šăł, ůšő ć ňěśšăţ śńőňăŋŋżţ ğşąűőć őďŋőľ ÿěśšěř-ěŋłĺ őłăęşšś£ űěńżě ğşąűż ćšőřőľ ÿěśšěř-ěŋłĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă łşąě őšňěůěŋż ćěřÿĺŋż ĺ űěŋšřż čřăŋěľ, ă šăłęě ŕřőćěďěŋż ďĺăčőŋăńĺ ćśěţ čřăŋěľ. Ňőęŋő ńĺ ŕő őšřěğłăň ¡šĺţ ďĺăčőŋăńěľ őąőľšĺ ćśě őšňěůěŋŋżě šőůłĺ, ŕőążćăć ć łăęďőľ ĺğ ŋĺţ řőćŋő ŕő őďŋőňş řăğş?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 łńăśśă. Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Šőůłă O ćŋşšřĺ ŕřăćĺńĳŋőčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋőľ 1 śőěďĺŋěŋă śő ćśěňĺ ěčő ćěřÿĺŋăňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ šřěşčőńĳŋĺłőć, ŋă łőšőřżě řăğąĺćăěšś£ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł, ŋăľďşšś£ ďćă šăłĺţ, ůšő ćśě ĺţ śšőřőŋż ąşďşš ŋě ňěŋĳÿě 1.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕř£ňőľ řăśŕőńőęěŋő 100 šőůěł. Őšňěšĺň śěřěďĺŋż ćśěćőğňőęŋżţ őšřěğłőć ś łőŋűăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő őšňěůěŋŋżţ šőůěł ňőęěš ŕőńşůĺšĳś£?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śłőńĳłő śšőřőŋ ňőęěš ążšĳ ş ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ćśě ďĺăčőŋăńĺ łőšőřőčő ĺňě¿š řăćŋş¿ ďńĺŋş?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋěśłőńĳłő śšěłń£ŋŋżţ ÿăřĺłőć řăğńőęěŋő ć šřĺ łşůłĺ. Ňăńĳůĺł, řăśŕőńăčă¿źĺľ ŋěőčřăŋĺůěŋŋżň ğăŕăśőň ÿăřĺłőć, ňőęěš ğă őďĺŋ ţőď ćğ£šĳ ŕő őďŋőňş ÿăřĺłş ĺğ łăęďőľ łşůłĺ ĺńĺ ęě ďőąăćĺšĳ ĺğ śćőěčő ğăŕăśă ć őďŋş ĺğ łşůěł śšőńĳłő ÿăřĺłőć, śłőńĳłő ć ŋěľ şęě ěśšĳ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ğă ŋěśłőńĳłő ţőďőć ňăńĳůĺł ňőęěš ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšő ć łăęďőľ łşůłě ŋě őśšăŋěšś£ ŋĺ őďŋőčő ÿăřĺłă.

Řěÿ 4.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕńőśłőśšĺ řăśŕőńőęěŋő n šőůěł. Őšňěšĺň śěřěďĺŋż ćśěćőğňőęŋżţ őšřěğłőć ś łőŋűăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő őšňěůěŋŋżţ šőůěł ňőęěš ŕőńşůĺšĳś£?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć łńěšłăţ ŕř£ňőşčőńĳŋőľ šăąńĺűż, ĺňě¿źěľ 8 śšřőł ĺ 5 śšőńąűőć, řăśśšăćńěŋż ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Ğă őďĺŋ ţőď řăğřěÿăěšś£ őďŋőćřěňěŋŋő şďćőĺšĳ ćśě ůĺśńă őďŋőľ śšřőłĺ ĺńĺ ęě ćżůěśšĳ ěďĺŋĺűş ĺğ ćśěţ ůĺśěń őďŋőčő śšőńąűă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ğă ŋěśłőńĳłő ţőďőć ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż ćśě ůĺśńă šăąńĺűż śšăńĺ řăćŋżňĺ ŋşń¿.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋ ćżŕşłńżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł, ćśě şčńż łőšőřőčő šşŕżě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŋ-ěň ŋăľďşšś£ ďćě šăłĺě ďĺăčőŋăńĺ, ůšő łřşčĺ, ŕőśšřőěŋŋżě ŋă ŋĺţ łăł ŋă ďĺăňěšřăţ, ŕőńŋőśšĳ¿ ŕőłřő¿š ŕ£šĺşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śşňňă 100 ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ŋě ąőńĳÿě 100, řăćŋă 200. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ćżąřăšĳ ŋěśłőńĳłő ůĺśěń, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă 100.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śşźěśšćşěš ńĺ šăłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ůšőąż ń¿ąőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő 1, 2, 3, . . . ňőęŋő ążńő ŕřěďśšăćĺšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ć ćĺďě řăğŋőśšĺ ďćşţ ůĺśěń ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕřőĺğćőńĳŋőň 2n-şčőńĳŋĺłě ŋăľď-ěšś£ ďĺăčőŋăńĳ, ŋě ŕăřăńńěńĳŋă£ ŋĺ őďŋőľ ĺğ ěčő śšőřőŋ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő čĺřĳ, ňăśśă łăęďőľ ĺğ łőšőřżţ řăćŋă űěńőňş ůĺśńş. Ĺğćěśšŋő, ůšő ĺţ ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă k řăćŋżţ ŕő ňăśśě čřşŕŕ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě ňěŋěě ůěň k śŕőśőąăňĺ ňőęŋő şąřăšĳ őďŋş čĺř¿ šăł, ůšőąż őśšăćÿĺěś£ čĺřĺ ŋěńĳğ£ ążńő řăğąĺšĳ ŋă k řăćŋżţ ŕő ňăśśě čřşŕŕ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC, AD ĺ BE | ěčő ąĺśśěłšřĺśż. Ĺğćěśšŋő, ůšő AC > BC. Ďőłăğăšĳ, ůšő AE > DE > BD. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕř£ňőşčőńĳŋżľ ńĺśš ąşňăčĺ řăğňěřőň a × b śň řăğřěğăŋ ŋă ŕř£ňőşčőńĳŋżě ŕőńőśłĺ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ ĺňěěš śšőřőŋş 1 śň. Ńĺŋĺĺ řăğřěğőć ŕăřăńńěńĳŋż śšőřőŋăň ĺśţőďŋőčő ńĺśšă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ůĺśěń a ĺńĺ b űěńőě.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 9 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ďěś£šůŋőľ ğăŕĺśĺ ůĺśěń 2^n +1974^n ĺ 1974^n śőďěřęĺšś£ őďĺŋăłőćőě łőńĺůěśšćő űĺťř.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ÿăřőőąřăğŋă£ ŕńăŋěšă őłřşęěŋă 37-¿ šőůěůŋżňĺ ăśšěřőĺďăňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ń¿ąőľ ňőňěŋš ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ ŕńăŋěšż ŋăľď-ěšś£ šőůłă, ĺğ łőšőřőľ ăśšřőŋőň ŋě śňőęěš ŋăąń¿ďăšĳ ąőńěě 17 ăśšěřőĺďőć. Ŕřĺňěůăŋĺě. Ăśšěřőĺď, řăśŕőńőęěŋŋżľ ŋă ńĺŋĺĺ čőřĺğőŋšă, ŋě ćĺďěŋ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă łőŋčřěśś śőąřăńĺśĳ şů-ěŋżě, śřěďĺ łőšőřżţ ěśšĳ ďřşğĳ£. Őłăğăńőśĳ, ůšő ń¿ążě ďćă ĺğ ŋĺţ, ĺňě¿źĺě ŋă łőŋčřěśśě řăćŋőě ůĺśńő ďřşğěľ, ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ďřşğěľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľď-ěšś£ şů-ěŋżľ, łőšőřżľ ĺňěěš řőćŋő őďŋőčő ďřşčă ĺğ ůĺśńă şůăśšŋĺłőć łőŋčřěśśă.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 łńăśśă. Řěÿ 5.

XXXVII őńĺňŕĺăďă (1975)

Ŕěřćżľ šşř 10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě ďěľśšćĺšěńĳŋżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ ś 4 ŋěĺğćěśšŋżňĺ:

x^2 + y^2 + z^2 + t^2 = x(y + z + t).

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Šőůłă A řăśŕőńőęěŋă ŋă řăśśšő£ŋĺĺ 50 śň őš űěŋšřă łřşčă řăďĺşśă 1 śň. Řăğřěÿăěšś£ šőůłş A őšřăğĺšĳ śĺňňěšřĺůŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕř£ňőľ, ŕěřěśěłă¿źěľ łřşč; ŕőńşůěŋŋş¿ šőůłş őšřăğĺšĳ śĺňňěšřĺůŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ń¿ąőľ ŕř£ňőľ, ŕěřěśěłă¿źěľ łřşč, ĺ š.ď. Ďőłăğăšĳ, ůšő: ă) ğă 25 őšřăęěŋĺľ šőůłş A ňőęŋő ŕěřěňěśšĺšĳ ćŋşšřĳ łřşčă; ą) ğă 24 őšřăęěŋĺ£ ¡šőčő śďěńăšĳ ŋěńĳğ£.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă a, b, c šăłőćż, ůšő ůĺśńă p = b^c +a, q = a^b +c, r = c^a +b ŕřőśšżě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďćă ĺğ ůĺśěń p, q, r řăćŋż ňěęďş śőąőľ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă ÿăţňăšŋőľ ďőśłě řăğňěřőň 8 × 8 őšňěůěŋż 64 šőůłĺ | űěŋšřż ćśěţ łńěšőł. Ňőęŋő ńĺ őšďěńĺšĳ ćśě šőůłĺ ďřşč őš ďřşčă, ŕřőćěď£ 13 ŕř£ňżţ, ŋě ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ¡šĺ šőůłĺ?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ňőęŋő ńĺ řăğňěśšĺšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě ůěšżřě śćĺŋűőćżţ ÿăřă ĺ šőůěůŋżľ ĺśšőůŋĺł śćěšă šăł, ůšőąż łăęďżľ ĺśţőď£źĺľ ĺğ ĺśšőůŋĺłă śćěšă ńşů ŕěřěśěłăń ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ ÿăřőć?

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Łăłőě ĺğ ďćşţ ůĺśěń ąőńĳÿě:

ă) 2^{22} . . 2 100 řăğ ĺńĺ 3

3^3 . . 3 99 řăğ ,

ą) 3^{33} . . 3 100 řăğ ĺńĺ 4

4^4 . . 4 99 řăğ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć őłřşęŋőśšĳ ćŕĺśăŋ ćżŕşłńżľ 7-şčőńĳŋĺł. Ĺğćěśšŋő, ůšő łăłĺě-šő šřĺ ěčő şčńă řăćŋż 120^∘. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďşšś£ ďćě ěčő śšőřőŋż, ĺňě¿źĺě őďĺŋăłőćş¿ ďńĺŋş.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łőń£ ĺ Ćĺš£ ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş. Ŋă śšőńě ńěęĺš łşůă ĺğ 31 łăňŋ£. Ňăńĳůĺłĺ ďěńă¿š ţőďż ŕőőůěř-ěďŋő, ă ŋăůĺŋăěš Łőń£. Ďěńă£ ţőď, ĺčřă¿źĺľ ďěńĺš łăęďş¿ łşůłş, ć łőšőřőľ ąőńĳÿě őďŋőčő łăňŋ£, ŋă ďćě ňěŋĳÿĺě łşůłĺ. Ćżĺčřżćăěš šőš, łšő ŕőśńě śćőěčő ţőďă őśšăćń£ěš łşůłĺ ŕő őďŋőňş łăňŋ¿ ć łăęďőľ. Śňőęěš ńĺ Łőń£ śďěńăšĳ šăł, ůšőąż ćżĺčřăšĳ ŕřĺ ń¿ąőľ ĺčřě Ćĺšĺ?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 19752. . . łăęďă£ űĺťřă, ŋăůĺŋă£ ś ŕ£šőľ, řăćŋă ŕőśńěďŋěľ űĺťřě śşňňż ŕřěďżďşźĺţ ůěšżř-ěţ űĺťř. Ćśšřěšĺšś£ ńĺ ć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ: ă) ŋăąőř űĺťř 1234; 3269; ą) ćšőřĺůŋő ŋăąőř 1975?

Řěÿ 4.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Łăłőě ĺğ ďćşţ ůĺśěń ąőńĳÿě:

ă) 2^{22} . . 2 n řăğ ĺńĺ 3^{33} . . 3 n − 1 řăğ,

ą) 3^{33} . . 3 n řăğ ĺńĺ 4^{44} . . 4 n − 1 řăğ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 19752. . . łăęďă£ űĺťřă, ŋăůĺŋă£ ś ŕ£šőľ, řăćŋă ŕőśńěďŋěľ űĺťřě śşňňż ŕřěďżďşźĺţ ůěšżř-ěţ űĺťř. Ćśšřěšĺšś£ ńĺ ć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ: ă) ŋăąőř űĺťř 1234; 3269; ą) ćšőřĺůŋő ŋăąőř 1975; ć) ŋăąőř 8197?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺňě¿šś£ ďćě śšřăŋż: Őążůŋă£ ĺ Ğăğěřłăńĳě. Ş łăęďőčő čőřőďă ć Őążůŋőľ śšřăŋě ěśšĳ ÀďćőľŋĺłÁ ć Ğăğěřłăńĳě, ĺ ŋăőąőřőš. Őďŋăłő ěśńĺ ć Őążůŋőľ śšřăŋě łăłĺě-šő ďćă čőřőďă śőěďĺŋěŋż ęěńěğŋőľ ďőřőčőľ, šő ć Ğăğěřłăńĳě ¡šĺ čőřőďă ŋě śőěďĺŋěŋż, ă ń¿ążě ďćă ŋěśőěďĺŋ-ěŋŋżţ ć Őążůŋőľ śšřăŋě čőřőďă őą£ğăšěńĳŋő śőěďĺŋěŋż ęěńěğŋőľ ďőřőčőľ ć Ğăğěřłăńĳě. Ć Őążůŋőľ śšřăŋě ďěćőůłă Ăńĺśă ŋě ňőęěš ŕřőěţăšĳ ĺğ čőřőďă A ć čőřőď B, śďěńăć ňěŋěě ďćşţ ŕěřěśăďőł. Ďőłăğăšĳ, ůšő Ăńĺśă ć Ğăğěřłăńĳě śňőęěš ŕřőěţăšĳ ĺğ őďŋőčő čőřőďă ć ďřşčőľ, śďěńăć ŋě ąőńěě ďćşţ ŕěřěśăďőł.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ťşšąőńĳŋőň šşřŋĺřě ŕřĺŋĺňă¿š şůăśšĺě n łőňăŋď. Łăęďă£ łőňăŋďă ćśšřěůăěšś£ ś łăęďőľ ŕő őďŋőňş řăğş, ŕřĺ ¡šőň ćżĺčřăćÿěľ łőňăŋďě ŕřĺśşęďăěšś£ 2 őůłă, śżčřăćÿěľ ćŋĺůĳ¿ | 1 őůłő, ŕřőĺčřăćÿěľ | 0 őůłőć. Łăłőľ ňăłśĺňăńĳŋżľ řăğřżć ć őůłăţ ňőęěš ążšĳ ňěęďş łőňăŋďăňĺ, ğăŋ£ćÿĺňĺ śőśěďŋĺě ňěśšă?

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 8 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 8 łńăśśă. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć čőśşďăřśšćě Ňăŋšĺśśă čőřőď«ă śőěďĺŋěŋż ďőřőčăňĺ. Ďńĺŋă ń¿ąőľ ďőřőčĺ ňěŋĳÿě 500 łň, ĺ ĺğ ń¿ąőčő čőřőďă ć ń¿ąőľ ďřşčőľ ňőęŋő ŕőŕăśšĳ, ŕřőěţăć ŕő ďőřőčăň ňěŋĳÿě 500 łň. Łőčďă őďŋă ďőřőčă őłăğăńăśĳ ğăłřżšőľ ŋă řěňőŋš, ćż£śŋĺńőśĳ, ůšő ĺğ łăęďőčő čőřőďă ňőęŋő ŕřőěţăšĳ ŕő őśšăćÿĺňś£ ďőřőčăň ć ń¿ąőľ ďřşčőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ¡šőň ňőęŋő ŕřőěţăšĳ ňěŋĳÿě 1500 łň.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ňőęŋő ńĺ łăłőľ-ŋĺąşďĳ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł řăğřěğăšĳ ŋă łőŋěůŋőě ůĺśńő ŋěćżŕşłńżţ ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłőć?

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 8 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Łőń£ ĺ Ćĺš£ ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş. Ŋă śšőńě ńěęĺš łşůă ĺğ 100 łăňŋěľ. Ňăńĳůĺłĺ ďěńă¿š ţőďż ŕőőůěř-ěďŋő, ă ŋăůĺŋăěš Łőń£. Ďěńă£ ţőď, ĺčřă¿źĺľ ďěńĺš łăęďş¿ łşůłş, ć łőšőřőľ ąőńĳÿě őďŋőčő łăňŋ£, ŋă ďćě ňěŋĳÿĺě łşůłĺ. Ćżĺčřżćăěš šőš, łšő ŕőśńě śćőěčő ţőďă őśšăćń£ěš łşůłĺ ŕő őďŋőňş łăňŋ¿ ć łăęďőľ. Śňőęěš ńĺ Łőń£ śďěńăšĳ šăł, ůšőąż ćżĺčřăšĳ ŕřĺ ń¿ąőľ ĺčřě Ćĺšĺ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ăřěŋă űĺřłă őśćěźăěšś£ n řăğńĺůŋżňĺ ŕřőęěłšőřăňĺ. Łăęďżľ ŕřőęěłšőř őśćěźăěš ŋěłőšőřş¿ ćżŕşłńş¿ ťĺčşřş. Ĺğćěśšŋő, ůšő ěśńĺ ćżłń¿ůĺšĳ őďĺŋ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŕřőęěłšőř, šő ăřěŋă ąşďěš ŕő-ŕřěęŋěňş ŕőńŋőśšĳ¿ őśćěźěŋă, ă ěśńĺ ćżłń¿ůĺšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżě 2 ŕřőęěłšőřă, šő ăřěŋă ŕőńŋőśšĳ¿ őśćěźěŋă ŋě ąşďěš. Ŕřĺ łăłĺţ ğŋăůěŋĺ£ţ n ¡šő ćőğňőęŋő?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 łńăśśă. Řěÿ 5.

XXXIX őńĺňŕĺăďă (1976)

Ŕěřćżľ šşř 10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě ŕőńőęĺšěńĳŋżě řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ

x_1 + x_2 = x^2_3, x_2 + x_3 = x^2_4, x_3 + x_4 = x^2_5, x_4 + x_5 = x^2_1, x_5 + x_1 = x^2.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć őśšřőşčőńĳŋőň šřěşčőńĳŋĺłě ABC ŕřőćěďěŋż ňěďĺăŋă AM, ąĺśśěłšřĺśă BK ĺ ćżśőšă CH. Ŕşśšĳ M^′K^′H^′ | šřěşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋăňĺ ć šőůłăţ ŕěřěśěůěŋĺ£ šř-ěţ ŕřőćěď-ěŋŋżţ őšřěğłőć. Ňőęěš ńĺ ŕńőźăďĳ ŕőńşůěŋŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ążšĳ ąőńĳÿě 0,499 ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłă ABC?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łăłőćż ŕěřćżě ůěšżřě űĺťřż ůĺśńă 1^1 + 2^2 + 3^3 + · · · + 999^{999} + 1000^{1000}? Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ăśšřőŋőňĺůěśłĺľ ŕřőęěłšőř őśćěźăěš őłšăŋš (šř-ěţčřăŋŋżľ şčőń, ş łőšőřőčő ćśě ŕńőśłĺě şčńż ŕř£ňżě). Ŕřőęěłšőř ŕřőňěź-ěŋ ć űěŋšř łşąă. Ňőęŋő ńĺ ěčő ŕőćěřŋşšĳ šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż őŋ ŋě őśćěźăń ŋĺ őďŋőľ ćěřÿĺŋż łşąă?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ąěśłőŋěůŋőň ńĺśšě łńěšůăšőľ ąşňăčĺ (řăğňěř łńěšłĺ 1 × 1) şłńăďżćă¿šś£ łőśšĺ ďőňĺŋő řăğňěřőň 1 × 2 šăł, ůšő őŋĺ ŕőłřżćă¿š ćśě łńěšłĺ. Ňőęŋő ńĺ ŕřĺ ¡šőň ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż łăęďă£ ŕř£ňă£, ĺďşźă£ ŕő ńĺŋĺ£ň śěšłĺ, řăğřěğăńă ąż ńĺÿĳ łőŋěůŋőě łőńĺůěśšćő łőśšěľ ďőňĺŋő?

Řěÿ 5.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1.

Ďăŋż ůěšżřě őďĺŋăłőćżţ ŕő ćĺďş ÿăřă ňăśśőľ 101 č, 102 č, 103 č ĺ 104 č, ă šăłęě ůăÿěůŋżě ćěśż śő śšřěńłőľ, ŋă łőšőřżţ ňőęŋő ćğćěśĺšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ čřşğ. Śďěńăć ďćă ćğćěÿĺćăŋĺ£, őŕřěďěńĺšĳ ňăśśş łăęďőčő ÿăřă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ňőęěš ńĺ ćżŕşłńżľ ŋěŕřăćĺńĳŋżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł ĺňěšĳ řőćŋő 4 śšőřőŋż őďĺŋăłőćőľ ďńĺŋż ĺ řőćŋő 4 ďĺăčőŋăńĺ őďĺŋăłőćőľ ďńĺŋż?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śşźěśšćşěš ńĺ šăłőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n, ůšő śşňňă űĺťř ůĺśńă n^2 řăćŋă 100? Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ňőęŋő ńĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ řăśŕőńőęĺšĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő šőůěł šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ş łăęďőľ šőůłĺ ążńő ąż řőćŋő šřĺ ąńĺęăľÿĺţ ł ŋěľ šőůłĺ?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć łńěšłăţ šăąńĺűż řăğňěřőň 10 × 20 řăśśšăćńěŋő 200 řăğńĺůŋżţ ůĺśěń. Ć łăęďőľ śšřőůłě őšňěůěŋż 2 ŋăĺąőńĳÿĺţ ůĺśńă łřăśŋżň űćěšőň, ă ć łăęďőň śšőńąűě őšňěůěŋż 2 ŋăĺąőńĳÿĺţ ůĺśńă śĺŋĺň űćěšőň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě ňěŋěě šř-ěţ ůĺśěń őšňěůěŋż ć šăąńĺűě łăł łřăśŋżň, šăł ĺ śĺŋĺň űćěšőň.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ş łćăďřăšă ABCD ďńĺŋă śšőřőŋż | űěńőě ůĺśńő. Ćŋşšřĺ łćăďřăšă řăğňěźěŋż ŕăřăńńěńĳŋő ěčő śšőřőŋăň őšřěğłĺ, ďěń£źĺě łćăďřăš ŋă ąőńěě ňěńłĺě łćăďřăšż, ďńĺŋż śšőřőŋ łőšőřżţ šőęě űěńżě. Ďńĺŋă łăęďőčő őšřěğłă | űěńőě ůĺśńő. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ďńĺŋ ćśěţ őšřěğłőć łřăšŋă 4.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă śťěřĺůěśłőň Śőńŋűě őąŋăřşęěŋő łőŋěůŋőě ůĺśńő łřşčńżţ ŕ£šěŋ, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ğăŋĺňăěš ňěŋĳÿě ŕőńőćĺŋż ŕőćěřţŋőśšĺ Śőńŋűă. İšĺ ŕ£šŋă ŕřěďŕőńăčă¿šś£ ğăňłŋşšżňĺ (š.ě. čřăŋĺűă ŕ£šŋă ŕřĺŋăďńěęĺš ěňş) ĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ňěęďş śőąőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋă Śőńŋűě ŋăľďşšś£ ďćě ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě šőůłĺ, ŋě ŕőłřżšżě ŕ£šŋăňĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ğăďăŋő łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő šőůěł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŋ-ěň ŋăľď-ěšś£ šőůłă, ş łőšőřőľ ĺňěěšś£ ŋě ąőńěě šř-ěţ ąńĺęăľÿĺţ ł ŋěľ šőůěł ĺğ ¡šőčő ęě ňŋőęěśšćă.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ňőęěš ńĺ ůĺśńő n! őłăŋůĺćăšĳś£ űĺťřăňĺ 1976000. . . 000?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 8 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš šăłőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n, ąőńĳÿěě 1000, ůšő śşňňă űĺťř ůĺśńă 2^n ąőńĳÿě śşňňż űĺťř ůĺśńă 2^{n+1}.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋő ůĺśńő N, ć ğăŕĺśĺ łőšőřőčő ŋěš ŋşńěľ. Ěśńĺ ć ŋ-ěň śšő£š ř£ďőň ďćě őďĺŋăłőćżě űĺťřż ĺńĺ ďćă őďĺŋăłőćżţ ďćşğŋăůŋżţ ůĺśńă, šő ĺţ řăğřěÿăěšś£ ćżůěřłŋşšĳ. Łřőňě šőčő, řăğřěÿăěšś£ šăłęě ć ń¿ąőě ňěśšő ćśšăćĺšĳ ďćě őďĺŋăłőćżě űĺťřż ĺńĺ ďćă őďĺŋăłőćżţ ďćşğŋăůŋżţ ůĺśńă. Ďőłăğăšĳ, ůšő, łőňąĺŋĺřş£ ¡šĺ őŕěřăűĺĺ, ňőęŋő ĺğ ůĺśńă N ŕőńşůĺšĳ ůĺśńő, ňěŋĳÿěě 10^9.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă śšőńě ńěęĺš ąőńĳÿőľ ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ śő śšőřőŋőľ łńěšłĺ 1 śň ĺ ŋěőčřăŋĺůěŋŋőě łőńĺůěśšćő ŕ£šĺłőŕěěůŋżţ ňőŋěš (ŕ£šăłőć); řăďĺşś ŕ£šăłă řăćěŋ 1,3 śň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ńĺśš ňőęŋő ŕőłřżšĳ ŕ£šăłăňĺ, ŋě ŋăńěčă¿źĺňĺ ďřşč ŋă ďřşčă, šăł, ůšőąż ćśě şğńż ńĺśšă őłăğăńĺśĳ ŕőłřżšżňĺ.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śşźěśšćşěš ńĺ šăłőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő A, ůšő ěśńĺ ŕřĺŕĺśăšĳ ěčő ł śăňőňş śěąě śŕřăćă, šő ŕőńşůěŋŋőě ůĺśńő őłăęěšś£ ŕőńŋżň łćăďřăšőň?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śşźěśšćşěš ńĺ šăłőľ ćżŕşłńżľ 1976-čřăŋŋĺł, łőšőřżľ őąńăďăń ąż śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ řăśśšăŋőćłě śšřěńőł ŋă łőŋűăţ ěčő ř-ěąěř śşňňă ŕőńşůěŋŋżţ ćěłšőřőć őšńĺůŋă őš 0?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć łńěšłăţ šăąńĺűż řăğňěřőň 10 × 20 řăśśšăćńěŋő 200 řăğńĺůŋżţ ůĺśěń. Ć łăęďőľ śšřőůłě őšňěůěŋż 3 ŋăĺąőńĳÿĺţ ůĺśńă łřăśŋżň űćěšőň, ă ć łăęďőň śšőńąűě őšňěůěŋż 3 ŋăĺąőńĳÿĺţ ůĺśńă śĺŋĺň űćěšőň. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě ňěŋěě 9 ůĺśěń őšňěůěŋż ć šăąńĺűě łăł łřăśŋżň, šăł ĺ śĺŋĺň űćěšőň.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 8 łńăśśă. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Łăęďă£ šőůłă ŕřőśšřăŋśšćă őłřăÿěŋă ć őďĺŋ ĺğ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ŕ£šĺ űćěšőć, ŕřĺů-ěň ĺňěěšś£ 5 šőůěł, őłřăÿěŋŋżţ ć řăğńĺůŋżě űćěšă. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ŕř£ňă£, ćśě šőůłĺ łőšőřőľ őłřăÿěŋż ŋě ňěŋěě ůěň ć šřĺ űćěšă, ĺ ŕńőśłőśšĳ, ćśě šőůłĺ łőšőřőľ őłřăÿěŋż ŋě ňěŋěě ůěň ć ůěšżřě űćěšă.

Řěÿ 5.

XL őńĺňŕĺăďă (1977)

Ŕěřćżľ šşř 10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń {x_n} śšřőĺšś£ ŕő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş: x_1 = 2, x_{n+1} = [1, 5x_n] ([ ] | űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă).

ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {x_n} ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŋěůěšŋżţ ůĺśěń. ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {x_n} ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ůěšŋżţ ůĺśěń. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă śšőńě řăśŕőńőęěŋő n łăřšőŋŋżţ łćăďřăšőć ĺ n ŕńăśšňăśśőćżţ łćăďřăšőć. Ŋĺłăłĺě ďćă łăřšőŋŋżţ łćăďřăšă ŋě ĺňě¿š őąźĺţ šőůěł, ć šőň ůĺśńě ĺ šőůěł čřăŋĺűż. Šő ęě śăňőě ĺňěěš ňěśšő ĺ ďń£ ŕńăśšňăśśőćżţ łćăďřăšőć. Őłăğăńőśĳ, ůšő ňŋőęěśšćő ćěřÿĺŋ łăřšőŋŋżţ łćăďřăšőć śőćŕăďăěš ś ňŋőęěśšćőň ćěřÿĺŋ ŕńăśšňăśśőćżţ łćăďřăšőć. Őą£ğăšěńĳŋő ńĺ łăęďżľ łăřšőŋŋżľ łćăďřăš śőćŕăďăěš ś ŋěłőšőřżň ŕńăśšňăśśőćżň?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. ă) Ďćěŋăďűăšĳ šőŋłĺţ šćěřďżţ śšěřęŋěľ ďńĺŋż 1 śłřěŕĺńĺ šăł, ůšőąż ŕőńşůĺńś£ łăřłăś łşąă. Ňőęŋő ńĺ śďěńăšĳ ć ŕńőśłőśšĺ őšćěřśšĺě ŕńőźăďĺ ňěŋĳÿě 1/100, ŋě řăğąĺćă¿źěě ŕńőśłőśšĳ ŋă łşśłĺ, ůšőąż ůěřěğ ŋěčő ňőęŋő ążńő ąż ŕřőšăźĺšĳ ¡šőš łăřłăś?

ą) Šőš ęě ćőŕřőś ďń£ łăřłăśă šěšřă¡ďřă ś řěąřőň ďńĺŋż 1. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Łăęďă£ šőůłă ůĺśńőćőľ őśĺ, łőőřďĺŋăšă łőšőřőľ | űěńőě ůĺśńő, ŕőłřăÿěŋă ńĺąő ć łřăśŋżľ, ńĺąő ć śĺŋĺľ űćěš. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďěšś£ űćěš śő śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ďń£ łăęďőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă k ĺňěěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő šőůěł ¡šőčő űćěšă, łőőřďĺŋăšż łőšőřżţ ďěń£šś£ ŋă k.

Řěÿ 4.

Ćšőřőľ šşř 7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć łăęďőľ ćěřÿĺŋě ćżŕşłńőčő k-şčőńĳŋĺłă ŋăţőďĺšś£ őţőšŋĺł, ćőőřşęěŋŋżľ ńăğěřŋżň řşęĳěň. Ćśě őţőšŋĺłĺ őďŋőćřěňěŋŋő ćżśšřěńĺńĺ ć ğăľűă, śĺď£źěčő ć šőůłě O ćŋşšřĺ ¡šőčő k-şčőńĳŋĺłă. Ć ňőňěŋš ćżśšřěńă ğă£ű ŕřĺčĺąăěšś£, ĺ ćśě őţőšŋĺłĺ ŕőčĺąă¿š. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋěš ďřşčőľ šőůłĺ, łřőňě O, őąńăďă¿źěľ şłăğăŋŋżň śćőľśšćőň.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Łşą 3 × 3 × 3 śőśšăćńěŋ ĺğ 14 ąěńżţ ĺ 13 ůěřŋżţ łşąĺłőć śő śšőřőŋőľ 1. Śšőńąĺł | ¡šő šřĺ łşąĺłă, śšő£źĺţ ř£ďőň ćďőńĳ őďŋőčő ŋăŕřăćńěŋĺ£: ÿĺřĺŋż, ďńĺŋż ĺńĺ ćżśőšż. Ňőęěš ńĺ ążšĳ šăł, ůšő ć łăęďőň śšőńąĺłě ă) ŋěůěšŋőě łőńĺůěśšćő ąěńżţ łşąĺłőć? ą) ŋěůěšŋőě łőńĺůěśšćő ůěřŋżţ łşąĺłőć?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő ňőęŋő ŋăľšĺ ąőńěě šżś£ůĺ šřőěł ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń a, b, c, ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő a^{15} + b^{15} = c^{16}.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ďőśłě šőřůĺš 1977 čćőğďěľ. Ĺčřă¿š ďćőě, ţőď£š ŕő őůěřěďĺ. Ţőď śőśšőĺš ć šőň, ůšő ĺčřă¿- źĺľ śőěďĺŋ£ěš ŕřőćőďőň ďćă čćőğď£. Ěśńĺ ć řěğşńĳšăšě ţőďă őłăğăńăśĳ ğăňłŋşšă£ űěŕĳ, šő śďěńăćÿĺľ ¡šőš ţőď śůĺšăěšś£ ćżĺčřăćÿĺň. Łšő ćżĺčřżćăěš ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőľ ĺčřě: ŕěřćżľ ĺńĺ ćšőřőľ? (Ŋě řăğřěÿăěšś£ śőěďĺŋ£šĳ ŕřőćőďőň ďćă řăŋěě şęě śőěďĺŋěŋŋżţ čćőğď£.)

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋăľšĺ ŋăĺňěŋĳÿěě n šăłőě, ůšő ń¿ąőľ ćżŕşłńżľ 100-şčőńĳŋĺł ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ć ćĺďě ŕěřěśěůěŋĺ£ n šřěşčőńĳŋĺłőć. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ňěŋĳÿĺţ n ¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ ŋě ś ń¿ążň ćżŕşłńżň 100-şčőńĳŋĺłőň.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă. Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 5. Ć ćőńěľąőńĳŋőň šşřŋĺřě łăęďżě ďćě łőňăŋďż śżčřăńĺ ŕő őďŋőňş ňăšůş. ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ ďćşţ łőňăŋď ŋăľďěšś£ šřěšĳ£, łőšőřă£ ćżĺčřăńă ş ¡šĺţ ďćşţ, šő ůĺśńő łőňăŋď ŋě ňěŋĳÿě śěňĺ.

ą) Ŕőśšřőľšě ŕřĺňěř šăłőčő šşřŋĺřă śěňĺ łőňăŋď.

ć)^∗ Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ šřěţ łőňăŋď ŋăľďěšś£ šăłă£, łőšőřă£ ćżĺčřăńă ş ¡šĺţ šřěţ, šő ůĺśńő łőňăŋď ŋě ňěŋĳÿě 15.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ŕřőśšřăŋśšćě řăśŕőńőęěŋő n őšřěğłőć, ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ łőšőřżţ ŋě ŕăřăńńěńĳŋż őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ őšřěğłőć ŕř£ňă£, śőěďĺŋ£¿źă£ ĺţ śěřěďĺŋż, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă őąőĺň őšřěğłăň. Ŕřĺ łăłőň ŋăĺąőńĳÿěň n ¡šő ćőğňőęŋő?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śşźěśšćş¿š ńĺ ă) ÿěśšĳ, ą) 1000 šăłĺţ řăğńĺůŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ůšő ďń£ ń¿ążţ ďćşţ a ĺ b ĺğ ŋĺţ śşňňă a + b ďěńĺšś£ ŋă řăğŋőśšĳ a − b?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ć ŕřőśšřăŋśšćě řăśŕőńőęěŋ ćżŕşłńżľ ňŋőčőčřăŋŋĺł, ćśě ćěřÿĺŋż łőšőřőčő ŋăţőď£šś£ ć űěńżţ šőůłăţ. Ďřşčĺţ űěńżţ šőůěł ćŋşšřĺ, ŋă čřăŋ£ţ ĺ ŋă řěąřăţ ŋěš. (Űěńőľ ŋăğżćăěšś£ šőůłă, ćśě šřĺ łőőřďĺŋăšż łőšőřőľ | űěńżě ůĺśńă.) Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő ćěřÿĺŋ ňŋőčőčřăŋŋĺłă ŋě ŕřěćőśţőďĺš ćőśĳňĺ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋ ňŋőčőůńěŋ P (x) ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ šăłőľ, ůšő ďń£ łăęďőčő ŋăšşřăńĳŋőčő x ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő P (x > x). Őŕřěďěńĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {b_n} śńěďş¿źĺň őąřăğőň: b_1 = 1, b_{k+1} = P (b_k) ďń£ k ¿ 1. Ĺğćěśšŋő, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő d ŋăľďěšś£ ůńěŋ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {b_n}, ďěń£- źĺľś£ ŋă d. Ďőłăęĺšě, ůšő P (x) = x + 1.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 8 łńăśśă. Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ňőęŋő ńĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ řăśŕőńőęĺšĳ ąěśłőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő őďĺŋăłőćżţ łřşčőć šăł, ůšőąż ń¿ąă£ ŕř£ňă£ ŕěřěśěłăńă ŋě ąőńěě ďćşţ łřşčőć?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń {x_n} śšřőĺšś£ ŕő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş: x_1 = 2, . . . , x_n = [1, 5x_{n−1}] ([ ] | űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă). Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ y_n = (−1)^{xn} ŋěŕěřĺőďĺůěśłă£.

Řěÿ 5.

XLI őńĺňŕĺăďă (1978)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě ŕăřż űěńżţ ůĺśěń (x, y), şďőćńěšćőř£¿źĺě şřăćŋěŋĺ¿ 3 · 2^x = y^2.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕńőśłőśšĺ řăśŕőńőęěŋ ŕńăśšňăśśőćżľ šřěşčőńĳŋĺł. Ěśńĺ ŋăůăšĳ ŕěřěłăšżćăšĳ ěčő ůěřěğ śšőřőŋż ĺ ěśńĺ őŋ ć łăłőľ-šő ňőňěŋš ŕěřěśěů-ěšś£ śő śćőĺň ŕěřćőŋăůăńĳŋżň ŕőńőęěŋĺěň, šő őłăęěšś£, ůšő őŋ ŕřőśšő śőćŕăń śő śćőĺň ŕěřćőŋăůăńĳŋżň ŕőńőęěŋĺěň. Łăłĺě šřěşčőńĳŋĺłĺ şďőćńěšćőř£¿š šăłőňş şśńőćĺ¿? Şłăğăšĳ ćśě ćĺďż šăłĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺł řăğňěřőň n × 2m (n ĺ m | űěńżě) ňőęŋő şńőęĺšĳ ć ďćă śńő£ łőśšĺ ďőňĺŋő řăğňěřőň 1 × 2 šăł, ůšőąż łăęďżľ śńőľ ŕőńŋőśšĳ¿ ŕőłřżćăń ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ĺ ůšőąż ŋĺłăłĺě ďćě łőśšĺ ĺğ řăğŋżţ śńő-ěć ŋě śőćŕăďăńĺ ďřşč ś ďřşčőň.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Čőřőď ĺňěěš ťőřňş łćăďřăšă. Ć ŋ-ěň 6 şńĺű: 4 śšőřőŋż łćăďřăšă ĺ 2 ěčő śřěďŋĺě ńĺŋĺĺ. Ŕőńĺűěľśłĺľ čőŋ£ěšś£ ŕő şńĺűăň ğă čăŋčśšěřőň. Ěśńĺ ć łăłőľ-šő ňőňěŋš ŕőńĺűěľśłĺľ ĺ čăŋčśšěř őłăğżćă¿šś£ ŋă őďŋőľ şńĺűě, šő čăŋčśšěř śďă-ěšś£ ŕőńĺűěľśłőňş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńĺűěľśłĺľ śňőęěš ŕőľňăšĳ čăŋčśšěřă, ěśńĺ ěčő śłőřőśšĳ ć 3 řăğă ąőńĳÿě śłőřőśšĺ čăŋčśšěřă.

Řěÿ 4.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć n-şčőńĳŋĺłě řăśŕőńőęěŋő ŋěśłőńĳłő šőůěł šăłĺň őąřăğőň, ůšő ć ŕřőĺğćőńĳŋőň šřěşčőńĳŋĺłě, őąřăğőćăŋŋőň ń¿ążňĺ šřěň£ ćěřÿĺŋăňĺ n-şčőńĳŋĺłă, řăśŕőńőęěŋă ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋă šőůłă. Łăłőş ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő šőůěł ňőčńő ążšĳ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋő ŋěłőšőřőě 1000-ğŋăůŋőě ůĺśńő A. Ŕřő ŋěčő ĺğćěśšŋő, ůšő ń¿ążě ěčő 10 ĺďşźĺţ ŕőďř£ď űĺťř őąřăğş¿š ůĺśńő, łřăšŋőě 2^{10}. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő A ďěńĺšś£ ŋă 2^{1000}.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 8 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śşźěśšćşěš ńĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ łőŋěůŋżľ ŋăąőř řăğńĺůŋżţ ćěłšőřőć −→a_1 , −→a_2 , . . . , −→a_n šăłőľ, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż řăğńĺůŋżţ ćěłšőřőć ĺğ ¡šőčő ŋăąőřă ŋăľď-ěšś£ šăłă£ ďřşčă£ ŕăřă ĺğ ¡šőčő ŋăąőřă, ůšő śşňňż łăęďőľ ĺğ ŕăř řăćŋż ňěęďş śőąőľ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Čőřőď ĺňěěš ťőřňş łćăďřăšă. Ć ŋ-ěň 6 şńĺű: 4 śšőřőŋż łćăďřăšă ĺ 2 ěčő śřěďŋĺě ńĺŋĺĺ. Ŕőńĺűěľśłĺľ čőŋ£ěšś£ ŕő şńĺűăň ğă čăŋčśšěřőň. Ěśńĺ ć łăłőľ-šő ňőňěŋš ŕőńĺűěľśłĺľ ĺ čăŋčśšěř őłăğżćă¿šś£ ŋă őďŋőľ şńĺűě, šő čăŋčśšěř śďă-ěšś£ ŕőńĺűěľśłőňş. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńĺűěľśłĺľ śňőęěš ŕőľňăšĳ čăŋčśšěřă, ěśńĺ ěčő śłőřőśšĳ: ă) ć 3 řăğă ąőńĳÿě śłőřőśšĺ čăŋčśšěřă; ą) ć 2,1 řăğă ąőńĳÿě śłőřőśšĺ čăŋčśšěřă.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋă ŕńőśłőśšĺ řăśŕőńőęěŋő ŋěśłőńĳłő ŕř£ňżţ ĺ šőůěł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋă ŕńőśłőśšĺ ŋăľď-ěšś£ šőůłă A, ŋě śőćŕăďă¿źă£ ŋĺ ś őďŋőľ ĺğ ďăŋŋżţ šőůěł, řăśšő£ŋĺě őš łőšőřőľ ďő ń¿ąőľ ĺğ ďăŋŋżţ šőůěł ąőńĳÿě řăśśšő£ŋĺ£ őš ŋě-ě ďő ń¿ąőľ ĺğ ďăŋŋżţ ŕř£ňżţ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ŕőś-ěńłě ęĺćşš 100 ęĺšěńĳŋĺű. Ş łăęďőľ ĺğ ŋĺţ ĺňě¿šś£ 3 ğŋăłőňżě ęĺšěńĳŋĺűż. 1 £ŋćăř£ őďŋă şğŋăńă ĺŋšěřěśŋş¿ ŋőćőśšĳ ĺ śőőąźĺńă ě-ě šř-ěň śćőĺň ğŋăłőňżň; 2 £ŋćăř£ šě śőőąźĺńĺ ŋőćőśšĳ ćśěň śćőĺň ğŋăłőňżň ĺ š.ď. Ňőęěš ńĺ śńşůĺšĳś£ šăł, ůšő 5 ňăřšă ěź-ě ŋě ćśě ęĺšěńĳŋĺűż ąşďşš ğŋăšĳ ¡šş ŋőćőśšĳ, ă 19 ňăřšă | ćśě?

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ş ąěńőľ śťěřż 12% ě-ě ŕńőźăďĺ őłřăÿěŋő ć łřăśŋżľ űćěš. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć śťěřş ňőęŋő ćŕĺśăšĳ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď, ş łőšőřőčő ćśě ćěřÿĺŋż ąěńżě.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 9 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš: ă) őďŋő; ą) ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő šăłĺţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń n, ůšő ŕőśńěďŋĺě űĺťřż ůĺśńă 2^n őąřăğş¿š ůĺśńő n.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋő 8 ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń: a, b, c, d, e, f, g, h. Ďőłăğăšĳ, ůšő ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ÿěśšĺ ůĺśěń ac + bd, ae + bf, ag + bh, ce + df, cg + dh, eg + fh ŋěőšřĺűăšěńĳŋő. Řěÿ 5.

XLII őńĺňŕĺăďă (1979)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ŕńőśłőśšĺ őšňěůěŋă šőůłă O. Ňőęŋő ńĺ šăł řăśŕőńőęĺšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ: ă) 5 łřşčőć; ą) 4 łřşčă, ŋě ŕőłřżćă¿źĺţ šőůłş O, ůšőąż ń¿ąőľ ńşů ś ŋăůăńőň ć šőůłě O ŕěřěśěłăń ŋě ňěŋěě ďćşţ łřşčőć?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő čĺřĳ, őąźă£ ňăśśă łőšőřżţ řăćŋă 1 łč. Łăęďőľ čĺřě ŕřĺśćőěŋ śćőľ ŋőňěř: 1, 2, 3, . . . . Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľď-ěšś£ šăłőľ ŋőňěř n, ůšő ňăśśă čĺřĺ ś ŋőňěřőň n śšřőčő ąőńĳÿě^1_{2n} łč.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Łćăďřăš řăğřěğăŋ ŋă ŕř£ňőşčőńĳŋĺłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ŕńőźăďěľ łřşčőć, őŕĺśăŋŋżţ őłőńő łăęďőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, ŋě ňěŋĳÿě ŕńőźăďĺ łřşčă, őŕĺśăŋŋőčő őłőńő łćăďřăšă.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Łőń£ ĺ Ćĺš£ ĺčřă¿š ć śńěďş¿źş¿ ĺčřş ŋă ąěśłőŋěůŋőľ łńěšůăšőľ ąşňăčě. Ŋăůĺŋă£ ś Łőńĺ, őŋĺ ŕő őůěřěďĺ őšňěůă¿š şğńż łńěšůăšőľ ąşňăčĺ | šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ćěřšĺłăńĳŋżţ ĺ čőřĺğőŋšăńĳŋżţ ŕř£ňżţ. Ŕřĺ ¡šőň łăęďżľ ĺğ ŋĺţ śćőĺň ţőďőň ďőńęěŋ őšňěšĺšĳ šăłőľ şğěń, ůšő ŕőśńě ¡šőčő ćśě őšňěůěŋŋżě şğńż ńěęăńĺ ć ćěřÿĺŋăţ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă (ŋăůĺŋă£ śő ćšőřőčő ţőďă Łőńĺ). Šőš ĺğ ĺčřă¿źĺţ, łšő ŋě śňőęěš śďěńăšĳ őůěřěďŋőčő ţőďă, śůĺšăěšś£ ŕřőĺčřăćÿĺň. Łšő ćżĺčřżćăěš ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőľ ĺčřě?

Řěÿ 4.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ŕńőśłőśšĺ őšňěůěŋă šőůłă O. Ňőęŋő ńĺ šăł řăśŕőńőęĺšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ: ă) 7 łřşčőć; ą) 6 łřşčőć, ŋě ŕőłřżćă¿źĺţ šőůłş O, ůšőąż ń¿ąőľ ńşů ś ŋăůăńőň ć šőůłě O ŕěřěśěłăń ŋě ňěŋěě šř-ěţ łřşčőć?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺł ABCD ćŕĺśăŋ ć őłřşęŋőśšĳ ś űěŋšřőň O. Ďĺăčőŋăńĺ AC ĺ BD ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă ćğăĺňŋő ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďńĺŋă ŕěřŕěŋďĺłşń£řă OH, őŕşźěŋŋőčő ĺğ űěŋšřă őłřşęŋőśšĺ ŋă śšőřőŋş AD, ćďćőě ňěŋĳÿě ďńĺŋż śšőřőŋż BC.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ţĺňĺůěśłőľ łőŋťěřěŋűĺĺ ŕřĺśşšśšćőćăńő k şů-ěŋżţ ţĺňĺłőć ĺ ăńţĺňĺłőć, ŕřĺů-ěň ţĺňĺłőć ążńő ąőńĳÿě, ůěň ăńţĺňĺłőć. Ĺğćěśšŋő, ůšő ŋă ń¿ąőľ ćőŕřőś ţĺňĺłĺ ćśěčďă őšćěůă¿š ŕřăćďş, ă ăńţĺňĺłĺ ĺŋőčďă čőćőř£š ŕřăćďş, ă ĺŋőčďă ńčşš. Őłăğăćÿĺľś£ ŋă łőŋťěřěŋűĺĺ ňăšěňăšĺł ŕřő łăęďőčő şů-ěŋőčő ţőůěš şśšăŋőćĺšĳ, ţĺňĺł šőš ĺńĺ ăńţĺňĺł. Ďń£ ¡šőčő őŋ ń¿ąőňş şů-ěŋőňş ňőęěš ğăďăšĳ ćőŕřőś: ÀŁěň £ćń£ěšś£ šăłőľ-šő: ţĺňĺłőň ĺńĺ ăńţĺňĺłőň?Á (Ć ůăśšŋőśšĺ, ňőęěš śŕřőśĺšĳ, łěň £ćń£ěšś£ śăň ¡šőš şů-ěŋżľ.) Ďőłăğăšĳ, ůšő ňăšěňăšĺł ňőęěš şśšăŋőćĺšĳ ¡šő ğă: ă) 4k ćőŕřőśőć; ą) 2k − 2 ćőŕřőśőć.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő łăňŋěľ, ňăśśă łăęďőčő ĺğ łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2 łč, ă őąźă£ ňăśśă řăćŋă 100 łč. Ĺğ ŋĺţ ćżąĺřăěšś£ ŋěśłőńĳłő łăňŋěľ, śşňňăřŋă£ ňăśśă łőšőřżţ őšńĺůăěšś£ őš 10 łč ŋă ŋăĺňěŋĳÿěě ćőğňőęŋőě ďń£ ďăŋŋőčő ŋăąőřă ůĺśńő d. Łăłőě ňăłśĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ůĺśńő d ďń£ ćśěćőğňőęŋżţ ŋăąőřőć łăňŋěľ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ňőęŋő ńĺ ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ ąěśłőŋěůŋőčő ůĺśńă ŕőŕăřŋő śłřěźĺćă¿źĺţś£ ŕř£ňżţ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. ă) Śşźěśšćşěš ńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń a_1, a_2, a_3, . . . , őąńăďă¿źă£ śńěďş- ¿źĺň śćőľśšćőň: ŋĺ őďĺŋ ůńěŋ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋě řăćěŋ śşňňě ŋěśłőńĳłĺţ ďřşčĺţ ĺ a_n 6 n^{10} ŕřĺ ń¿ąőň n?

ą) Šőš ęě ćőŕřőś, ěśńĺ a_n 6 n √ n ŕřĺ ń¿ąőň n.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 8 łńăśśă. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă ţĺňĺůěśłőľ łőŋťěřěŋűĺĺ ŕřĺśşšśšćőćăńő k şů-ěŋżţ ţĺňĺłőć ĺ ăńţĺňĺłőć, ŕřĺů-ěň ţĺňĺłőć ążńő ąőńĳÿě, ůěň ăńţĺňĺłőć. Ĺğćěśšŋő, ůšő ŋă ń¿ąőľ ćőŕřőś ţĺňĺłĺ ćśěčďă őšćěůă¿š ŕřăćďş, ă ăńţĺňĺłĺ ĺŋőčďă čőćőř£š ŕřăćďş, ă ĺŋőčďă ńčşš. Őłăğăćÿĺľś£ ŋă łőŋťěřěŋűĺĺ ňăšěňăšĺł ŕřő łăęďőčő şů-ěŋőčő ţőůěš şśšăŋőćĺšĳ, ţĺňĺł šőš ĺńĺ ăńţĺňĺł. Ďń£ ¡šőčő őŋ ń¿ąőňş şů-ěŋőňş ňőęěš ğăďăšĳ ćőŕřőś: ÀŁěň £ćń£ěšś£ šăłőľ-šő: ţĺňĺłőň ĺńĺ ăńţĺňĺłőň?Á (Ć ůăśšŋőśšĺ, ňőęěš śŕřőśĺšĳ, łěň £ćń£ěšś£ śăň ¡šőš şů-ěŋżľ.) Ďőłăğăšĳ, ůšő ňăšěňăšĺł ňőęěš şśšăŋőćĺšĳ ¡šő ğă 2k − 3 ćőŕřőśőć.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 9 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă őšřěğłě ďńĺŋż 1 őšňěůěŋő ŋěśłőńĳłő ĺŋšěřćăńőć. Ĺğćěśšŋő, ůšő řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ šőůłăňĺ, ŕřĺŋăďńěęăźĺňĺ őďŋőňş ĺńĺ řăğŋżň őšňěůěŋŋżň ĺŋšěřćăńăň, ŋě řăćŋő 0,1. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ďńĺŋ őšňěůěŋŋżţ ĺŋšěřćăńőć ŋě ŕřěćőśţőďĺš 0,5.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ťşŋłűĺ£ y = f(x) őŕřěďěńěŋă ŋă őšřěğłě [0; 1] ĺ ć łăęďőľ šőůłě ¡šőčő őšřěğłă ĺňěěš ŕěřćş¿ ĺ ćšőřş¿ ŕřőĺğćőďŋżě. Ĺğćěśšŋő, ůšő f(0) = f(1) = 0 ĺ ůšő |f^{′′}(x)| 6 1 ŋă ćś-ěň őšřěğłě. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ğŋăůěŋĺě ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ňăłśĺňşň ťşŋłűĺĺ f ďń£ ćśěćőğňőęŋżţ ťşŋłűĺľ, şďőćńěšćőř£¿źĺţ ¡šĺň şśńőćĺ£ň?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Őąžěďĺŋěŋĺě ŋěśłőńĳłĺţ łřşčőć ĺňěěš ŕńőźăďĳ 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ćżąřăšĳ ŋěśłőńĳłő ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ łřşčőć, śşňňă ŕńőźăďěľ łőšőřżţ ąőńĳÿě^1_9 .

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 9 łńăśśă. Řěÿ 5.

XLIII őńĺňŕĺăďă (1980)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ŋăĺąőńĳÿěě ŕ£šĺğŋăůŋőě ůĺśńő A, ş łőšőřőčő ůěšć-ěřšă£ űĺťřă ąőńĳÿě ŕ£šőľ, šřěšĳ£ ąőńĳÿě śşňňż ůěšć-ěřšőľ ĺ ŕ£šőľ, ćšőřă£ ąőńĳÿě śşňňż šřěšĳěľ, ůěšć-ěřšőľ ĺ ŕ£šőľ ĺ ŕěřćă£ űĺťřă ąőńĳÿě śşňňż őśšăńĳŋżţ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć łăęďőľ łńěšłě ŕř£ňőşčőńĳŋőľ šăąńĺűż ğăŕĺśăŋő őďŋő ĺğ ďćşţ ůĺśěń: +1 ĺńĺ −1. Ŕřĺ ¡šőň łőńĺůěśšćő +1 ŋě ňěŋĳÿě ďćşţ ĺ łőńĺůěśšćő −1 ŋě ňěŋĳÿě ďćşţ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďşšś£ ďćě śšřőłĺ ĺ ďćă śšőńąűă šăłĺě, ůšő śşňňă ůěšżř-ěţ ůĺśěń, śšő£źĺţ ŋă ĺţ ŕěřěśěůěŋĺĺ, řăćŋă 0.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňăłśĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő śšőřőŋ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, śšőřőŋż łőšőřőčő ńěęăš ŋă ďĺăčőŋăń£ţ ďăŋŋőčő ćżŕşłńőčő 100-şčőńĳŋĺłă, ŋě ąőńĳÿě 100.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Šřĺ ŕř£ňőńĺŋěľŋżţ łőřĺďőřă őďĺŋăłőćőľ ďńĺŋż l őąřăğş¿š ťĺčşřş, ĺğőąřăę-ěŋŋş¿ ŋă řĺś.???. Ŕő ŋĺň ąěčă¿š čăŋčśšěř ĺ ŕőńĺűěľśłĺľ. Ňăłśĺňăńĳŋă£ śłőřőśšĳ ŕőńĺűěľśłőčő ć 2 řăğă ąőńĳÿě ňăłśĺňăńĳŋőľ śłőřőśšĺ čăŋčśšěřă. Ŕőńĺűěľśłĺľ śňőęěš şćĺďěšĳ čăŋčśšěřă, ěśńĺ őŋ őłăęěšś£ őš ŋěčő ŋă řăśśšő£ŋĺĺ, ŋě ąőńĳÿěň r. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńĺűěľśłĺľ ćśěčďă ňőęěš ŕőľňăšĳ čăŋčśšěřă, ěśńĺ: ă) r >^l_3 ; ą) r >^l_4 .

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďěś£šĳ ćěřÿĺŋ ŕřăćĺńĳŋőčő 20-şčőńĳŋĺłă A_1A_2A_3 . . . A_{20} ŕőłřăÿěŋż ć ů-ěřŋżľ űćěš, ă ďěś£šĳ ďřşčĺţ | ć ąěńżľ. Řăśśňăšřĺćăěšś£ ňŋőęěśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ďĺăčőŋăńĺ A_1A_4 ĺ ćśěţ ďĺăčőŋăńěľ, řăćŋżţ ěľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň ňŋőęěśšćě łőńĺůěśšćő ďĺăčőŋăńěľ ś ďćşň£ ů-ěřŋżňĺ łőŋűăňĺ řăćŋő łőńĺůěśšćş ďĺăčőŋăńěľ ś ďćşň£ ąěńżňĺ łőŋűăňĺ.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ a_1 6 a_2 6 a_3 . . . 6 a_{10}, šő

a_1 + · · · + a_6

6 6^{a1 + · · · + a10}_{10} .

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă ţőřďě AB őłřşęŋőśšĺ K ś űěŋšřőň ć šőůłě O ćğ£šă šőůłă C. D | ćšőřă£ šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ őłřşęŋőśšĺ K ś őłřşęŋőśšĳ¿, őŕĺśăŋŋőľ őłőńő ´ACO. Ďőłăğăšĳ, ůšő CD = CB.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 5 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. a_1, a_2, a_3, . . . , a_n, . . . | ćőğřăśšă¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń. Ĺğćěśšŋő, ůšő a_{n+1} 6 10a_n ŕřĺ ćśěţ ŋăšşřăńĳŋżţ n. Ďőłăğăšĳ, ůšő ąěśłőŋěůŋă£ ďěś£šĺůŋă£ ďřőąĳ 0, a_1a_2a_3 . . . , ŕőńşůěŋŋă£ ŕřĺŕĺśżćăŋĺěň ¡šĺţ ůĺśěń ďřşč ł ďřşčş, ŋěŕěřĺőďĺůěłă£.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă ŕşńĳšě ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő łŋőŕőł, ś ŕőňőźĳ¿ łőšőřżţ őśşźěśšćń£ěšś£ şŕřăćńěŋĺě śćěšőćżň šăąńő. Ŕőśńě ŋăęăšĺ£ ń¿ąőľ łŋőŕłĺ ŋěłőšőřżě ńăňŕőůłĺ ŋă šăąńő ŕěřěłń¿ůă¿šś£ (ďń£ łăęďőľ łŋőŕłĺ ěśšĳ śćőľ ŋăąőř ńăňŕőůěł, ŕřĺů-ěň ŋăąőřż ňőčşš ŕěřěśěłăšĳś£). Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő śőśšő£ŋĺľ, ć łőšőřżţ ňőęěš ŋăţőďĺšĳś£ šăąńő, řăćŋő ŋěłőšőřőľ śšěŕěŋĺ ůĺśńă 2.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă ŕř£ňőşčőńĳŋőň ńĺśšě łńěšůăšőľ ąşňăčĺ řăğňěřőň m × n łńěšőł řăśŕőńőęěŋő ŋěśłőńĳłő łćăďřăšőć, śšőřőŋż łőšőřżţ ĺďşš ŕő ćěřšĺłăńĳŋżň ĺ čőřĺğőŋšăńĳŋżň ńĺŋĺ£ň ąşňăčĺ. Ĺğćěśšŋő, ůšő ŋĺłăłĺě ďćă łćăďřăšă ŋě śőćŕăďă¿š ĺ ŋĺłăłőľ łćăďřăš ŋě śőďěřęĺš ćŋşšřĺ śěą£ ďřşčőľ łćăďřăš. Łăłőćő ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő šăłĺţ łćăďřăšőć?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Šřĺ ŕř£ňőńĺŋěľŋżţ łőřĺďőřă őďĺŋăłőćőľ ďńĺŋż l őąřăğş¿š ťĺčşřş, ĺğőąřăę-ěŋŋş¿ ŋă řĺś.???. Ŕő ŋĺň ąěčă¿š čăŋčśšěř ĺ ŕőńĺűěľśłĺľ. Ňăłśĺňăńĳŋă£ śłőřőśšĳ ŕőńĺűěľśłőčő ć 2 řăğă ąőńĳÿě ňăłśĺňăńĳŋőľ śłőřőśšĺ čăŋčśšěřă. Ŕőńĺűěľśłĺľ śňőęěš şćĺďěšĳ čăŋčśšěřă, ěśńĺ ŋ őłăęěšś£ őš ŋěčő ŋă řăśśšő£ŋĺĺ, ŋě ąőńĳÿěň r. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńĺűěľśłĺľ ćśěčďă ňőęěš ŕőľňăšĳ čăŋčśšěřă, ěśńĺ: ă) r >^l_5 ; ą) r >^l_7 .

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 8 łńăśśă. Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 9 łńăśśă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 9 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 9 łńăśśă. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć łăęďőľ łńěšłě šăąńĺűż 1980 × 1980 ğăŕĺśăŋő őďŋő ĺğ ůĺśěń +1, −1, 0. Śşňňă ćśěţ ůĺśěń řăćŋă 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćş¿š ďćě śšřőłĺ ĺ ďćă śšőńąűă šăłĺě, ůšő śşňňă ůěšżř-ěţ ůĺśěń, śšő£źĺţ ŋă ĺţ ŕěřěśěůěŋĺ£ţ, řăćŋă 0.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă śťěřě řăďĺşśă 1 řăśŕőńőęěŋő ŋěśłőńĳłő ďşč ąőńĳÿĺţ őłřşęŋőśšěľ (ąőńĳÿă£ őłřşęŋőśšĳ | ¡šő ŕěřěśěůěŋĺě śťěřż ś ŕńőśłőśšĳ¿, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ě-ě űěŋšř). Śşňňă ďńĺŋ ćśěţ ¡šĺţ ďşč ňěŋĳÿě π. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľď-ěšś£ ŕńőśłőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ űěŋšř śťěřż, łőšőřă£ ŋě ŕěřěśěłăěšś£ ŋĺ ś őďŋőľ ĺğ ďşč.

Řěÿ 5.

XLIV őńĺňŕĺăďă (1981)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő A ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 1981 ďăńő ć őśšăšłě 35, ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 1982 őŋő ďăńő ć őśšăšłě šăłęě 35. Łăłőć őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ůĺśńă A ŋă 14?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋő ůĺśńő, ĺňě¿źěě 13 řăğř£ďőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő őďŋş ĺğ ěčő űĺťř ňőęŋő ćżůěřłŋşšĳ šăł, ůšő ć ŕőńşůěŋŋőň ůĺśńě łőńĺůěśšćő śěň-ěřőł ŋă ů-ěšŋżţ ňěśšăţ ąşďěš řăćŋő łőńĺůěśšćş śěň-ěřőł ŋă ŋěů-ěšŋżţ ňěśšăţ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă ďćşţ řăćŋżţ łřşčńżţ ńĺśšăţ ąşňăčĺ ţşďőęŋĺł ŋăřĺśőćăń őďĺŋăłőćżţ ďřăłőŋőć. Őłăğăńőśĳ, ůšő ŋă ŕěřćőň ńĺśšě čńăğ ďřăłőŋă śőćŕăń ś űěŋšřőň łřşčă, ă ŋă ćšőřőň | ŋě śőćŕăń. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćšőřőľ ńĺśš ąşňăčĺ ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă šăłĺě ďćě ůăśšĺ, ůšőąż ĺğ ŋĺţ şďăńőśĳ śńőęĺšĳ łřşč šőčő ęě řăďĺşśă ś šěň ęě ďřăłőŋőň, ŋő ůšőąż ěčő čńăğ şęě ŋăţőďĺńś£ ć űěŋšřě łřşčă.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋő ůĺśńő x, ąőńĳÿěě 1. Őą£ğăšěńĳŋő ńĺ ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő [ √ [ √ x]] = [ √√ x]? Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ĺňěěšś£ 5 čĺřĳ. Ĺţ ňăśśż řăćŋż 1000 č, 1001 č, 1002 č, 1004 č ĺ 1007 č, ŋő ŋăďŕĺśěľ ŋă čĺř£ţ ŋěš ĺ ćŋěÿŋě őŋĺ ŋěőšńĺůĺňż. Ĺňě¿šś£ ćěśż śő śšřěńłőľ, łőšőřżě ŕőłăğżćă¿š ňăśśş ć čřăňňăţ. Łăł ś ŕőňőźĳ¿ šř-ěţ ćğćěÿĺćăŋĺľ őŕřěďěńĺšĳ čĺř¿ ć 1000 č?

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ŕ£šĺşčőńĳŋĺłě ŕřőćěďěŋż ćśě ďĺăčőŋăńĺ. Łăłĺě 7 şčńőć ňěęďş ďćşň£ ďĺăčőŋăń£ňĺ ĺńĺ ňěęďş ďĺăčőŋăń£ňĺ ĺ śšőřőŋăňĺ ŋăďő őšňěšĺšĳ, ůšőąż ĺğ řăćěŋśšćă ¡šĺţ şčńőć ďřşč ďřşčş śńěďőćăńő, ůšő ŕ£šĺşčőńĳŋĺł | ŕřăćĺńĳŋżľ?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 2 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śň. ğăďăůş 4 ďń£ 7 łńăśśă. Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďăŋő 10 ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń: a_1 < a_2 < a_3 < · · · < a_{10}. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺţ ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě ŋě ňěŋĳÿě 10a_1.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋő ůĺśńő, ĺňě¿źěě ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő řăğř£ďőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő őďŋş ĺğ ěčő űĺťř ňőęŋő ćżůěřłŋşšĳ šăł, ůšő ć ŕőńşůěŋŋőň ůĺśńě łőńĺůěśšćő śěň-ěřőł ŋă ů-ěšŋżţ ňěśšăţ ąşďěš řăćŋő łőńĺůěśšćş śěň-ěřőł ŋă ŋěů-ěšŋżţ ňěśšăţ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă a_1, a_2, . . . , a_n šăłőćż, ůšő łăęďőě ŋě ŕřěćżÿăěš śćőěčő ŋőňěřă (a_k 6 k) ĺ śşňňă ćśěţ ůĺśěń | ů-ěšŋőě ůĺśńő. Ďőłăğăšĳ, ůšő őďŋă ĺğ śşňň a_1 ± a_2 ± a_3 ± · · · ± a_n řăćŋă ŋşń¿.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. X ĺ Y | ďćă ćżŕşłńżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ŕřĺů-ěň ňŋőčőşčőńĳŋĺł X śőďěřęĺšś£ ćŋşšřĺ Y . Ŕşśšĳ S(X) ĺ S(Y ) | ŕńőźăďĺ ¡šĺţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć, ă P (X) ĺ P (Y ) | ĺţ ŕěřĺňěšřż. Ďőłăğăšĳ, ůšő S(X) P (X) < 2 · S(Y ) P (Y ) .

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ňőęŋő ńĺ řăğąĺšĳ ňŋőęěśšćő ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ŋă ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ąěśłőŋěůŋżţ ŕőďňŋőęěśšć, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ń¿ąőčő ďřşčőčő ŕőďňŋőęěśšćă ŕřĺąăćńěŋĺěň őďŋőčő ĺ šőčő ęě űěńőčő ůĺśńă ł łăęďőňş ¡ńěňěŋšş?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ş ŕřăćĺńĳŋőčő 1981-şčőńĳŋĺłă őšňěůěŋż 64 ćěřÿĺŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš šřăŕěűĺ£ ś ćěřÿĺŋăňĺ ć őšňěůěŋŋżţ šőůłăţ.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řăśśňăšřĺćăěšś£ ťşŋłűĺ£ y = f(x), őŕřěďěń-ěŋŋă£ ŋă ćś-ěň ňŋőęěśšćě ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ĺ şďőćńěšćőř£¿źă£ ďń£ ŋěłőšőřőčő ůĺśńă k ≠ 0 śőőšŋőÿěŋĺ¿ f(x + k) · (1 − f(x)) = 1 + f(x). Ďőłăğăšĳ, ůšő f(x) | ŕěřĺőďĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋ ňŋőčőůńěŋ P (x) śšěŕěŋĺ n śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň, řăćŋżň 1. Ĺğćěśšŋő, ůšő ěśńĺ x | űěńőě ůĺśńő, šő P (x) | űěńőě ůĺśńő, łřăšŋőě p (p | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő). Ďőłăğăšĳ, ůšő n! ďěńĺšś£ ŋă p. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_n = sin(n^2) ŋě śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ n, śšřěň£źěňś£ ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć łćăďřăšě śő śšőřőŋőľ ďńĺŋż 1 řăśŕőńőęěŋă ńőňăŋă£ ąěğ śăňőŕěřěśěůěŋĺľ, ďńĺŋă łőšőřőľ ŋě ňěŋĳÿě 200. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľď-ěšś£ ŕř£ňă£, ŕăřăńńěńĳŋă£ őďŋőľ ĺğ śšőřőŋ łćăďřăšă, ŕěřěśěłă¿źă£ ńőňăŋş¿ ŋě ňěŋěě ůěň ć 101-ľ šőůłě.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Řăďĺşś ćŕĺśăŋŋőľ ć šřěşčőńĳŋĺł őłřşęŋőśšĺ řăćěŋ^4_3 , ă ďńĺŋż ćżśőš šřěşčőńĳŋĺłă | űěńżě ůĺśńă, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă 13. Ćżůĺśńĺšĳ ďńĺŋż śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă.

Řěÿ 5.

Ğ-ůă 6. Ğă łřşčńżň śšőńőň śĺď£š n ůěńőćěł. Řăğřěÿăěšś£ ń¿ążţ ďćşţ ń¿ďěľ, śĺď£źĺţ ř£ďőň, ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő šăłĺţ ŕěřěśšăŋőćőł ŋěőąţőďĺňő śďěńăšĳ, ůšőąż ć řěğşńĳšăšě ń¿ążě ďćă śőśěďă őśšăńĺśĳ ąż śőśěď£ňĺ, ŋő śĺďěńĺ ąż ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě?

Řěÿ 6.

XLV őńĺňŕĺăďă (1982)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕěš£ łşŕĺń ć ňăčăğĺŋě ÀŇăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă ĺ ďřşčĺě ćżůĺśńĺšěńĳŋżě şśšřőľśšćăÁ ňĺłřőłăńĳłşń£šőř, łőšőřżľ ňőęěš ćżŕőńŋ£šĳ śńěďş¿źĺě őŕěřăűĺĺ: ŕő ń¿ążň ůĺśńăň x ĺ y őŋ ćżůĺśń£ěš x + y, x − y ĺ^1_x (ŕřĺ x ≠ 0). Ŕěš£ şšćěřęďăěš, ůšő őŋ ňőęěš ćőğćěśšĺ ń¿ąőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő ć łćăďřăš ś ŕőňőźĳ¿ śćőěčő ňĺłřőłăńĳłşń£šőřă, śďěńăć ŋě ąőńěě 6 őŕěřăűĺľ. Ă ćż ňőęěšě ¡šő śďěńăšĳ? Ěśńĺ ďă, šő ŕőŕřőąşľšě ŕěřěňŋőęĺšĳ ń¿ążě ďćă ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńă, śďěńăć ŋě ąőńěě 20 őŕěřăűĺľ (ŕřőňěęşšőůŋżě řěğşńĳšăšż ňőęŋő ğăŕĺśżćăšĳ, ŋěőďŋőłřăšŋő ĺśŕőńĳğş£ ĺţ ć ćżůĺśńěŋĺ£ţ).

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć łćăďřăšě ABCD ŋăţőď£šś£ 5 šőůěł. Ďőłăğăšĳ, ůšő řăśśšő£ŋĺě ňěęďş łăłĺňĺ-šő ďćşň£ ĺğ ŋĺţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš^1_2 AC.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŕěš£ ŕřĺőąř-ěń ć ňăčăğĺŋě ćżůĺśńĺšěńĳŋżľ ăćšőňăš, łőšőřżľ ğă 5 ł. şňŋőęăěš ń¿ąőě ććěď-ěŋŋőě ć ŋěčő ůĺśńő ŋă 3, ă ğă 2 ł. ŕřĺąăćń£ěš ł ń¿ąőňş ůĺśńş 4. Ŕěš£ ţőůěš, ŋăůĺŋă£ ś ěďĺŋĺűż, łőšőřş¿ ňőęŋő ććěśšĺ ąěśŕńăšŋő, ŋăąřăšĳ ŋă ăćšőňăšě ůĺśńő 1981 ĺ ğăšřăšĺšĳ ŋăĺňěŋĳÿş¿ śşňňş ďěŋěč. Ćő śłőńĳłő őąőľďşšś£ ěňş ćżůĺśńěŋĺ£? Ă ůšő ąşďěš, ěśńĺ őŋ ğăţőůěš ŋăąřăšĳ ůĺśńő 1982?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő šőůěł ŋă ŕńőśłőśšĺ ŋăďő ćğ£šĳ, ůšőąż śřěďĺ ŕőŕăřŋżţ řăśśšő- £ŋĺľ ňěęďş ŋĺňĺ ćśšřěšĺńĺśĳ ůĺśńă 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64?

Řěÿ 4.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Şŕřőśšĺšĳ ćżřăęěŋĺě 2 √ 4 − 3^4 √ 5 + 2 √ 5 −^4 √ 125 . Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŕř£ňőşčőńĳŋĺł řăğřěğăŋ ŋă ŕ£šĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő śřěďĺ ŕőńşůěŋŋżţ ŕ£šĺ ŋăľďşšś£ ďćă ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ ŕőńŋőśšĳ¿ ňőęěš řăśŕőńăčăšĳś£ ćŋşšřĺ ďřşčőčő.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ůĺśńă 1, 2, 3, . . . , 1982 ćőğćőď£šś£ ć łćăďřăš ĺ ğăŕĺśżćă¿šś£ ŕőďř£ď ć ŋěłőšőřőň ŕőř£ďłě. Ňőęěš ńĺ ŕőńşůěŋŋőě ňŋőčőğŋăůŋőě ůĺśńő ążšĳ ŕőńŋżň łćăďřăšőň?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Łăęďă£ ďĺăčőŋăńĳ ćżŕşłńőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă ŕăřăńńěńĳŋă őďŋőľ ĺğ ěčő śšőřőŋ. Ďőłăğăšĳ, ůšő őšŋőÿěŋĺě łăęďőľ ďĺăčőŋăńĺ ł śőőšćěšśšćş¿źěľ śšőřőŋě řăćŋő^1_2 ( √ 5 + 1).

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śůĺšă£ ĺğćěśšŋőľ ťőřňşńş 1^3 + 2^3 + · · · + n^3 = (^{n(n+1)}_2 )^2, ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ řăğńĺůŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń a_1, a_2, . . . , a_n śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő (a^7_1 + a^7_2 + · · · + a^7_n) + (a^5_1 + a^5_2 + · · · + a^5_n) ¿ 2(a^3_1 + a^3_2 + · · · + a^3_n). Ćőğňőęŋő ńĺ řăćěŋśšćő ďń£ łăłĺţ-ŋĺąşďĳ řăğńĺůŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń a_1, a_2, . . . , a_n?

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă n, ďń£ łőšőřżţ ůĺśńő n · 2^n + 1 łřăšŋő šř-ěň.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋăľšĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ šőůłş, śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš łőšőřőľ ďő ůěšżř-ěţ ğăďăŋŋżţ šőůěł ňĺŋĺňăńĳŋă.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă ŕńőśłőśšĺ őšňěůěŋż šőůłĺ ś űěńőůĺśńěŋŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľď-ěšś£ őłřşęŋőśšĳ, ćŋşšřĺ łőšőřőľ ńěęăš řőćŋő 1982 őšňěůěŋŋżě šőůłĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ůĺśńő A = 0, 1 + 0, 02 + 0, 003 + · · · + n10^{−n} + . . . ğăŕĺśăŋő ć ćĺďě ąěśłőŋěůŋőľ ďěś£šĺůŋőľ ďřőąĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕőńşůěŋŋőľ ğăŕĺśĺ ŋě ćśšřěš£šś£ ŕőďř£ď ĺďşźĺě űĺťřż 1982.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ćżŕşłńőň ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłě ďćě śšőřőŋż řăćŋż 1, ă ďřşčĺě śšőřőŋż ĺ őąě ďĺăčőŋăńĺ ŋě ąőńĳÿě 1. Łăłőě ňăłśĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ŕěřĺňěšř ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă?

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ĺğ ŋěłőšőřőľ šőůłĺ ćŋşšřĺ ŕřăćĺńĳŋőčő šěšřă¡ďřă ćśě ěčő ř-ěąřă ćĺďŋż ŕőď őďĺŋăłőćżňĺ şčńăňĺ, šő ¡šă šőůłă | űěŋšř őŕĺśăŋŋőľ őłőńő šěšřă¡ďřă śťěřż.

ą) Śşźěśšćş¿š ńĺ ćŋě šěšřă¡ďřă šőůłĺ, ĺğ łőšőřőľ ćśě ěčő ř-ěąřă ćĺďŋż ŕőď řăćŋżňĺ şčńăňĺ? Ŕřĺňěůăŋĺě. Ěśńĺ šőůłă ńěęĺš ŋă řěąřě ĺńĺ ěčő ŕřőďőńęěŋĺĺ, šő śůĺšăěšś£, ůšő ĺğ ŋě-ě ¡šő řěąřő ćĺďŋő ŕőď şčńőň π ĺńĺ 0 śőőšćěšśšćěŋŋő.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. ă) a, b, c | ďńĺŋż śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő a^4 + b^4 + c^4 − 2(a^2b^2 + a^2c^2 + b^2c^2) + a^2bc + b^2ac + c^2ab ¿ 0.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő a^4 + b^4 + c^4 − 2(a^2b^2 + a^2c^2 + b^2c^2) + a^2bc + b^2ac + c^2ab ¿ 0 ďń£ ń¿ążţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ a, b, c. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŕěš£ ŕřĺőąř-ěń ć ňăčăğĺŋě ÀŇăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă ĺ ďřşčĺě ćżůĺśńĺšěńĳŋżě şśšřőľśšćăÁ ňĺłřőłăńĳłşń£šőř, łőšőřżľ ňőęěš ŕő ń¿ążň ďěľśšćĺšěńĳŋżň ůĺśńăň x ĺ y ćżůĺśńĺšĳ xy + x + y +1 ĺ ŋě ĺňěěš ďřşčĺţ őŕěřăűĺľ. Ŕěš£ ţőůěš ŋăŕĺśăšĳ ÀŕřőčřăňňşÁ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă 1 + x + x^2 + · · · + x^{1982}. Ŕőď ÀŕřőčřăňňőľÁ őŋ ŕőŋĺňăěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňŋőčőůńěŋőć f_1(x), . . . , f_n(x) šăłş¿, ůšő f_1(x) ≡ x ĺ ďń£ ń¿ąőčő i = 2, . . . , n f_i(x) = c_i ĺńĺ f_i(x) = f_j (x) · f_k(x) + f_k(x) + f_j (x) + 1, čďě j < i, k < i, ŕřĺů-ěň f_n(x) ≡ 1 + x + · · · + x^{1982}.

ă) Ŕőňőčĺšě Ŕěšě ŋăŕĺśăšĳ ÀŕřőčřăňňşÁ.

ą) Śşňěěšě ńĺ Ćż ŋăŕĺśăšĳ ÀŕřőčřăňňşÁ, ěśńĺ łăńĳłşń£šőř ĺňěěš šőńĳłő őďŋş őŕěřăűĺ¿ xy + x + y? Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŋăľšĺ ćśě šăłĺě ŋăšşřăńĳŋżě n, ďń£ łőšőřżţ ůĺśńă^1_n ĺ^1_{n+1} ćżřăęă¿šś£ łőŋěůŋżňĺ ďěś£- šĺůŋżňĺ ďřőą£ňĺ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ćŋşšřĺ ŕřăćĺńĳŋőčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă ŋăţőďĺšś£ ďřşčőľ ŕřăćĺńĳŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł ś ćďćőě ňěŋĳÿěľ śšőřőŋőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő űěŋšř ąőńĳÿőčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă ńěęĺš ćŋşšřĺ ňăńőčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺ- łă. Řěÿ 5.

XLVI őńĺňŕĺăďă (1983)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě ŕăřż űěńżţ ůĺśěń (x, y), şďőćńěšćőř£¿źĺţ şřăćŋěŋĺ¿

x^2 = y^2 + 2y + 13.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ąěńă£ ŕńőśłőśšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ğăąřżğčăŋă ů-ěřŋőľ šşÿĳ¿. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő l śşźěśšćşěš őšřěğőł ďńĺŋż l, ş łőšőřőčő őąă łőŋűă őďŋőčő űćěšă.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋăľšĺ ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ŋăůĺŋă¿źěěś£ ś űĺťřż 4 ĺ şňěŋĳÿă¿źěěś£ ć ůěšżřě řăğă őš ŕěřěśšăŋőćłĺ ¡šőľ űĺťřż ć łőŋěű ůĺśńă.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďćşň ďřşğĳ£ň ŋěőąţőďĺňő ŕőŕăśšĳ ć śőśěďŋĺľ čőřőď. Ş ŋĺţ ěśšĳ őďĺŋ ćěńőśĺŕěď, ŋă łőšőřőň ňőęěš ěţăšĳ šőńĳłő őďĺŋ ůěńőćěł. Łăłőćő ňĺŋĺňăńĳŋőě ćřěň£, ğă łőšőřőě őąă ňőčşš ďőąřăšĳś£ ďő čőřőďă (śůĺšă£ ŕő ŕőśńěďŋěňş ŕřĺążćÿěňş), ěśńĺ śłőřőśšĺ ŕěÿěţőďőć u_1 ĺ u_2, ĺţ śłőřőśšĺ ŋă ćěńőśĺŕěďě v_1 ĺ v_2, řăśśšő£ŋĺě ďő čőřőďă řăćŋő S (őŋĺ ňőčşš ćőğćřăźăšĳś£ ĺ őśšăćń£šĳ ćěńőśĺŕěď ďřşč ďřşčş)?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śşźěśšćşěš ńĺ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł śő śšőřőŋăňĺ 3, 4, 9, 11 ĺ 13 śň, ć łőšőřżľ ňőęŋő ćŕĺśăšĳ őłřşęŋőśšĳ?

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ń¿ążţ x > √ 2 ĺ y > √ 2 ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő x^4 − x^3y + x^2y^2 − xy^3 + y^4 > x^2 + y^2.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă śšőřőŋăţ šřěşčőńĳŋĺłă ABC ćŋě ěčő ŕőśšřőěŋż ŕřăćĺńĳŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ ABC_1, BCA_1 ĺ CAB_1. Ďőłăğăšĳ, ůšő −−→AA_1 + −−→BB_1 + −−→CC_1 = −→0 .

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ňőęěš ńĺ łćăďřăš łăłőčő-ńĺąő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă ŋăůĺŋăšĳś£ ś 1983-ţ ďěć£šőł? Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ćěřÿĺŋăţ ŕřăćĺńĳŋőčő 1983-şčőńĳŋĺłă řăśśšăćńěŋż ůĺśńă 1, 2, . . . , 1983. Ń¿ąă£ ěčő őśĳ śĺňňěšřĺĺ ďěńĺš ůĺśńă, ŋě ńěęăźĺě ŋă ŋěľ, ŋă ďćă ňŋőęěśšćă. Ŋăğőć-ěň řăśśšăŋőćłş ÀţőřőÿěľÁ őšŋőśĺšěńĳŋő ďăŋŋőľ őśĺ śĺňňěšřĺĺ, ěśńĺ łăęďőě ůĺśńő őďŋőčő ňŋőęěśšćă ąőńĳÿě śĺňňěšřĺůŋőčő ěňş ůĺśńă. Śşźěśšćşěš ńĺ řăśśšăŋőćłă, £ćń£¿źă£ś£ ÀţőřőÿěľÁ őšŋőśĺšěńĳŋő ń¿ąőľ őśĺ śĺňňěšřĺĺ?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă őłřşęŋőśšĺ ćżąřăŋő ŕ£šĳ šőůěł A_1, A_2, A_3, A_4, H. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ h_{ij} řăśśšő£ŋĺě őš šőůłĺ H ďő ŕř£ňőľ A_iA_j . Ďőłăğăšĳ, ůšő h_{12} · h_{34} = h_{14} · h_{23}.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ń¿ąőľ řăśśšăŋőćłě ğŋăłőć À+Á ĺ À−Á ş ŋěů-ěšŋżţ śšěŕěŋěľ x ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő x^{2n} ± x^{2n−1} + x^{2n−2} ± x^{2n−3} + · · · + x^4 ± x^3 + x^2 ± x + 1 > 1 2 (x | ŕřőĺğćőńĳŋőě ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő, ă n | ŋăšşřăńĳŋőě).

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Šřĺ őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśőć 3, 4, 5 ćŋěÿŋě łăśă¿šś£ ďřşč ďřşčă. Ůěřěğ šőůłş łăśăŋĺ£ őłřşęŋőśšěľ řăďĺşśőć 3 ĺ 4 ŕřőćěďěŋă ĺţ őąźă£ łăśăšěńĳŋă£. Ŋăľšĺ ďńĺŋş őšřěğłă ¡šőľ łăśăšěńĳŋőľ, ğăłń¿ů-ěŋŋőľ ćŋşšřĺ őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă 5.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő 1^{1983} + 2^{1983} + · · · + 1983^{1983} ďěńĺšś£ ŋă 1 + · · · + 1983. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďćăďűăšĳ čőřőďőć śőěďĺŋěŋż 172-ň£ ăćĺăńĺŋĺ£ňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő, ĺśŕőńĳğş£ ¡šĺ ăćĺăńĺŋĺĺ, ňőęŋő ĺğ ń¿ąőčő čőřőďă ŕěřěńěšěšĳ ć ń¿ąőľ ďřşčőľ (ążšĳ ňőęěš, ďěńă£ ŕěřěśăďłĺ).

Řěÿ 4.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŕşśšĳ A_1, B_1, C_1 | šőůłĺ, ć łőšőřżţ őłřşęŋőśšĳ, ćŕĺśăŋŋă£ ć šřěşčőńĳŋĺł ABC, łăśăěšś£ śšőřőŋ BC, AC ĺ AB śőőšćěšśšćěŋŋő. Ĺğćěśšŋő, ůšő AA_1 = BB_1 = CC_1. Ďőłăğăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ABC ŕřăćĺńĳŋżľ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő 4^m − 4^n ďěńĺšś£ ŋă 3^{k+1} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă m − n ďěńĺšś£ ŋă 3^k. Řěÿĺšĳ ğăďăůş: ă) ŕřĺ k = 1, 2, 3; ą) ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň k.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă ďőśłě ŕőśńě ğăŋ£šĺ£ őśšăńăśĳ ğăŕĺśĳ: ÀĆżůĺśńĺšĳ t(0)−t(^π_5 )+t(^{2π}_5 )−t(^{3π}_5 )+· · ·+t(^{8π}_5 )−t(^{9π}_5 ), čďě t(x) = cos 5x + ∗ cos 4x + ∗ cos 3x + ∗ cos 2x + ∗ cos x + ∗Á. Şćĺďěć ě-ě, śšşďěŋš ňěţňăšă śłăğăń šőćăřĺźş, ůšő őŋ ňőęěš ćżůĺśńĺšĳ ¡šş śşňňş, ďăęě ŋě ğŋă£ ğŋăůěŋĺľ śš-ěřšżţ ś ďőśłĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć (ćňěśšő ŋĺţ ć ŋăÿěľ ğăŕĺśĺ *). Ŋě őÿĺąăěšś£ ńĺ őŋ?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ćżąřăŋő 8 šőůěł, ŋĺłăłĺě 4 ĺğ łőšőřżţ ŋě ńěęăš ć őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ. Ŕřőćěďěŋő 17 őšřěğłőć, ş łăęďőčő ĺğ łőšőřżţ őąă łőŋűă ńěęăš ć şŕőň£ŋşšżţ šőůłăţ. Ďőłăğăšĳ, ůšő: ă) őšřěğłĺ őąřăğş¿š ţőš£ ąż őďĺŋ šřěşčőńĳŋĺł; ą) šřěşčőńĳŋĺłőć ŋă śăňőň ďěńě ŋě ňěŋĳÿě ůěšżř-ěţ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ğă łřşčńżň śšőńőň śĺď£š 13 ąőčăšżřěľ ĺğ k čőřőďőć, čďě 1 < k < 13. Łăęďżľ ąőčăšżřĳ ďěřęĺš ć řşłě ğőńőšőľ ĺńĺ śěřěąř£ŋżľ łşąőł, ŕřĺů-ěň ğőńőšżţ łşąłőć šőęě k. Łŋ£ğĳ ŕőćěńěń łăęďőňş ąőčăšżř¿ ŕěřěďăšĳ śćőľ łşąőł śőśěďş śŕřăćă ĺ ŕőćšőř£šĳ ¡šő ďő šěţ ŕőř, ŕőłă łăłĺě-ŋĺąşďĳ ďćă ąőčăšżř£ ĺğ őďŋőčő čőřőďă őąă ŋě ŕőńşůăš ğőńőšżě łşąłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ęěńăŋĺě łŋ£ğ£ ćśěčďă ąşďěš ĺśŕőńŋěŋő.

Řěÿ 5.

XLVII őńĺňŕĺăďă (1984)

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺě^{x3}√_{4−x2} + x^2 − 4 = 0.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Łăęďżě ďćě ĺğ ÿěśšĺ İĆŇ śőěďĺŋěŋż śćőĺň ŕřőćőďőň. Şłăęĺšě, łăł řăśłřăśĺšĳ łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ ŕřőćőďőć ć őďĺŋ ĺğ ŕ£šĺ űćěšőć šăł, ůšőąż ĺğ łăęďőľ İĆŇ ćżţőďĺńő ŕ£šĳ ŕřőćőďőć řăğŋőčő űćěšă.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš űěŋšřă ŕřăćĺńĳŋőčő śěňĺşčőńĳŋĺłă ďő ćśěţ ěčő ćěřÿĺŋ ňěŋĳÿě, ůěň śşňňă řăśśšő£ŋĺľ ďő ŋĺţ őš ń¿ąőľ ďřşčőľ šőůłĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Śşňňă ŕ£šĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń řăćŋă ěďĺŋĺűě. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺţ ňőęŋő řăśśšăćĺšĳ ŕő łřşčş šăł, ůšő śşňňă ćśěţ ŕ£šĺ ŕőŕăřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ śőśěďŋĺţ ůĺśěń ąşďěš ŋě ąőńĳÿě^1_5 .

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Řăğřěęĳšě łćăďřăš ŋă 8 őśšřőşčőńĳŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć. Řěÿ 5.

Ğ-ůă 6. §ćń£ěšś£ ńĺ ůěšŋżň ůĺśńő ćśěţ 64-ğŋăůŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ŋě śőďěřęăźĺţ ć ğăŕĺśĺ ŋşńěľ ĺ ďěń£źĺţś£ ŋă 101?

Řěÿ 6.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ąőłőćżě řěąřă šřěşčőńĳŋőľ ŕĺřăňĺďż ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ ďńĺŋş, ă ąőłőćżě čřăŋĺ | őďĺŋăłőćş¿ ŕńőźăďĳ. Ďőłăęĺšě, ůšő őśŋőćăŋĺě ¡šőľ ŕĺřăňĺďż | řăćŋőąěďřěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Łăęďżě ďćě ĺğ 13 - šĺ İĆŇ śőěďĺŋěŋż śćőĺň ŕřőćőďőň. Ňőęŋő ńĺ řăśłřăśĺšĳ łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ ŕřőćőďőć ć őďĺŋ ĺğ 12 - šĺ űćěšőć šăł, ůšőąż ĺğ łăęďőľ İĆŇ ćżţőďĺńő 12 ŕřőćőďőć řăğŋőčő űćěšă?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋěłőšőřżľ šřěşčőńĳŋĺł ňőęŋő ćżřěğăšĳ ĺğ ąşňăęŋőľ ŕőńőśłĺ ěďĺŋĺůŋőľ ÿĺřĺŋż, ă ĺğ ń¿ąőľ ŕőńőśłĺ ňěŋĳÿěľ ÿĺřĺŋż ěčő ćżřěğăšĳ ŋěńĳğ£. Łăłş¿ ŕńőźăďĳ ňőęěš ĺňěšĳ ¡šőš šřěşčőńĳŋĺł?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕő łřşčş řăśśšăćńěŋő ŋě ňěŋěě ůěšżřěţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń, ć śşňňě řăćŋżţ ěďĺŋĺűě. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ćśěţ ŕőŕăřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ śőśěďŋĺţ ůĺśěń ŋě ąőńĳÿě^1_4 .

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Śşźěśšćşěš ńĺ šřĺ ŋěŋşńěćżě űĺťřż, ś ŕőňőźĳ¿ łőšőřżţ ňőęŋő śőśšăćĺšĳ ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ďěś£šĺůŋżţ ğăŕĺśěľ łćăďřăšőć řăğńĺůŋżţ űěńżţ ůĺśěń?

Řěÿ 5.

Ğ-ůă 6. Ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě řăğňěřă 3 × 4 ŕřőĺğćőńĳŋő řăśŕőńőęěŋż 4 šőůłĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ňěęďş łăłĺňĺ-šő ďćşň£ ĺğ ŋĺţ řăśśšő£ŋĺě ŋě ąőńĳÿě, ůěň^{25}_8 .

Řěÿ 6.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋě ĺśŕőńĳğş£ łăńĳłşń£šőřőć, šăąńĺű ĺ š.ŕ., ďőłăęĺšě ŋěřăćěŋśšćő sin 1 < log_3 √ 7. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ę¿řĺ őńĺňŕĺăďż řěÿĺńő ŕő ěě řěğşńĳšăšăň śőŕőśšăćĺšĳ łăęďőňş şůăśšŋĺłş ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ŕő ¡šőňş ůĺśńş ňőęŋő ążńő őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ ąăńńż, ŕőńşůěŋŋżě şůăśšŋĺłőň ğă łăęďş¿ ğăďăůş, ĺ ůšőąż ĺğ łăęďżţ ďćşţ ÿłőńĳŋĺłőć ą«őńĳÿěě ůĺśńő śőŕőśšăćń£ńőśĳ šőňş, łšő ŋăąřăń ą«őńĳÿş¿ śşňňş ąăńńőć. Ŕőňőčĺšě ę¿řĺ řěÿĺšĳ ¡šş ğăďăůş!

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺě ć űěńżţ ůĺśńăţ 19x^3 − 84y^2 = 1984. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ŋěłőšőřőň űăřśšćě, ć ŋěłőšőřőň čőśşďăřśšćě ążńő ćżŕşźěŋő ŋěőčřăŋĺůěŋŋőě łőńĺůěśšćő ňőŋěš ďőśšőĺŋśšćőň ć n_1, n_2, n_3, . . . łőŕěěł, čďě n_1 < n_2 < n_3 < . . . | ąěśłőŋěůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, śőśšő£źă£ ĺğ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňőęŋő őąőřćăšĳ, š.ě. ŋăľďěšś£ šăłőě ůĺśńő N, ůšő ń¿ąş¿ śşňňş, łőšőřş¿ ňőęŋő şŕńăšĺšĳ ąěğ śďăůĺ ćżŕşźěŋŋżňĺ ňőŋěšăňĺ, ŋă śăňőň ďěńě ňőęŋő şŕńăšĺšĳ šőńĳłő ňőŋěšăňĺ ďőśšőĺŋśšćőň ć n_1, n_2, . . . , n_N łőŕěěł.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Łćăďřăš řăğřěğăŋ ŋă őśšřőşčőńĳŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺţ ŋě ňěŋĳÿě 8. Řěÿ 5.

Ğ-ůă 6. Šřěşčőńĳŋőě śěůěŋĺě łşąă łăśăěšś£ ćŕĺśăŋŋőčő ć łşą ÿăřă. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕńőźăďĳ ¡šőčő śěůěŋĺ£ ňěŋĳÿě ŕőńőćĺŋż ŕńőźăďĺ čřăŋĺ łşąă.

Řěÿ 6.

XLVIII őńĺňŕĺăďă (1985)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě ğŋăůěŋĺ£ x ĺ y, şďőćńěšćőř£¿źĺě řăćěŋśšćş xy + 1 = x + y. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďăŋż ŕ£šĳ řăğńĺůŋżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń, łőšőřżě ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă ďćě čřşŕŕż šăł, ůšőąż śşňňż ůĺśěń ć ¡šĺţ čřşŕŕăţ ążńĺ őďĺŋăłőćżňĺ. Śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ ¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďńĺŋż a, b, c, d ůěšżřěţ őšřěğłőć şďőćńěšćőř£¿š ŋěřăćěŋśšćăň 0 < a 6 b 6 c < d, d < a + b + c. Ňőęŋő ńĺ ĺğ ¡šĺţ őšřěğłőć śńőęĺšĳ šřăŕěűĺ¿?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć űěŋšřě łćăďřăšă śĺďĺš ğă£ű, ă ć łăęďőň ĺğ ůěšżřěţ şčńőć ŕő őďŋőňş ćőńłş. Ňőęěš ńĺ ğă£ľ ćżąěęăšĳ ĺğ łćăďřăšă, ěśńĺ ćőńłĺ ňőčşš ąěčăšĳ šőńĳłő ŕő śšőřőŋăň łćăďřăšă ś ňăłśĺňăńĳŋőľ śłőřőśšĳ¿ ć 1, 4 řăğă ąőńĳÿěľ, ůěň ňăłśĺňăńĳŋă£ śłőřőśšĳ ğăľűă?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ňăčăğĺŋ ŕřĺćěğńĺ űĺśšěřŋş ňőńőłă. Ş ŕřőďăćűă ĺňě¿šś£ ůăÿěůŋżě ćěśż ąěğ čĺřĳ (ŋă ůăÿłĺ ćěśőć ňőęŋő śšăćĺšĳ ťń£čĺ), ă šăłęě šřĺ őďĺŋăłőćżě ťń£čĺ, ďćě ĺğ łőšőřżţ ŕşśšżě, ă ć šřěšĳěľ ŋăńĺš 1 ń ňőńőłă. Łăł őšńĺšĳ ć őďŋş ťń£čş řőćŋő 85 ń ňőńőłă, śďěńăć ŋě ąőńěě ćőśĳňĺ ćğćěÿĺćăŋĺľ?

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě ğŋăůěŋĺ£ x, y ĺ z, şďőćńěšćőř£¿źĺě řăćěŋśšćş

(x − y + z)^2 = x^2 − y^2 + z^2.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ůĺśńă a_1, a_2, . . . , a_{1985} ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ŕěřěśšăćńěŋŋżě ć ŋěłőšőřőň ŕőř£ďłě ůĺśńă 1, 2, . . . , 1985. Łăęďőě ůĺśńő a_k şňŋőęăěšś£ ŋă ěčő ŋőňěř k, ă ğăšěň śřěďĺ ŕőńşůěŋŋżţ 1985 ŕřőĺğćěďěŋĺľ ćżąĺřăěšś£ ŋăĺąőńĳÿěě. Ďőłăğăšĳ, ůšő őŋő ŋě ňěŋĳÿě, ůěň 993^2.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă ńĺśšě ąşňăčĺ Àć łńěšłşÁ ŕőńőęěŋ ąşňăęŋżľ łćăďřăš, ŕńőźăďĳ łőšőřőčő řăćŋă şůěšćěřěŋŋőľ ŕńőźăďĺ łńěšłĺ. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő şğńőć ňőęěš ŋăłřżćăšĳ ¡šőš łćăďřăš? (Şğěń | ¡šő šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ńĺŋĺľ ąşňăčĺ; ěśńĺ şğěń ńěęĺš ŋă čřăŋĺűě łćăďřăšă, šő őŋ śůĺšăěšś£ ŋăłřżšżň.)

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ğă ď£ďĳłőľ Ůěřŋőňőřőň ćżśšřőĺńőśĳ ůěřěďőľ ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ąőčăšżřěľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő őŋ ňőęěš ŕřĺłăğăšĳ ůăśšĺ ĺğ ŋĺţ ćżľšĺ ĺğ śšřő£ šăł, ůšőąż ć śšřő¿ őśšăńőśĳ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ąőčăšżřěľ ĺ ćśě őŋĺ śšő£ńĺ ŕő řőśšş (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ć ŕőř£ďłě şążćăŋĺ£ řőśšă).

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ďńĺŋă łăęďőľ ĺğ šřěţ ąĺśśěłšřĺś šřěşčőńĳŋĺłă ąőńĳÿě 1, šő ěčő ŕńőźăďĳ ąőńĳÿě 1/ √ 3. Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋăľšĺ ćśě ğŋăůěŋĺ£ x, y ĺ z, şďőćńěšćőř£¿źĺě řăćěŋśšćş √ x − y + z = √ x − √ y + √ z. Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć ŋěłőšőřőľ śšřăŋě 1985 ă¡řőďřőňőć. Ś łăęďőčő ĺğ ŋĺţ ćżńěšěń śăňőńěš ĺ ŕřĺğěňńĺńś£ ŋă śăňőň şďăńěŋŋőň őš ňěśšă śšăřšă ă¡řőďřőňě. Ňőčńő ńĺ śńşůĺšĳś£, ůšő ć řěğşńĳšăšě ćśě 1985 śăňőńěšőć őłăğăńĺśĳ ŋă 50 ă¡řőďřőňăţ? (Ğěňń¿ ňőęŋő śůĺšăšĳ ŕńőśłőľ, ă ňăřÿřşšż ŕř£ňżňĺ.)

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 8 łńăśśă.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ń¿ąőľ čřşŕŕě ĺğ 12 ůěńőćěł ňőęŋő ćżąřăšĳ ďćőĺţ, ă śřěďĺ őśšăćÿĺţś£ 10 ůěńőćěł ěźě ŕ£šěřżţ šăł, ůšőąż łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ ŕ£šěřżţ şďőćńěšćőř£ń śńěďş¿źěňş şśńőćĺ¿: ńĺąő őŋ ďřşęĺš ś őąőĺňĺ ćżąřăŋŋżňĺ ćŋăůăńě, ńĺąő ŋě ďřşęĺš ŋĺ ś őďŋĺň ĺğ ŋĺţ.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě ůĺśńő 2^n, čďě n = 3, 4, 5, . . . ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě 2^n = 7x^2 + y^2, čďě x ĺ y | ŋěůěšŋżě ůĺśńă.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšĳ şřăćŋěŋĺě x − 49 50 + x − 50 49 = 49 x − 50 + 50 x − 49 . Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śň. ğăďăůş 3 ďń£ 7 łńăśśă.

Ğ-ůă 3. Ŋăğőćěň Àśńőęŋőśšĳ¿Á ďăŋŋőčő ůĺśńă ŋăĺňěŋĳÿş¿ ďńĺŋş ůĺśńőćőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (ěśńĺ šăłă£ ŋăľďěšś£), łőšőřă£ ŋăůĺŋăěšś£ ś ŋşń£ ĺ ğăłăŋůĺćăěšś£ ¡šĺň ůĺśńőň, ŕřĺůěň łăęďżľ śńěďş¿źĺľ ůńěŋ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ńĺąő řăćěŋ ŕőńőćĺŋě ŕřěďżďşźěčő, ńĺąő ć śşňňě ś ŕřěďżďşźĺň śőśšăćń£ěš 1. Śřěďĺ ćśěţ ůĺśěń ćĺďă m/2^{50}, čďě m = 1, 3, 5, . . . , 2^{50} − 1, ŋăľšĺ ůĺśńő ś ŋăĺąőńĳÿěľ Àśńőęŋőśšĳ¿Á.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋż 1985 ňŋőęěśšć, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ śőśšőĺš ĺğ 45 ¡ńěňěŋšőć, ŕřĺůěň őąžěďĺŋěŋĺě ń¿ążţ ďćşţ ňŋőęěśšć śőďěřęĺš řőćŋő 89 ¡ńěňěŋšőć. Śłőńĳłő ¡ńěňěŋšőć śőďěřęĺš őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ¡šĺţ 1985 ňŋőęěśšć?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş śłřěźĺćă¿źĺňĺś£ řěąřăňĺ šěšřă¡ďřă řăćŋż h_1, h_2, h_3, šő őąžěň šěšřă¡ďřă ŋě ňěŋĳÿě, ůěň h_1h_2h_3/3.

Řěÿ 5.

XLIX őńĺňŕĺăďă (1986)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ńĺśšě ŕřőğřăůŋőľ ąşňăčĺ ŋăřĺśőćăŋ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł. Şłăęĺšě śŕőśőą, łăł śńőęĺšĳ ¡šőš ńĺśš (ćőğňőęŋő, ć ŋěśłőńĳłő řăğ), ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ, £ćń£ěšś£ ńĺ ĺśţőďŋżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł řőňąőň.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋĺ ďń£ łăłĺţ ůĺśěń x, y, t ŋě ňőčşš őďŋőćřěňěŋŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ šřĺ ŋěřăćěŋśšćă: |x| < |y − t|, |y| < |t − x|, |t| < |x − y|. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Šřĺ čŋőňă ęĺćşš ć řăğŋżţ ďőňăţ ŋă ŕńőśłőśšĺ ĺ ţőď£š śő śłőřőśš£ňĺ 1, 2 ĺ 3 łň/ů śőőšćěšśšćěŋŋő. Łăłőě ňěśšő ďń£ ěęěďŋěćŋżţ ćśšřěů ŋşęŋő ĺň ćżąřăšĳ, ůšőąż śşňňă ćřěňěŋ, ŋěőąţőďĺňżţ łăęďőňş ĺğ čŋőňőć ŋă ŕşšĳ őš śćőěčő ďőňă ďő ¡šőčő ňěśšă (ŕő ŕř£ňőľ), ążńă ŋăĺňěŋĳÿěľ?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěłőšőřżţ 1986 ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺňěěš řőćŋő 1986 řăğńĺůŋżţ ŕřőśšżţ ďěńĺšěńěľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ńĺąő őďŋő ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń, ńĺąő ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěśłőńĳłĺţ ĺğ ŋĺţ £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ĺğćěśšŋő, ůšő ć łőďőćőň ğăňłě ĺśŕřăćŋż šőńĳłő łŋőŕłĺ ś ŋőňěřăňĺ 1, 2, 3, ă łőď ¡šőčő ğăňłă šřěţğŋăůěŋ ĺ ŋě śőďěřęĺš ďřşčĺţ űĺťř. Ŋăŕĺśăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ űĺťř ŋăĺňěŋĳÿěľ ďńĺŋż, ŋăćěřŋ£łă őšłřżćă¿źş¿ ¡šőš ğăňőł (ğăňőł őšłřżćăěšś£, łăł šőńĳłő ŕőďř£ď ĺ ć ŕřăćĺńĳŋőň ŕőř£ďłě ŋăęăšż ćśě šřĺ űĺťřż ěčő łőďă).

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 7 łńăśśă ś ğăňěŋőľ řőňąă łćăďřăšőň.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋăľďĺšě ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă, ŋě ŕřěďśšćăĺňżě ć ćĺďě řăğŋőśšĺ łćăďřăšőć łăłĺţ-ńĺąő ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ a_1 = 1, a_n = 1/2(a_{n−1} +2/a_{n−1}) ŕřĺ n = 2, . . . , 10, šő 0 < a_{10} − √ 2 < 10^{−370}.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Łćăďřăšŋőě ŕőńě řăğąĺšő ŋă 100 őďĺŋăłőćżţ şůăśšłőć, 9 ĺğ łőšőřżţ ŕőřőśńĺ ąşřĳ£ŋőň. Ĺğćěśšŋő, ůšő ąşřĳ£ŋ ğă čőď řăśŕřőśšřăŋ£ěšś£ ŋă šě ĺ šőńĳłő šě şůăśšłĺ, ş łăęďőčő ĺğ łőšőřżţ ŋě ňěŋěě ďćşţ śőśěďŋĺţ şůăśšłőć şęě ŕőřăęěŋż ąşřĳ£ŋőň (şůăśšłĺ śőśěďŋĺě, ěśńĺ őŋĺ ĺňě¿š őąźş¿ śšőřőŋş). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńŋőśšĳ¿ ćśě ŕőńě ąşřĳ£ŋőň ŋě ğăřăśšěš.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺśšěňă ŋěřăćěŋśšć |x| > |y − z + t|, |y| > |x − z + t|, |z| > |x − y + t|, |t| > |x − y + z|. ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ.

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă ńĺśšě ąşňăčĺ őšňěůěŋż šőůłĺ A, B, C, D. Řăśŕőğŋă¿źěě şśšřőľśšćő ňőęěš ăąśőń¿šŋő šőůŋő ćżŕőńŋ£šĳ ďćă šĺŕă őŕěřăűĺľ: ă) ĺğňěř£šĳ ć śăŋšĺňěšřăţ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ďćşň£ ğăďăŋŋżňĺ šőůłăňĺ; ą) śřăćŋĺćăšĳ ďćă ğăďăŋŋżţ ůĺśńă. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő őŕěřăűĺľ ŋşęŋő ćżŕőńŋĺšĳ ¡šőňş şśšřőľśšćş, ůšőąż ŋăćěřŋ£łă őŕřěďěńĺšĳ, £ćń£ěšś£ ńĺ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ABCD ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőň?

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺğ šőůłĺ M ŕő ŕńőśłőśšĺ ś ŕőśšő£ŋŋőľ śłőřőśšĳ¿ ŕőńğěš ňşřăćěľ. Ěčő ŕşšĳ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śŕĺřăńĳ, łőšőřă£ ŋăňăšżćăěšś£ ŋă šőůłş O ĺ čőňőšěšĺůŋă ŋěłőšőřőľ śćőěľ ůăśšĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ šőůłĺ. Śňőęěš ńĺ ňşřăćěľ ŕřőľšĺ ćěśĳ śćőľ ŕşšĳ ğă łőŋěůŋőě ćřěň£?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Řěÿĺšě śĺśšěňş ŋěřăćěŋśšć |x| < |y − z + t|, |y| < |x − z + t|, |z| < |x − y + t|, |t| < |x − y + z|. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěłőšőřżţ 48 ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺňěěš řőćŋő 10 řăğńĺůŋżţ ŕřőśšżţ ďěńĺšěńěľ. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěłőšőřżţ ůěšżřěţ ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋă łőőřďĺŋăšŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŋăřĺśőćăŋż łřşčĺ řăďĺşśőň 1/14 ś űěŋšřăňĺ ć łăęďőľ šőůłě, ş łőšőřőľ őąě łőőřďĺŋăšż | űěńżě ůĺśńă. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśőň 100 ŕěřěśěůěš ţőš£ ąż őďĺŋ ŋăřĺśőćăŋŋżľ łřşč.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Śň. ğăďăůş 1 ďń£ 9 łńăśśă ś ğăňěŋőľ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ABCD łćăďřăšőň.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ąĺśśěłšřĺśă şčńă A šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŕřőďőńęěŋă ďő ŕěřěśěůěŋĺ£ ć D ś őŕĺśăŋŋőľ ćőłřşč ŋěčő őłřşęŋőśšĳ¿. Ďőłăęĺšě, ůšő AD > 1/2(AB + AC).

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺě x^{x4} = 4 (x > 0). Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋĺ ďń£ łăłĺţ ćěłšőřőć a, b, c ŋě ňőčşš őďŋőćřěňěŋŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ šřĺ ŋěřăćěŋśšćă √ 3|a| < |b − c|, √ 3|b| < |c − a|, √ 3|c| < |a − b| Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋăľďĺšě ňĺŋĺňşň ŕő ćśěň α, β ňăłśĺňşňă ťşŋłűĺĺ

y(x) = | cos x + α cos 2x + β cos 3x|.

Řěÿ 5.

L őńĺňŕĺăďă (1987)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ňăřšě 1987 čőďă şůĺšěńĳ řěÿĺń ŕřőćěśšĺ 11 ğăŋ£šĺľ ňăšěňăšĺůěśłőčő łřşęłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ŕő śşąąőšăň ĺ ćőśłřěśěŋĳ£ň łřşęőł ŋě ŕřőćőďĺšĳ, šő ć ňăřšě ŋăľďşšś£ šřĺ ďŋ£ ŕőďř£ď, ć šěůěŋĺě łőšőřżţ ŋě ąşďěš ŋĺ őďŋőčő ğăŋ£šĺ£ łřşęłă.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ń¿ążţ 27 řăğńĺůŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ňěŋĳÿĺţ 100, ňőęŋő ćżąřăšĳ ďćă ůĺśńă, ŋě £ćń£¿źĺţś£ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŕő ŕőń£ŋě, ĺňě¿źěľ ťőřňş řăćŋőśšőřőŋŋěčő šřěşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋőľ 100 ň, ąěčăěš ćőńł. Őţőšŋĺł şąĺćăěš ćőńłă, ěśńĺ śšřěń£ěš ć ŋěčő ś řăśśšő£ŋĺ£ ŋě ąőńěě 30 ň. Ďőłăğăšĳ, ůšő őţőšŋĺł ňőęěš şąĺšĳ ćőńłă, łăł ąż ążśšřő šőš ŋĺ ąěčăń.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕşśšĳ AB | őśŋőćăŋĺě šřăŕěűĺĺ ABCD. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ AC + BC = AD + BD, šő šřăŕěűĺ£ ABCD | řăćŋőąőłă£.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ăńĺ-Ąăąă ĺ 40 řăğąőľŋĺłőć řěÿĺńĺ řăğďěńĺšĳ łńăď ĺğ 1987 ğőńőšżţ ňőŋěš śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ŕěřćżľ řăğąőľŋĺł ďěńĺš ćěśĳ łńăď ŋă ďćě ůăśšĺ, ğăšěň ćšőřőľ řăğąőľŋĺł ďěńĺš őďŋş ĺğ ůăśšěľ ŋă ďćě ůăśšĺ ĺ š.ď. Ŕőśńě 40-čő ďěńěŋĺ£ ŕěřćżľ řăğąőľŋĺł ćżąĺřăěš ŋăĺąőńĳÿş¿ ĺğ ůăśšěľ, ğăšěň ćšőřőľ řăğąőľŋĺł ćżąĺřăěš ŋăĺąőńĳÿş¿ ĺğ őśšăćÿĺţś£ ůăśšěľ ĺ š.ď. Ŕőśńěďŋ££, 41-£ ůăśšĳ ďőśšăěšś£ Ăńĺ-Ąăąě. Ďń£ łăęďőčő ĺğ 40 řăğąőľŋĺłőć őŕřěďěńĺšĳ, łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě łőńĺůěśšćő ňőŋěš őŋ ňőęěš śěąě őąěśŕěůĺšĳ ŕřĺ šăłőň ďěńěęě ŋěğăćĺśĺňő őš ďěľśšćĺľ ďřşčĺţ řăğąőľŋĺłőć.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ a > b > 0 ĺ^x_a <^y_b , šő śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő^1_2 (_x a +^y_b ) >^{x+y}_{a+b} .

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ÿłőńĳŋĺł ţőůěš ćżřěğăšĳ ĺğ łćăďřăšă řăğňěřőň 2n × 2n ŋăĺąőńĳÿěě łőńĺůěśšćő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć řăğňěřőň 1 × (n + 1). Ŋăľšĺ ¡šő łőńĺůěśšćő ďń£ łăęďőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ğŋăůěŋĺ£ n.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć łńăśśě őřčăŋĺğşěšś£ šşřŋĺř ŕő ŕěřěš£čĺćăŋĺ¿ łăŋăšă. Ć šşřŋĺřě řőćŋő ŕő őďŋőňş řăğş ďőńęŋż şůăśšćőćăšĳ ćśěćőğňőęŋżě łőňăŋďż, łőšőřżě ňőęŋő śőśšăćĺšĳ ĺğ şůăźĺţś£ ¡šőčő łńăśśă (łřőňě łőňăŋďż ćśěčő łńăśśă). Ďőłăğăšĳ, ůšő łăęďă£ łőňăŋďă şůăźĺţś£ ąşďěš śőřěćŋőćăšĳś£ ś łőňăŋďőľ ćśěţ őśšăńĳŋżţ şůăźĺţś£ łńăśśă.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ć ŕ£šĺşčőńĳŋĺłě ABCDE şčńż ŕřĺ ćěřÿĺŋăţ B ĺ D | ŕř£ňżě,̸ BCA ≠ DCE, ă šőůłă M | śěřěďĺŋă śšőřőŋż AE. Ďőłăğăšĳ, ůšő MB = MD.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ňőęŋő ńĺ ćżąřăšĳ ŋěłőšőřżě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă šăł, ůšőąż ŕřĺ ń¿ąőň ŋăšşřăńĳŋőň ğŋăůěŋĺĺ n ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ůĺśěń n, n + 50 ążńő ćżąřăŋő ĺ ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ůĺśěń n, n + 1987 ŋě ążńő ćżąřăŋő?

Řěÿ 5.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďăŋż 7 řăğńĺůŋżţ űĺťř. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă n ŋăľďěšś£ ŕăřă ďăŋŋżţ űĺťř, śşňňă łőšőřżţ őłăŋůĺćăěšś£ šőľ ęě űĺťřőľ, ůšő ĺ ůĺśńő.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŕő k ćěřÿĺŋăň ŕřăćĺńĳŋőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă ś ŕőňőźĳ¿ ďćşśšőřőŋŋěľ ńĺŋěľłĺ ćőśśšăŋőćĺšĳ őśšăńĳŋżě ćěřÿĺŋż ć śńşůăě: ă)k = 4; ą)k = 3. (Ďćşśšőřőŋŋěľ ńĺŋěľłőľ ňőęŋő ďěńăšĳ šő ęě, ůšő ĺ őążůŋőľ ńĺŋěľłőľ, ă šăłęě ŕřőćőďĺšĳ ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ ďăŋŋőľ, ŋă řăśśšő£ŋĺĺ, řăćŋőň ÿĺřĺŋě ńĺŋěľłĺ.)

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋăľšĺ šăłĺě 50 ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ůšő ŋĺ őďŋő ĺğ ŋĺţ ŋě ďěńĺšś£ ŋă ďřşčőě, ă ŕřőĺğćěďěŋĺě ń¿ążţ ďćşţ ĺğ ŋĺţ ďěńĺšś£ ŋă ń¿ąőě ĺğ őśšăćÿĺţś£ ůĺśěń.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ ůĺśěń a_1, . . . , a_{1987} ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń b_1, . . . , b_{1987} śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő (a_1 + · · · + a_{1987})^2 b_1 + · · · + b_{1987} 6 a^2_1 b_1 + · · · + a^2_{1987} b_{1987} . Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Šăŋ£ şřőŋĺńă ň£ůĺł ć őčřőňŋżľ ŕř£ňőşčőńĳŋżľ ąăśśěľŋ. Őŋă ţőůěš ěčő ďőśšăšĳ ś ŕőňőźĳ¿ 30 şğłĺţ ďőśőł ďńĺŋőľ 1 ň łăęďă£, ŕőśšřőĺć ĺğ ŋĺţ ňőśšĺłĺ šăł, ůšőąż łăęďă£ ďőśłă őŕĺřăńăśĳ łőŋűăňĺ ŋă łřă£ ąăśśěľŋă ĺńĺ ŋă şęě ŕőńőęěŋŋżě ďőśłĺ ĺ ůšőąż ć ĺšőčě őďŋă ĺğ ďőśőł ŕřőÿńă ŋăď ň£ůĺłőň. Ďőłăğăšĳ, ůšő Šăŋě ŋě şďăśšś£ ¡šő śďěńăšĳ, ěśńĺ řăśśšő£ŋĺ£ őš łřăěć ąăśśěľŋă ďő ň£ůĺłă ŕřěćżÿă¿š 2 ň. Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. ă)Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ šřěţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ćśěčďă ňőęŋő ćżąřăšĳ šăłĺě ďćă ůĺśńă x ĺ y, ůšő

0 6^{x−y}_{1+xy} 6 1.

ą)Ćěřŋő ńĺ, ůšő şłăğăŋŋżě ďćă ůĺśńă ňőęŋő ćżąřăšĳ ĺğ ń¿ążţ ůěšżřěţ ůĺśěń? Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Şčńż, őąřăğőćăŋŋżě śšőřőŋăňĺ ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ś ŋěłőšőřőľ ŕńőśłőśšĳ¿, řăćŋż α, β ĺ γ. Ďőłăğăšĳ, ůšő őďŋő ĺğ ůĺśěń sin α, sin β, sin γ řăćŋő śşňňě ďćşţ ďřşčĺţ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ğăłřăÿěŋż 17 ěďĺŋĺůŋżţ łńěšőł. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺţ ňőęŋő ŕőłřżšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăňĺ, śşňňă ŕěřĺňěšřőć łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 100, ŕřĺůěň řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ń¿ążňĺ šőůłăňĺ řăğŋżţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć ŋě ňěŋĳÿě √ 2. Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ňőęŋő ńĺ řăğąĺšĳ ňŋőęěśšćő űěńżţ ůĺśěń ŋă šřĺ ŕőďňŋőęěśšćă šăł, ůšőąż ďń£ ń¿ąőčő űěńőčő ğŋăůěŋĺ£ n ůĺśńă n, n − 50, n + 1987 ŕřĺŋăďńěęăńĺ šřěň řăğŋżň ňŋőęěśšćăň?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ć ŋěłőšőřőň űăřśšćě, šěřřĺšőřĺ£ łőšőřőčő ĺňěěš ťőřňş łćăďřăšă śő śšőřőŋőľ 2 łň, űăřĳ řěÿăěš śőğćăšĳ ćśěţ ęĺšěńěľ ł 7 ů ćěůěřă ł śěąě ćő ďćőřěű ŋă ąăń. Ďń£ ¡šőčő őŋ ć ŕőńďěŋĳ ŕőśżńăěš ś ŕőřşůěŋĺěň čőŋűă, łőšőřżľ ňőęěš ŕěřěďăšĳ ń¿ąőě şłăğăŋĺě ń¿ąőňş ęĺšěń¿, łőšőřżľ ć śćő¿ őůěřěďĳ ňőęěš ŕěřěďăšĳ ń¿ąőě şłăğăŋĺě ń¿ąőňş ďřşčőňş ęĺšěń¿ ĺ š.ď. Łăęďżľ ęĺšěńĳ ďő ŕőśšşŕńěŋĺ£ şłăğăŋĺ£ ŋăţőďĺšś£ ć ĺğćěśšŋőň ňěśšě (ş śěą£ ďőňă) ĺ ňőęěš ŕěřěďćĺčăšĳś£ śő śłőřőśšĳ¿ 3 łň/ů ć ń¿ąőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ (ŕő ŕř£ňőľ). Ďőłăğăšĳ, ůšő űăřĳ ňőęěš őřčăŋĺğőćăšĳ őŕőćěźěŋĺě šăł, ůšőąż ćśě ęĺšěńĺ şśŕěńĺ ŕřĺľšĺ ł ŋăůăńş ąăńă.

Řěÿ 5.

LI őńĺňŕĺăďă (1988)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ŕřőśšżţ p > 7 ůĺśńő p^4 − 1 ďěńĺšś£ ŋă 240.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŋă śěřěďĺŋăţ řěąěř AB ĺ B^′C^′ łşąă ABCDA^′B^′C^′D^′ ćğ£šż šőůłĺ M ĺ P . Ĺğőąřăğĺšě ŋă čřăŋĺ BCC^′B^′ ćśě šőůłĺ, łřăšůăľÿĺě řăśśšő£ŋĺ£ őš łőšőřżţ ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ łşąă ďő šőůěł M ĺ P řăćŋż.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ś ŕőňőźĳ¿ łřőŋűĺřłşń£ ĺ ńĺŋěľłĺ ŕřőćěďĺšě ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ ďăŋŋőľ. Łřőŋűĺřłşńĳ | ¡šő ĺŋśšřşňěŋš, ŕőţőęĺľ ŋă űĺřłşńĳ, ŋő ŋă łőŋűăţ ş ŋěčő ďćě ĺčőńłĺ. Őŋ ŕőğćőń£ěš ŕěřěŋőśĺšĳ őďĺŋăłőćżě řăśśšő£ŋĺ£, ŋő ŋě ŕőğćőń£ěš řĺśőćăšĳ (ŕřőűăřăŕżćăšĳ) őłřşęŋőśšĺ, ďşčĺ őłřşęŋőśšěľ ĺ ďěńăšĳ ğăśěůłĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. 20 šěńěťőŋőć śőěďĺŋěŋż ŕřőćőďăňĺ šăł, ůšő łăęďżľ ŕřőćőď śőěďĺŋ£ěš ďćă šěńěťőŋă, łăęďă£ ŕăřă šěńěťőŋőć śőěďĺŋěŋă ŋě ąőńěě ůěň őďŋĺň ŕřőćőďőň ĺ őš łăęďőčő šěńěťőŋă őšţőďĺš ŋě ąőńěě ďćşţ ŕřőćőďőć. Ŋşęŋő ğăłřăśĺšĳ ŕřőćőďă (łăęďżľ ŕřőćőď űěńĺłőň őďŋőľ łřăśłőľ) šăł, ůšőąż őš łăęďőčő šěńěťőŋă őšţőďĺńĺ ŕřőćőďă řăğŋżţ űćěšőć. Łăłőčő ŋăĺňěŋĳÿěčő ůĺśńă łřăśőł ďőśšăšőůŋő ďń£ šăłőľ ğăłřăśłĺ?

Řěÿ 4.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ŋă śšřőłőľ ĺğ ůěšżřěţ ůĺśěń 1, 9, 8, 8 ŕřőďěńăěň śńěďş¿źş¿ őŕěřăűĺ¿: ňěęďş łăęďżňĺ ďćşň£ śőśěďŋĺňĺ ůĺśńăňĺ ćŕĺÿěň ůĺśńő, łőšőřőě ŕőńşůĺšś£ ć řěğşńĳšăšě ćżůĺšăŋĺ£ ńěćőčő ůĺśńă ĺğ ŕřăćőčő. Ŋăď ŋőćőľ śšřőłőľ ŕřőďěńăěň šş ęě őŕěřăűĺ¿ ĺ š.ď. Ŋăľďĺšě śşňňş ůĺśěń śšřőłĺ, łőšőřă£ ŕőńşůĺšś£ ŕőśńě śšă šăłĺţ őŕěřăűĺľ.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ĺňěěšś£ ńĺŋěľłă ąěğ ďěńěŋĺľ ĺ śŕěűĺăńĳŋżľ ĺŋśšřşňěŋš, ŕőğćőń£¿źĺľ ğăňěř£šĳ řăśšő£ŋĺě ňěęďş ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ šőůłăňĺ ĺ őšłńăďżćăšĳ ¡šő řăśšő£ŋĺě ŋă ń¿ąőľ şęě ŕřőćěďěŋŋőľ ŕř£ňőľ őš ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ ¡šőľ ŕř£ňőľ. Łăł ś ŕőňőźĳ¿ ¡šĺţ ĺŋśšřşňěŋšőć ĺ łăřăŋďăÿă řăğďěńĺšĳ ŕőŕőńăň ďăŋŋżľ őšřěğőł?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋĺ őďŋă ůěšćěřłă ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń x, y, z, t ŋě şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş 3x^4 + 5y^4 + 7z^4 = 11t^4.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋż ůěšżřě ňőŋěšż, śřěďĺ łőšőřżţ ňőčşš őłăğăšĳś£ ťăńĳÿĺćżě. Ĺğćěśšŋő, ůšő ŋăśšő£źă£ ňőŋěšă ćěśĺš 10 č, ă ťăńĳÿĺćă£ | 9 č. Ćěśż ś őďŋőľ ůăÿłőľ ŕőłăğżćă¿š őąźĺľ ćěś ŕőńőęěŋŋżţ ŋă ¡šş ůăÿłş ňőŋěš. Ŋăľďĺšě ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő ćğćěÿĺćăŋĺľ, łőšőřżě ŋşęŋő śďěńăšĳ, ůšőąż ŋăćěřŋ£łă őŕřěďěńĺšĳ, łăłĺě ňőŋěšż £ćń£¿šś£ ťăńĳÿĺćżňĺ, ă łăłĺě | ŋăśšő£źĺňĺ.

Řěÿ 4.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł řăğąĺš ďĺăčőŋăń£ňĺ ŋă ůěšżřě šřěşčőńĳŋĺłă, ŕńőźăďĺ łőšőřżţ ćżřăęă¿šś£ űěńżňĺ ůĺśńăňĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ¡šĺţ ůĺśěń ŋě ňőęěš őłăŋůĺćăšĳś£ ŋă 1988.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ŕřőśšżţ p_i ¿ 5, i = 1, 2, . . . , 24 ůĺśńő p^2_1 + p^2 + · · · + p^2_4 ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă 24. Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż ďćě ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżě ŕř£ňżě. Ś ŕőňőźĳ¿ łřőŋűĺřłşń£ şłăęĺšě ŋă ŕńőśłőśšĺ šřĺ šőůłĺ, £ćń£¿źĺěś£ ćěřÿĺŋăňĺ řăćŋőśšőřőŋŋěčő šřěşčőńĳŋĺłă. Łřőŋűĺřłşńĳ | ¡šő ĺŋśšřşňěŋš, ŕőţőęĺľ ŋă űĺřłşńĳ, ŋő ŋă łőŋűăţ ş ŋěčő ďćě ĺčőńłĺ. Őŋ ŕőğćőń£ěš ŕěřěŋőśĺšĳ őďĺŋăłőćżě řăśśšő£ŋĺ£, ŋő ŋě ŕőğćőń£ěš řĺśőćăšĳ (ŕřőűăřăŕżćăšĳ) őłřşęŋőśšĺ, ďşčĺ őłřşęŋőśšěľ ĺ ďěńăšĳ ğăśěůłĺ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕşśšĳ x ĺ y | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f(x, y) = (x + y − 1)(x + y − 2) 2 + y. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćőň ğŋăůěŋĺľ f(x, y) £ćń£¿šś£ ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă, ŕřĺůěň ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő i = f(x, y) ůĺśńă x ĺ y őŕřěďěń£¿šś£ őďŋőğŋăůŋő.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. 20 šěńěťőŋőć śőěďĺŋěŋż ŕřőćőďăňĺ šăł, ůšő łăęďżľ ŕřőćőď śőěďĺŋ£ěš ďćă šěńěťőŋă, łăęďă£ ŕăřă šěńěťőŋőć śőěďĺŋěŋă ŋě ąőńěě ůěň őďŋĺň ŕřőćőďőň ĺ őš łăęďőčő šěńěťőŋă őšţőďĺš ŋě ąőńěě šřěţ ŕřőćőďőć. Ŋşęŋő ğăłřăśĺšĳ ŕřőćőďă (łăęďżľ ŕřőćőď űěńĺłőň őďŋőľ łřăśłőľ) šăł, ůšőąż őš łăęďőčő šěńěťőŋă őšţőďĺńĺ ŕřőćőďă řăğŋżţ űćěšőć. Łăłőčő ŋăĺňěŋĳÿěčő ůĺśńă łřăśőł ďőśšăšőůŋő ďń£ šăłőľ ğăłřăśłĺ?

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Łăńĳłşń£šőř ćżŕőńŋ£ěš ŕ£šĳ őŕěřăűĺľ: śńőęěŋĺě, ćżůĺšăŋĺě, şňŋőęěŋĺě, ďěńěŋĺě ĺ ĺğćńěůěŋĺě łćăďřăšŋőčő łőřŋ£. Ŋăľďĺšě ťőřňşńş, ŕő łőšőřőľ ŋă ¡šőň łăńĳłşń£šőřě ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŋăĺňěŋĳÿěě ĺğ ďćşţ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ůĺśěń a ĺ b.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śşźěśšćşěš ńĺ ŋă łőőřďĺŋăšŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŕř£ňă£, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ śĺňňěšřĺůěŋ čřăťĺł ťşŋłűĺĺ y = 2^x?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ćś£łĺľ ńĺ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď ňőęŋő řăśśěůĳ ŕńőśłőśšĳ¿ šăł, ůšőąż ć śěůěŋĺĺ ŕőńşůĺńś£ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ĺňěěšś£ ńĺŋěľłă ąěğ ďěńěŋĺľ ĺ ¡šăńőŋ ďńĺŋż, ŕőğćőń£¿źĺľ őšłńăďżćăšĳ ŋěłőšőřőě ťĺłśĺřőćăŋŋőě řăśšő£ŋĺě ŋă ń¿ąőľ şęě ŕřőćěďěŋŋőľ ŕř£ňőľ őš ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ ¡šőľ ŕř£ňőľ. Łăł ś ŕőňőźĳ¿ ¡šĺţ ĺŋśšřşňěŋšőć ĺ łăřăŋďăÿă ŕřőćěśšĺ łăłőľ-ŋĺąşďĳ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ćőğĳňěň ŕăřş ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺ řăğďěńĺň ś őśšăšłőň ąőńĳÿěě ĺğ ŋĺţ ŋă ňěŋĳÿěě (ěśńĺ ůĺśńă řăćŋż, šő šăłęě őďŋő ĺğ ŋĺţ řăğďěńĺň ŋă ďřşčőě). Ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ůăśšŋőčő ĺ őśšăšłă őąřăğşěň ŋőćş¿ ŕăřş ůĺśěń ĺ ŕřőďěńăěň ś ŋěľ šő ęě śăňőě. Łăł šőńĳłő őďŋő ĺğ ůĺśěń őłăęěšś£ řăćŋżň ŋşń¿, ŕřěłřăšĺň ćżůĺśńěŋĺ£. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ŋăůăšĳ ś ůĺśěń, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺţ 1988, šő ąőńěě ÿěśšĺ ďěńěŋĺľ ćżŕőńŋĺšĳ ŋě şďăśšś£.

Řěÿ 5.

LII őńĺňŕĺăďă (1989)

7 łńăśś

Ğ-ůă 1. Łćăďřăš řăśůěřůěŋ ŋă 16 řăćŋżţ łńěšőł. Łăęďş¿ ĺğ ąşłć A, B, C, D řăśśšăćĳšě ć ¡šĺţ łńěšłăţ ŕő ůěšżřě řăğă šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ŋă ń¿ąőľ čőřĺğőŋšăńĺ, ń¿ąőľ ćěřšĺłăńĺ ĺ ďćşţ ąőńĳÿĺţ ďĺăčőŋăń£ţ ŋě ążńő őďĺŋăłőćżţ ąşłć.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ŕřőćěď£ ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő ńĺŋĺľ (őłřşęŋőśšěľ ĺ ŕř£ňżţ ś ŕőňőźĳ¿ űĺřłşń£ ĺ ńĺŋěľłĺ), ŕőśšřőľšě ŕř£ňş¿, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş ŕăřăńńěńĳŋő ğăďăŋŋőľ ŕř£ňőľ.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ć šěňŋőľ łőňŋăšě ŋă ŕőńłě ć ąěśŕőř£ďłě ńěęăš 4 ŕăřż ŋőśłőć ďćşţ řăğŋżţ řăğňěřőć ĺ ďćşţ řăğŋżţ űćěšőć. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ŋőśłőć ŋěőąţőďĺňő, ŋě ćżţőď£ ĺğ łőňŋăšż, ŕěřěńőęĺšĳ ś ŕőńłĺ ć ůěňőďăŋ, ůšőąż ć ŋěň őłăğăńĺśĳ ďćě ŕăřż řăğńĺůŋőčő řăğňěřă ĺ űćěšă?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Šşřĺśš ćżěţăń ĺğ šşřąăğż ŋă ąăľďăřłě ć 10 ůăśőć 15 ňĺŋşš ś őą£ğăšěńĳśšćőň ćěřŋşšĳś£ őąřăšŋő ŋě ŕőğďŋěě 13 ůăśőć šőčő ęě ďŋ£. Ĺğćěśšŋő, ůšő śłőřőśšĳ řěłĺ 1,4 łň/ů, śłőřőśšĳ ąăľďăřłĺ ć śšő£ůěľ ćőďě 3 łň/ů. Ŋă łăłőě ňăłśĺňăńĳŋőě řăśśšő£ŋĺě šşřĺśš ňőęěš őšžěţăšĳ őš šşřąăğż, ěśńĺ ůěřěğ łăęďżě 30 ňĺŋşš čřěąńĺ őŋ 15 ňĺŋşš őšďżţăěš, ŋě ŕřĺůăńĺćă£ ł ąěřěčş, ĺ ňőęěš ŕőćěřŋşšĳ ŋăğăď šőńĳłő ŕőśńě őšďżţă?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋăľďĺšě ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă x, şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ£ň: ŕřőĺğćěďěŋĺě űĺťř ůĺśńă x řăćŋő 44 · x − 86868, ă śşňňă űĺťř £ćń£ěšś£ łşąőň ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă.

Řěÿ 5.

8 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺě (x^2 + x)^2 + √ x^2 − 1 = 0.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ůăśšĳ łńěšőł ąěśłőŋěůŋőľ łńěšůăšőľ ąşňăčĺ ŕőłřăÿěŋă ć łřăśŋżľ űćěš, őśšăńĳŋżě | ć ąěńżľ (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ć ÿăţňăšŋőň ŕőř£ďłě). Ŕő łřăśŋżň łńěšłăň ŕřżčăěš łşğŋěůĺł, ŕő ąěńżň | ąńőţă, ŕřĺůěň łăęďżľ ŕřżęőł ňőęěš ążšĳ śďěńăŋ ŋă ń¿ąőě řăśśšő£ŋĺě ŕő ćěřšĺłăńĺ ĺńĺ čőřĺğőŋšăńĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő łşğŋěůĺł ĺ ąńőţă ňőčşš őłăğăšĳś£ ř£ďőň, śďěńăć ć őąźěľ śńőęŋőśšĺ (ć śşňňě) ŋě ąőńěě šřěţ ŕřżęłőć.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ŕřőćěď£ ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő ńĺŋĺľ (őłřşęŋőśšěľ ĺ ŕř£ňżţ ś ŕőňőźĳ¿ űĺřłşń£ ĺ ńĺŋěľłĺ), ŕőśšřőľšě ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş ă) ćŋě ¡šőľ ŕř£ňőľ; ą) ŋă ŋěľ.

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ŕőďňŋőęěśšćő X ňŋőęěśšćă ÀďćşğŋăůŋżţÁ ůĺśěń 00, 01, . . . , 98, 99 šăłőćő, ůšő ć ń¿ąőľ ąěśłőŋěůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ űĺťř ŋăľďşšś£ ďćě űĺťřż, śšő£źĺě ř£ďőň ĺ őąřăğş¿źĺě ůĺśńő ĺğ X. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő ůĺśěń ňőęěš śőďěřęăšĳś£ ć X?

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕĺőŋěřśłĺľ őšř£ď ćśěčďă ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă ďćě łőňăŋďż šăł, ůšőąż őąźěě ůĺśńő ŕăř ďřşğěľ, őłăğăćÿĺţś£ ć őďŋőľ ĺ šőľ ęě łőňăŋďě, ążńő ňěŋĳÿě ůĺśńă ŕăř ďřşğěľ, őłăğăćÿĺţś£ ć řăğŋżţ łőňăŋďăţ.

Řěÿ 5.

Ğ-ůă 6. Ćśě ğŋăůěŋĺ£ łćăďřăšŋőčő šřěţůńěŋă ax^2 + bx + c ŋă őšřěğłě [0, 1] ŕő ňőďşń¿ ŋě ŕřěćőśţőď£š 1. Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ğŋăůěŋĺě ŕřĺ ¡šőň ňőęěš ĺňěšĳ ćěńĺůĺŋă |a| + |b| + |c|?

Řěÿ 6.

9 łńăśś

Ğ-ůă 1. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ĺňě¿šś£ ůěšżřě řăğńĺůŋżě ŕř£ňżě, őłřăÿěŋŋżě ć ďćă űćěšă: ďćě łřăśŋżě ĺ ďćě śĺŋĺě, ŕřĺůěň ń¿ąă£ łřăśŋă£ ŕř£ňă£ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ń¿ąőľ śĺŋěľ ŕř£ňőľ. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺąő łřăśŋżě, ńĺąő śĺŋĺě ŕř£ňżě ŕăřăńńěńĳŋż.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC ŋă śšőřőŋăţ AB, BC ĺ AC ćğ£šż śőőšćěšśšćěŋŋő šőůłĺ M, K ĺ L šăł, ůšő ŕř£ňă£ MK ŕăřăńńěńĳŋă ŕř£ňőľ AC ĺ ML ŕăřăńńěńĳŋă BC. Ŕřĺ ¡šőň őšřěğőł BL ŕěřěśěłăěš őšřěğőł MK ć šőůłě P , ă AK ŕěřěśěłăěš ML ć šőůłě Q. Ďőłăęĺšě, ůšő őšřěğłĺ P Q ĺ AB ŕăřăńńěńĳŋż.

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ĺğćěśšŋő, ůšő ůĺśńă A_1, A_2, . . . ĺ B_1, B_2, . . . őąřăğş¿š čěőňěšřĺůěśłĺě ŕřőčřěśśĺĺ. Ňőęŋő ńĺ, ğŋă£ ńĺÿĳ ğŋăůěŋĺ£ A_1 + B_1, A_2 + B_2, A_3 + B_3 ĺ A_4 + B_4, őŕřěďěńĺšĳ A_5 + B_5?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Şńĺűż ŋěłőšőřőčő čőřőďă ŋă ŕńăŋě ŕřěďśšăćń£¿šś£ ć ćĺďě łćăďřăšă, řăśůěřůěŋŋőčő ŋă 25 řăćŋżţ łńěšőł śő śšőřőŋőľ 1. Ć őšňěůěŋŋőľ ŋă řĺśşŋłě ??? šőůłě ŋăţőďĺšś£ śŋěčőşąőřőůŋă£ ňăÿĺŋă. Ŋăľďĺšě ďńĺŋş łřăšůăľÿěčő ňăřÿřşšă őąžěğďă ćśěţ şńĺű, ůšőąż ć łőŋűě řăąőšż ňăÿĺŋă ćěřŋşńăśĳ ć ĺśţőďŋş¿ šőůłş.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ŋăľďĺšě ćśě ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă A_1, A_2, . . . , A_{10}, şďőćńěšćőř£¿źĺě ŕřĺ ćśěţ k = 1, 2, . . . , 10 şśńőćĺ¿ (A_1 + · · · + A_k)(A_k + · · · + A_{10}) = 1.

Řěÿ 5.

10 łńăśś

Ğ-ůă 1. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺě lg(x − 2) = 2x − x^2 + 5.

Řěÿ 1.

Ğ-ůă 2. Śşźěśšćşěš ńĺ ťşŋłűĺ£, čřăťĺł łőšőřőľ ŋă łőőřďĺŋăšŋőľ ŕńőśłőśšĺ ĺňěěš őąźş¿ šőůłş ś ń¿ąőľ ŕř£ňőľ?

Řěÿ 2.

Ğ-ůă 3. Ňőęŋő ńĺ řăśśšăćĺšĳ ŋă ńĺśšě łńěšůăšőľ ąşňăčĺ łřěśšĺłĺ ĺ ŋőńĺłĺ šăł, ůšőąż ŋĺ ŋă őďŋőľ čőřĺğőŋšăńĺ, ćěřšĺłăńĺ ĺ ďĺăčőŋăńĺ ŋěńĳğ£ ążńő ćśšřěšĺšĳ šřĺ őďĺŋăłőćżţ ğŋăłă ŕőďř£ď?

Řěÿ 3.

Ğ-ůă 4. Ďăŋż n řăğńĺůŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋěłőšőřă£ ąěśłőŋěůŋă£ ăřĺťňěšĺůěśłă£ ŕřőčřěśśĺ£, ŕěřćżľ ůńěŋ łőšőřőľ ŋě ąőńĳÿě ěě řăğŋőśšĺ, śőďěřęĺš řőćŋő 3 ĺńĺ 4 ďăŋŋżţ ůĺśńă, ěśńĺ ă) n = 5, ą) n = 1989.

Řěÿ 4.

Ğ-ůă 5. Ćżůĺśńĺšě ś šőůŋőśšĳ¿ ďő 2 ŋăĺňěŋĳÿş¿ śşňňăřŋş¿ ďńĺŋş řăğřěğőć, łőšőřżě ŋěőąţőďĺňő śďěńăšĳ, ůšőąż ŕěřěłřőĺšĳ ěďĺŋĺůŋżľ łćăďřăš ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ś ďĺăčőŋăńĳ¿, řăćŋőľ 100.

Řěÿ 5.

Ğ-ůă 6. Ŋă řěąřăţ ŕřőĺğćőńĳŋőčő šěšřă¡ďřă ćżąřăŋő ŕő šőůłě. Ůěřěğ łăęďş¿ šřőľłş šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă řěąřăţ ś őąźěľ ćěřÿĺŋőľ, ŕřőćěďěŋă ŕńőśłőśšĳ. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ šřĺ ĺğ ůěšżřěţ ŕřőćěďěŋŋżţ ŕńőśłőśšěľ łăśă¿šś£ ćŕĺśăŋŋőčő ć šěšřă¡ďř ÿăřă, šő ĺ ůěšćěřšă£ ŕńőśłőśšĳ šăłęě ěčő łăśăěšś£.

Řěÿ 6.